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Indem die Unterzeichneten eine deutsche Bearbeitung von John 
Perry's Buche "The Calculus rar Engineers" den lernenden und lehren-
den Technikern Deutschlands vorlegen, vollenden sie einen Plan, 
welcher sie mehrere Jahre hindurch beschäftigt hat. Es reicht näm-
lich die Idee der Verdeutschung dieses Buches zurück in die Jahre, 
als im lebhaften Austausche der Meinungen die Fragen der Orga-
nisation des mathematischen Hochschulunterrichtes zwischen den be-
teiligten Kreisen diskutiert wurden. Wenn es damals nicht immer 
leicht war, zum inneren Ausgleich der Meinungen zu gelangen, so ist 
(in Grund hierfür oft genannt. Wir Deutsche waren eben nicht so 
glücklich, wie z. B. unsere Nachbarn im Westen, führende Geister 
zu besitzen, welche zugleich im Lager der Techniker, wie in dem der 
Mathematiker die Anerkennung besafsen. Sie hätten uns vermöge 
ihrer Erfahrung und Einsicht sogleich den richtigen Weg gewiesen. 
So aber waren bei uns die Wissenschaft der Technik und diejenige 
der Mathematik jede gesondert von der anderen gewachsen und grofs 
geworden; und als ihre nahe Beziehung und die Zeitverhältnisse ein-
mal zu einer Aussprache trieben, da konnte es nicht fehlen, dars jede 
mit dem stolzen Bewufstsein ihrer Kraft und Gröfse ihr Wort führte, 
dafs sie aber leider das Verfehlen des gemeinsamen Weges mit dem 
Verlust des Gemeinschaftsgefühles büfsen mufsten. 
Alle, welche an jener Periode der Aussprachen Interesse ge-
nommen haben, werden die Überzeugung gewonnen haben, dars in 
.letzterer Beziehung die Schaffung des Wandels höchst erwünscht 
. wäre , und 'dars insbesondere die Lehrorganisation der technischen 
Hochschulen von den Folgen widersprechender Meinungen befreit 
werden müsse. Da hat es erstlich, was wir hier nur nebenher er-
wähnen, nicht an ganz Radikalen gefehlt, welche darauf hinzieltent 
die höhere Mathematik überhaupt von den Hochschulen zu verbannen; 
doch haben diese im Verein deutscher Ingenieure unmittelbar ihre ge-
rechte Zurückweisung erfahren. Vor allem aber wurden zahlreiche Stim-
men laut, welche den üblichen mathematischen Hochschuluntemcht 





der Lehrmethode und der Stoffauswahl in den mathematischen V or-
lesungen gefordert, welche dem vornehmlichsten Zwecke unserer Hoch-
schulen, der Bildung der für die gro{se industrielle Praxis alljährlich 
nötigen Ingenieure, mehr dienlich sein sollten als bisher. Es ist ferner 
nicht nur aus dem Lager der Mathematiker, sondern auch namentlich 
von den führenden Ingenieurkreisen wiederholt die Forderung betont, 
die Mathematik müsse als Wissenschaft im Organismus der Hochschule 
noch ganz anders als bisher zur Geltung kommen. 
Die Bemühungen der Unterzeichneten haben sich nun zunächst 
-der ersteren Frage zugewandt, nämlich der Sorge um die Ausbildung 
der weitaus überwiegenden Zahl studierender Techniker, welche nach 
Absolvierung ihrer Studien für den Eintritt in die Praxis wohl vor-
bereitet sein wollen. Für diese Studierenden haben die Vorlesungen 
über höhere Mathematik lediglich den Zweck, als Vorbereitung zu 
dienen für das Verständnis der weiter folgenden technischen Vorlesungen, 
in erster Linie derjenigen über technische Mechanik, dann aber auch 
über Dampfmaschinentheorie, Elektrotechnik, Brückenbau u. s. w. Dars 
der Lehrer der höheren Mathematik in den diesem Zwecke dienenden 
Vorlesungen seinen Zuhörern jede mögliche Erleichterung der Auf-; 
fassung zukommen lassen wird, ist eigentlich selbstverständlich. Er 
wird sich auf das Notwendige beschränken, der abstrakten Formu-
lierung seiner Sätze, wo es irgend angeht, zu Gunsten einer geo-
metrisch anschaulichen Darstellung entsagen, sowie überhaupt seinem 
Gegenstande die elementarste Seite abzugewinnen suchen, welche mit 
dem wissenschaftlichen Charakter desselben noch vereinbar ist. Der 
Lebensnerv des Dozenten hängt viel zu sehr am Lehrerfolge, als dars 
eine Abweichung von jener Richtschnur eine häufiger hervortretende 
Erscheinung werden könnte. 
Aber es wurde die Forderung laut: "Das sei nicht einmal genug~ 
der Mathematiker solle seine Beispiele dem Ideenkreise des Technikers 
entnehmen und an diesen seine mathematischen Überlegungen einführen." 
Einiges läfst sich ja in dieser Hinsicht leicht erreichen. Bei den 
Grundbegriffen "Variabele", "Funktion", "Differentialquotient" wird 
man an mechanische oder sonstige physikalische Vorgänge anknüpfen, 
bei den Anwendungen der Differentialrechnung auf die Kurven-
geometrie wird man bei der Kurvenerzeugung solche Mechanismen 
gern bevorzugen, welche den künftigen Maschinenbauer interessieren> 
in der Integralrechnung wird man vom statischen Moment und 
vom Trägheitsmoment handeln u. s. w. Man wird ferner, wo es an-
geht, kinematische Modelle, Integraphen, Planimeter u. s. w. in der 




matischer Vorstellungen in mechanisch greifbare Wirklichkeit dar-
zuthun. 
Aber auch so bleibt noch gar zu leicht eine, wie wir glauben, 
tiefgehende Lücke zwischen der Vorlesung über Differential- und 
Integralrechnung und der nächst benachbarten Vorlesung über tech-
nische Mechanik. Und mancher Studierende, der vielleicht noch mit 
Mühe der mathematischen Vorlesungen Herr geworden war, konnte 
die Kluft nicht mehr recht überwinden und war seinem eigentlichen 
Studienziele durch die mathematischen Vorlesungen mehr entfremdet 
als zugeführt. 
Wir glauben, dafs hier der eigentliche Grund der eingangs er-
wähnten MiIsstimmung zwischen den Technikern und den Mathe-
matikern zu suchen ist. Wir sind nicht im Zweifel, Ws dieser Grund 
ein gerechter ist, und dafs alles aufgeboten werden mufs, um Abhilfe 
zu schaffen. 
Die wahre Lösung kann natürlich nur in der Aufhebung jener 
Entfremdung zwischen der technischen und der mathematischen 
Wissenschaft liegen, von der wir schon anfangs sprachen. Über die 
Art, wie man dieses Ziel anstreben könnte, mögen uns am Schlusse 
noch ein paar Andeutungen gestattet sein. Dieselben betreffen die 
Fragen der wissenschaftlichen Weiterentwicklung der technischen Hoch-
schulen; wir dürfen in dieser Hinsicht erst von der Zukunft Früchte 
und Erfolge erhoffen, für das augenblickliche Lehrbedürfnis an den 
Hochschulen sind uns einstweilen andere Bahnen gewiesen. Da liegt 
es näher, den schon eingeschlagenen Weg des Entgegenkommens zu-
nächst noch weiter zu verfolgen und die Vorlesungen über Differential-
und Integralrechnung noch weit mehr auszukleiden mit Beispielen aus 
dem Interessenkreise des angehenden Technikers. Manche Bitte um 
Beihilfe wird in dieser Hinsicht seitens der Mathematiklehrer an ihre 
technischen Kollegen gerichtet sein. Aber wir glauben mit der Mei-
nung nicht fehl zu gehen, dafs die Ausbeute in dieser Hinsicht doch 
eine recht magere geblieben ist. 
Hier ist nun die Stelle, wo unser lebhaftes Interesse an Perry's 
Werke "TM Calculus rar Engineers" eingesetzt hat. Es kommt 
hierbei nur nebensächlich in Betracht, dafs Perry, selber Techniker, 
sich die richtige Würdigung der höheren Mathematik als einer "grund-
legenden Hilfswissenschaft" der Technik bewahrt hat, und dafs er 
in dieser Hinsicht manches goldene Wort zur Beherzigung für den 
angehenden Techniker in seinem Buche ausspricht. Auch darauf 
würde nicht das Hauptgewicht zu legen sein, dafs Perry in der That 




in anregender Frische selbst solchen Lesern oder Zuhörern mund-
gerecht zu machen weus, welche sonst vielleicht mathematischen Über-
legungen wenig geneigt sind. Ist es ihm doch sogar mit grolilem 
Erfolge gelungen, in Abendvorlesungen, die für Arbeiter bestimmt 
sind, mathematische Gegenstände zu behandeln, die durchaus über die 
Elemente hinausgreifen *)_ Das Ausschlaggebende war vielmehr für 
uns die überreiche Anzahl von Beispielen, die dem Gesichtskreise des 
Technikers entnommen sind, die Methode, überall vom konkreten Bei-
spiele aus den mathematischen Gedanken entstehen zu lassen die 
innige Durchdringung der mathematischen Überlegung mit ihrer' Ver-
wertung bei der Behandlung technischer Probleme. Wir brauchen an 
dieser Stelle dem Buche selber nicht vorzugreifen. Schon beim Durch-
blättern wird der Bauingenieur, der Elektrotechniker, der Maschinen-
bauer zahlreiche Stellen finden, bei denen sein Interesse mit dem-
jenigen des Mathematikers Hand in Hand geht. So glaubten wir in 
Perry's Buch die Ausfüllung der Lücke gefunden zu haben, welche 
die mathematischen V orlesungen an den Hochschulen zu isolieren 
drohte I 
Wir wollen damit nicht sagen, dals in unserem Buche jener 
Königsweg gefunden sei, welcher das Erlernen der Differential- und 
Integralrechnung ohne jede Anstrengung gestattet. Wir meinen über-
haupt nicht, dars nun Perry's Weg für die mathematischen Vor-
lesungen an unseren ,HQchschulen ein für alle Mal und ausschlielslich 
vorbildlich sein soll. Sind es doch Perry's eigene Worte~ dars s~in 
Buch die strengeren Darstellungen der höheren Analysis keineswegs 
überflüssig machen solle. Auch hier dürfte wieder die goldene Mittel-
strafse die richtige sein: Unsere mathematischen Vorlesungen mägen 
sich, ohne ihren wissenschaftlichen Grundcharakter dranzugeben, dem 
Standpltnkte und der Methode Perry' s thun hst weit annähern. Der 
Studierende aber wird im AnschluIs an die mathematischen V or-
lesungen, vielleicht auch als Vorbereit zu denselben, durch das 
ausführliche Studium von Perry's Wer die wesentlichste Förderung 
gewinnen; denn das ist uns, wie schon bemerkt, nicht zweifelhaft, 
dars er in diesem Buche das beste Bindeglied findet, um seine er-
worbenen mathematischen Kenntnisse nutzbringend in den späteren 
Vorlesungen zu verwerten . 
.A.llerdings mufs zugestanden werden, dars durchaus nicht all& 
Teile von Perry's Buche für die Studierenden der ersten Semester~ 
~ Practical Matkematics, Summary 01 Slx lectures delivered to "Wor~ 





gleichmäfsig verständlich sind. Der Leser wird je nach dem Stande 
seiner Kenntnisse Auswahl treffen müssen, und speziell der Anfänger 
wird manche Entwicklungen über Wechselströme, Thermodynamik, 
Balkenbiegung u. s. w. als ihm noch zu fremd bei Seite lassen. Aber 
gerade diese Entwicklungen machen das vorliegende Buch für den 
älteren Studenten, ja auch für den bereits in der Pt"axis stehenden In-
genieur höchst wertvoll Gar zu leicht pflegen ja die beim Vorexamen 
vorhandenen mathematischen Kenntnisse sich schnell zu dezimieren. 
Solchen Lesern wird, wenn sie später der Mathematik bedürfen, 
Perry wie gerufen kommen; denn er redet ihre Sprache und ver-
mittelt ihnen innerhalb des Gesichtskreises ihrer Interessen die mathe-
matischen Hilfsmittel, ohne die sie nicht auskommen können. 
Dafs in unserem Buche die volle Strenge in den mathematischen 
Begriffsbildungen und Deduktionen keineswegs beabsichtigt war, wollen 
wir doch noch ausdrücklich für solche Kritiker aussprechen, welche 
geneigt sind, auf diese Strenge immer und unter allen Umständen 
das Hauptgewicht zu legen. Einige Stellen, welche von Bedenken 
nicht frei waren, haben wir bei unserer Bearbeitung ändern dürfen, 
wozu uns der Herr Verfasser in sehr dankenswerter Weise die Er-
laubnis erteilte. Einen weitgehenden Gebrauch aber haben wir von 
dieser Erlaubnis nicht zu machen gewagt. So bleibt denn auch in 
der nachfolgenden Darstellung manche Stelle bestehen, bei welcher 
die strenge mathematische Überlegung vielleicht erst in längerer ab-
strakter Betrachtung den Boden sichern und 1:lbnen könnte, über die 
jedoch unser Buch mit naiver, aber deshalb um. so frischer wirkender 
Sorglosigkeit hinweggeht. Wir halten das in einem für Ingenieure 
bestimmten Buche, ja selbst hie und da auch bei Vorlesungen an 
technischen Hochschulen fur unbedenklich. Aber freilich gilt dabei 
als selbstverständliche Voraussetzung, dars der Vortragende selbst 
mit vollem Bewufstsein gelegentlich den unstrengen' Weg geht,_ und 
dafs er seine Aussagen rur sich selber jederzeit in strenger Uber-
legung zu kontrolieren imstande ist. Dieser Forderung entspricht der 
anerkannte Grundsatz, dafs die mathematischen Vorlesungen an den 
technischen Hochschulen in die Hand eines geschulten Mathematikers 
gehören und nur dann einem Techniker übertragen werden dürfen, 
wenn derselbe zugleich ein geschulter Mathematiker ist. 
Dafs letzteres bei uns in Deutschland mit der Zeit erreichbar 
sei, haben wir schon oben als wünschenswert hingestellt: Möchte 
sich in Deutschland die technische Hochschule zu einer wahren "Uni-
versitaa" der Technik entwickeln, indem sie alle Wissenszweige, die 




zur Entfaltung bringt. Dahin gehört die Mechanik nicht nur in dem 
Umfange, wie sie gegenwärtig der grorsen Menge der Studierenden 
übermittelt wird, sondern in allen Teilen ihrer reichen Gliederung 
und in ihrer höchst interessanten geschichtlichen Entwicklung. Dahin 
gehören aber auch alle jene Disziplinen der höheren Mathematik, 
welche mit der Mechanik verwandt sind. So darf die mathematische 
Wissenschaft nicht nur an unseren Universitäten, wo sie in hoher 
Blüte steht, sondern auch an den technischen Hochschulen ihr Bürger-
recht verlangen. Möchte es dahin kommen, dars die Mathematik aucli 
an den technischen Hochschulen nicht immer nur unter dem Gesichts-
punkte des Utilitarismus, dieses Totfeindes aller freien Wissenschaft, 
betrachtet werde. Möchten unsere Hochschulen die Worte Walther 
Thomson's beherzigen, die uns Perry in dem Satze vermittelt, "that 
there is no usefnl mathematical weapon, which an engineer may 
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Höhere Analysis für Ingenieure. 
Einleitung. 
1. Der Ingenieur hat gewöhnlich keine Zeit für eine weitgehende 
mathematische Ausbildung - was sehr zu bedauern ist - und die-
jenigen jungen Ingenieure, welche eine solche Ausbildung genossen 
haben, können in ihrem Berufe aus ihren mathematischen Kenntnissen 
nicht immer Nutzen ziehen. Solche Leute werden, so hoffe ich, das 
vorliegende Buch brauchbar finden; nur dürfen sie nicht dem Y orurteil 
anheim fallen, dars sie bei dem elementaren Charakter des Buches 
bereits alleR zu wissen vermeinen, was dasselbe zu lehren imstande ist. 
tbrigens schreibe ich in erster Linie für solche Leser, welche 
nur eine geringe mathematische Schulung besitzen, die jedoch bereit 
sind tüchtig zu arbeiten, um zn lernen, wie die höhere Analysis bei 
den Problemen der Teclmik zur Yerwendung kommt. Ich bin der 
Meinung, dars ein guter Techniker nur die Prinzipien der höheren 
Analysis zn kennen braucht, diese aber sollte er in der That sehr 
gut kennen. 
2. Es wird angenommen, dars der Leser die Elemente der 
Mechanik kennt: ebenso murs er, falls er die elektrischen Aufgaben 
behandeln will, die Elemente der Elektrizitätslehre kennen. Eine 
VOll praktischem Sinne begleitete Kenntnis der wenigen Grnndthat-
sachen ist das, was erforderlich ist. Eine solche Kenntnis aber er-
wirbt .man sich selten durch blorses Lesen oder Hören von Yorträgen, 
man murs daneben einfache lwaktiscJlf' Versur·he anstf'llen und leichte 
numerische tlmnrJsaufgaben durchführen. 
Betreffs der Mechanik würde ich gern sehen, wenn der Leser die 
Gegenstände kennt, welche z. B. in den grundlegenden Teilen meiner 
Bücher über "angeu"((Iullc .Jleclw11 ik"i *1 und über die "Dalllpf- und 
Gaslllasr·hine" **) entwickelt sind; d. h. irh nehme an, dafs er die Grund-
*, .T. Perr.'" , Applied 11Iechonics, London 1897 ',Cassell & Co.;. 
'*,' .1. Perr}", The Steam- aud Gas Enginc, J.ondon 1897 ,CasseIl &' Co.). 




gesetze z. B. über das Biegungsmoment eines Balkens, über die von 
Kräften geleistete Arbeit, über Wirkungsweise einer Wiirmekraft-
maschine u. s. w. kennt. Vielleicht wird ihn das vorliegende Buch 
-veranlassen sich Kenntnisse dieser Art zu verschaffen. Ich wähle fast 
alle meine 'Beispiele aus der Technik, und wer diese einfachen Bei-
spiele wirklich durcharbeitet, wird finden, dafs er damit das meiste 
von der theoretischen Seite des Ingenieurwesens kennen gelernt hat. 
3. Ich kenne Leute, welche höhere mathematische Prüfungen ab-
gelegt haben, die jedoch bei praktischen Arbeiten die gewöhnlichsten 
Formeln der technischen Handbücher, wenn irgend möglich, meiden. 
Glaubt ein Studierender auch ein guter Mathematiker zu sein, so 
sollte er sich gleichwohl in der Durchführung numerischer Rec7mnngen 
üben, z. B. mit Hilfe einer Logarithmentafel den Wert von a" finden, 
wenn a und b irgend welche Zahlen sind, oder yO,014 oder 2,:365- 0,26 
berechnen u. s. w. Auch mag er irgend eine Formel aus einem Hand-
buch nehmen und mit ihr numerische Rechnungen anstellen. Es 
mufs ihm nicht genug sein zu wissen, dafs er's kann; er murs die 
numerischen Rechnungen wirklich attsf'ühren. Er mufs wissen, dafs, 
wenn eine Entfernung zu 2,454 abgemessen und die letzte Dezi-
malstelle unsicher ist, es recht ungeschickt ist, bei der Multipli-
kation oder Division mit dieser Zahl ein Resultat mit vielen Dezi-
malstellen herau~zurechnen, oder zu sagen, dars die indizierte Leistung 
einer Maschine 324,65 Pferdekräfte sei, wenn die Angaben des Indi-
kators um 5 % oder mehr unsicher sind. Er murs den kürzesten 
Weg kennen, um das Produkt 3,216. 4,571 auf vier Dezimalstellen 
ohne Gebrauch von Logarithmen zu berechnen. Er muf~ die Nähe-
rungsformel 
oder 
(1 + a)TI = 1 + na 
(1 + a)TI (1 + ßyn = 1 + na + 111 ß 
prüfen, falls a und ß klein sind, und muss selber feststellen welche 
Fehler beim Gebrauch dieser Näherungswerte eintreten, falls 'a = 0,01 
oder - 0,01, ß = ± 0,025 und n = 2 oder t oder - 1 ~ und J/l = 4 
oder 2 oder - 2 oder t oder irgend einer anderen Zahl O'leich ist. 
Was die Trigonometrie angeht, so müssen die Grundbe~'iffe der-
selben bekannt sein. Man zeichne z. B. einen Winkel 1:: BAC etwa 
von 35°. Vom Punkt B des einen Schenkels fälle man auf d~n an-
deren ein Lot, dessen Furspunkt C heirse. Man messe AB Be und 
--~ , 
AC so genau als möglich. Ist thatsächlich AC 2 + BC 2 = AE? 
Man rechne das wirklich numerisch aus. Nun berechne man: 
Digitale Bibliothek Braunschweig
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BC _ . 3. -0 Ac 3-0 Be __ tan~ 3;;0. 
_ - sln D, ~ = COS D ~ u 
AB AB ' AC 
iVIan pTüfe, ob die eThaltenen Resultate mit den Angaben in den 
tTigonometTischen Tafeln übeTeinstimmen. Man leme, wie man, wenn 
eine Seite des DTeiecks AB C und eineT deI' spitzen Winkel gegeben 
ist, die andeTen Seiten beTechnet. Man leme, dafs deI' Sinus von 
1300 positiv ist, dafs dagegen der Cosinus dieses Winkels negativen 
Wert besitzt. Ebenso prüfe man mit Hilfe der tTigonometrischen 
Tafeln, ob 
sin CA + B) = sin A . cos B + cos A . sin B 
ist, wobei man für A und B iTgend zwei speziell gewählte Winkel 
einsetzen wolle. Es reihen sich hier noch drei weiteTe analoge Formeln 
an, welche sin CA - B), cos CA + B) und cos (A - B) betreffen. In 
ähnlicher Weise behandele man die vier Formeln, welche durch Addi-
tion und Subtraktion jener Formeln gewonnen werden, und von denen 
eine diese ist: 
2 sin ce . cos ß = sin (ce + ß) + sin ((I - ß)· 
Man prüfe ebenso: 
cos 2 A = 1 - 2 sin2 A = 2 cos2 A - 1, 
sowie die entsprechende Formel für sin 2 A u. s. w. 
Bevor meine Leser in der Lektüre fortfahren, fühlen sie sich 
hoffentlich veranlafst, den nützlichsten (d. i. den gxundlegenden und 
interessantesten) Teil der Trigonometrie nochmals vorzunehmen und 
die in diesem Teile enthaltenen Lehrsätze möglichst selbständig zu 
beweisen, sofem sie das noch nicht gethan haben sollten. 
Man berechne die Gröfse eines Winkels von 1,5 Grad in Bogen-
mafs (die Einheit des Bogenmafses ist gleich einem Winkel von 
57,296 Grad): man bestimme, um wieviel der Sinus und die Tangente 
dieses Winkels von dem (in Bogenmafse gemessenen) Winkel seIhst 
abweichen. Man erinnere sich, dafs, wenn man in der höheren Mathe-
matik sin x schreibt, .r dabei in Bogenmafs gemessen vorausgesetzt wird. 
Ich erwarte nicht, dafs der Leser viel über höhere Algebra weifs; 
doch nehme ich an, dafs er imstande ist, Ausdrücke wie (x2 + 7 x+ 12) 
oder (x 2 - ( 2) je in die heiden linearen Faktoren zu zerlegen, sowie 
dafs er fähig ist, auch etwas kompliziertere algebraische Ausdrücke 
zu vereinfachen. Es ist keineswegs die Kenntnis der Permutationen 
und Kombinationen oder der Theorie der Gleichungen, der Theorie 
der Kegelschnitte oder der Tangentialebenen bei Flächen 2. Grade:", 
was der Techniker braucht. Glücklich allerdings ist deI;jenige In-




4 Einleitung. l " " 
verliehen die beiden so verschiedenen Begabungen III sich zn ,er-, 
einigen. 
Ein Bauingenieur mufs für seine Vermessungsarbeiten natürlich 
die Methoden zur Auflösung von Dreiecken beherrschen; aber für den 
:Maschinenbauer und Elektrotechniker ist dies sowie manches andere, 
was jetzt zum üblichen Lehrplan der Techniker gehört, ziemlich 
wertlos; davon hat mich eine langjährige Beobachtung der Studenten 
und Ingenieure am Zeichentisch und in der Werkstatt überzeugt. 
Das klingt unwissenschaftlich, aber ich wage es mit N achdruck ~u 
betonen. Der junge Techniker kann nicht genug geübt werden III 
der blofsen Vereinfachung algebraischer und trigonometrischer Aus-
drücke, solche Ausdrücke einbegriffen, welche die imaginiire Einheit 
V -1 enthalten; und der beste Dienst eines einführenden \'Verkes über 
Analysis besteht darin, dafs es die Studierenden veranlafst, sich dieser 
Übung immer wieder zu unterziehen. 
Aber der Techniker braucht keine Ausbildung in mathematischen 
Kunststücken, wie sie nötig ist hei manchen Konstruktionsaufgaben 
der Geometrie oder bei den üblichen Vexierfragen der Prüfungen oder 
dann, wenn mau, um die Differentialrechnung zu vermeiden, sich in end-
loser und umständlicher Weise mit der Elementarmathematik ab-
quält. Das Ergebnis eines falschen Erziehungssystems erkennt man 
daran, dafs unter hundert guten Technikern nicht einer ein über-
zeugter Theoretiker ist. 
4. Ich zweifele nicht daran, dafs die Grundideen der Differential-
und Integralrechnung jedem meiner Leser an sich bereits ganz bekannte 
Dinge sind, nur kennt er sie nicht in der analytischen Gestalt. Er 
hat eine vollständige Kenntnis vom Begriffe eines Verhältnisses; 
aber er ist noch nicht gewohnt geworden, dafür ~dJ! zu schreiben. 
x 
Er hat einen klaren BegI'ifi' vom Flächeninhalt; aber er hat das 
Symbol 11'(:;.;) dx, wie wir es brauchen, noch nicht kennen gelernt. 
Ihm sind die Ideen bereits eigen, nur drückt er sie noch nicht in 
der mathematischen Form aus . 
. Vielleicht haben manche meiner Leser SChOll schwierige mathe-
matIsche . ~rüfu?gen ab?elegt, sie können eine gegebene Funktion 
von .'t dlfierenzleren, nele Funktionen integrieren' sie wissen aller-
hand schwierige Aufgaben übel' Fufspunktkurve~ Rolllinien und 
elliptische Integrale zu lösen: auch solchen Lesern hoffe ich nützlich 
z~ sein. Für sie ist die Schwierigkeit, dafs ihnen ihre mathematischen 
Kenntnisse nicht von Nutzen zu sein scheinen bei praktischen Auf-
gahen d!'r Technik. Gieb ihren x's und y's eine physikalische Be-
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J] Einleitung. () 
deutung oder schreibe statt ihrer p's und v's, und was die leichteste 
Rechenaufgabe war, wird ein schwieriges Problem. Ich kenne solche 
Leute, die, wenn sie in einem technischen Buche ein (:l~ oder em 
Integralzeichen finden, schleunigst über dasselbe hinweglesen. 
5. vVie ich damit begann, mein Buch zu schreiben, dachte ich 
den Gegenstand so vor meinen Lesern entwickeln zu sollen, wie ich 
ihn - ich glaube und ich habe es mir auch sagen lassen - mit 
grofsem Erfolg in verschiedenen Klassen der Fortbildungsschule habe 
darstellen können. Aber vieles kann man in Vorlesungen ausführen, 
wozu man in der kaltblütigen Thätigkeit am Schreibtisch unfähig ist. 
Da fehlt eben der belebte Blick der Zuhörer, der einen warnt, wenn 
ein wenig mehr Ausführlichkeit von nöten ist, der einem zeigt, dafs 
eine grundlegende Idee bereits erfafst wurde. Durch blofses Zeichnen 
einer Kurve kann ein Begriff entwickelt werden, und Erläuterungen 
können angeknüpft werden an Gegenstände, die im Hörsaal vor 
Augen liegen. 
l\löge der Leser verständige Auswahl für seine Lektüre treffen; 
möge er hier kein Problem durcharbE'iten, an dem E'1' nicht ein be-
rufsmäfsiges Interesse nimmt. Die Zahl der Probleme ist grofs; aber 
die beste Schulung besteht darin, nur einige wenige von ihnen mit 
alle)' Sorgfalt zu studieren. 
Ich erwarte übrigens vom Leser, dafs er öfters zur Lektüre der 
ersten und grundlegenden Abschnitte des 1Verkes zurückkehrt. 
Das Buch würde zu überladen werden, wenn ich mir-h in dem-
selben nicht auf die interessantesten und lehrreichsten technisclwn 
Aufgaben beschränken würde. Ich behalte mir für eine künftige Ge-
legenheit vor, was vielleicht für manche Studierende der interessantere 
Teil meines Gegenstandes sein wiirde, nämlich dpr Technik oder, wie 
wir auch sagen dürfen, der an gewandten Physik Erläuterungen für 
die Theorie der partiellen Differciltialgleichungen zu entnehmen. Mancher 
wird das für einen Gegenstand halten, der in elementarer Fassung 
nicht gelehrt werden könne; andererseits aber hat uns Lord Kelvin 
schon vor langer Zeit gezeigt, dafs es überhaupt kein niitzliches 
mathematisches 'Verkzeug giebt, das der Ingenieur nicht für sich zu 
verwerten lernen könnte. So sollte denn der Ingenieur vor allen die 
Differentialrechnung mit derselben Leichtigkeit handhaben lernen, wie 
er in der Werkstatt lernt, mit }Ieifsel und Feile umzugehen; das ist 
die Idee, welche mich bei meinem Unterricht der Ingenieure im Ge-
brauch der höheren Analysis leitet. 




der höheren Analysis überflüssig zu machen; es ü;t nwhr nur eine 
Vorbereitung für jene. In dem ersten der drei Kapitel des Buches 
unternehme ich es garnicht, irgend eine andere Funktion als .l/' zu 
differenzieren oder zu integrieren. Im zweiten Kapitel handelp ich 
von den Funktionen eax und sin(ax + c). Das (lritte Kapitel ist dann 
allerdings schwieriger. 
Zum Zwecke der Übung in einfachen analytischen Entwieklungen, 
soweit dieselben für technische Prohleme von Nutzen sind, habe ich 
eine Sammlung von Übungsbeispielen über Differentiation und Inte-
gration an verschiedenen Stellen des vVerkes eingefügt. 
Klein gedruckte Absätze und unter dem Tex:tf' angefügtp, Noten 
werden vielleicht von manchen Studierenden bei der er~ten Lektüre 
des Buches zu schwer befunden werden. Gelegl'ntlieh mag aueh ein 
Übungsbeispiel ein wenig mehr Kenntnis erfordern, als dpl" Leser 




6. Jedermann kennt bereits die Koordinatengeometrie und be-
nutzt quadratisch geteiltes Papil'l' oder, wie wir kurz sagen, Milli-
meter'papier. Solches Papier kauft man in wohlfeiler Ausführung zu 
15 St den Bogen: wer das noch nicht weifs, und wer meint, er 
müsse vielleicht gar 1 uf{ für den Bogen bezahlen, der hat eine zu 
hohe Meinung von seinem richtigen Wert und braucht es daher zu 
sparsam. 
Ein Kaufmanu 1 der in seinem Kontor auf einem Bogen Milli-
meterpapier Tag für Tag Punkte einträgt und sie durch eine Kurve ver-
bindet, Punkte, von denen der einzelne den Tagespreis des Eisens, des 
Kupfers, des wollenen Garns oder der Seide markiert oder irgend eine 
andere Angabe macht, der braucht Koordinatengeometrie. Welches aber 
ist der Zweck, den er mit dem Zeichnen solcher Kurven verfolgt? 
1. Er kann hinterher die Höhe des Preises an irgend einem Tage 
direkt ablesen. 2. An der Ne~(Jlmr/ seiner Kurve erkennt er sofort 
den Grad des Steigens oder Fallens des Preises. 3. Wenn er auf 
dem gleichen Bogen für das einzelne Datum noch die Zahlwerte 
sonstiger Dinge oder Verhältnisse graphisch aufträgt, so wird er be-
merken, welche ·Wirkung deren Ansteigen oder Herabgehen auf den 
Preis seiner vVare ausübt; und dies setzt ihn in den Stand, den 
künftigen Preisgang vorherzusagen und auf die vVeise Gewinne zu er-
zielen. -1. Die Prüfung der Kurve für die Vergangenheit verleiht 
seinen Schlüssen auf die Zukunft eine gröfsere Sicherheit, als ohne 
den Besitz einer solchen anschaulichen Übersicht möglich wäre. 
~Ian bemerke, dafs der eiIlZI'lne Punkt iu der Ebene immer 
zwei (iröfsen darstellt. Sein horizontaler*) Abstand von einer ersten 
vertikal gestellten Ausgangsgeraden oder Axe wird gewöhnlich als 
die ;{:- Koordinate bezeichnet und soll auf der rechten Seite jener 
vertikalen Axe positiv, nach links hin negativ gerechnet werden. 
*) Die Bezeichnungen "horizontal" und ,;vertikal" rühren daher, dars man 
sich die im Texte gemeinte Figur an der Wandtafel gezeichnet denkt. 
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8 ,Millimeterpapirr UIlIl graphisehl' j)'U',t..lltlllg"'·" 
Vielfach bezeichnet man die x-Koordinate alleh als _llJ.,,'i,,~" dl''', I'unkte~; 
im obigen Beispiel bedeutet sie die Zeit. Dip anrl"I:" l\o".l'flll1a~e. (wir 
nennen sie O'ewöhnlich die y-Koorllillate oll,,), PlIlta!'!l dll' (J/lf'llafe) 
ist der vertikale Abstand des Punktes "Oll piul'r zweitl'll l)(lrJzont~ 
gelegenen Axe; im betrachteten Fall stellt llif' Ordinatp deli, l~rels 
dar. In den Tagesblättern findet man Km,eu, \,"pl,·Il\' das ::-iteigen 
und Fallen des Thermometers und des Barometers tlal'st"llpll. Ich 
habe einmal einen gelehrt geschriebenen Artikel ~d"s"l1 iilwJ' die ~rt, 
wie in England Bevölkerung, ,,y ohlstand llnd St"IlPI'Il g'\'\\'a"hsf'll SJll~. 
Der ÜberlegunO' wal' schwel' zu folge!l. Xahlll lIIall indessen die 
Zahlenangaben des Verfassers und truo' ;;ip (1ral)hi~·wh in da,; (luadrat-~ n 
netz des Millimeterpapiers auf, ~n \\'ar jed"s Hpsllltat. wl'lehes er 
mühevoll herausO'earbeitet hatte an (len I\ nrH'1l ohnl' \\'pitf'res er-
sichtlich, so daf; es ein Kind ~erstellt'n kOllIlÜ·. Pas jst vif'lleicht 
der Grund, warum einige Autoren keine Klll'n~lI \'t'riift'<'ntliehen: 
mancher hätte, wenn er's thäte, wenig Anlafs 7.11 s('!Jrifbtdlt'l'IJ. . 
7. Beim Anstellen von EXI\el'illl('ltt('ll lW)(' ht ))lall gf'wiihn~lch 
ausfindig, wie eine erste Gröfse, die ieh !f Hennen "ilI. voll elller 
anderen Gröfse, die y; heifsen soll, abhängt. ~t) ist tipI' D\'\wk p ge-
sättigten Dampfes (es sei Wasser und Dampf in einlllll 1\ l'l:'sd hei Aus-
schlufs der Luft und jeder, weiteren Flüssigkeit) stets derselbe .~ilr 
die gleiche Temperatur. Eine im Qnadratnetze gf'zei ehnete Kurve lafst 
uns für irgend eine Temperatur den Druck ahlesell uml umgekehrt, 
zugleich aber zeigt sie das Verhältnis, nach welchem die eine Gröfse 
zunimmt bei Wachstum der anderen und noch manches andere. Ich 
will nicht behaupten, dafs die Kurve unter allen Umstlillden und für 
jeden Zweck besser sei als eine tabellarische Zusammenstellung der 
Zahlwerte; manche Angaben liefert die Kurve besser, manche die 
Zahlentabelle. 
Wenn wir übrigens irgend eine Gröfse durch die Länge einer 
Linie repräsentieren, so thun wir das natürlich unter Zllgrl1nde-
legung eines bestimmten Mafsstabes; 1 cm stellt dann z. B. einen 
Dru~k von 1? kg au~ 1 qcm oder eine TemperaturdiffeTenz yon 200 
CelsIUS oder Irgend eme andere Gröfse dar. Aus der Zeichnung hat 
man da~ immer nur die lIIajszahl der Länge zu bestimmen, diese 
Zahl erhalt dann aus der gerade vorliegenden AbmadlUng ihre Be-
nennung; denn selbstverständlich hat an sich die Län"e .on 1 cDl 
~it einem Druck von 10 kg pro qcm oder mit einer'" Temperatur-
dIfferenz von 20° Celsius nichts zu thun. 
Wenn Jemand zwei zusammenhängende Reihen durch Beobachtung 




I. 7 J }Iillimeterpapier und graphische Darstellungen. 9 
er Jas erstens, um zu sehen, ob die Punkte vielleicht auf einer regel-
mäfsig geformten Kurve liegen. Ist dem so, so wird, je einfacher 
die Kurve ist, um so einfacher auch das Gesetz ausfallen, das wir für 
den Zusammenhang jener Zahlen aufstellen wollen. Zweitens zeichnet 
man Kurven, um Beobachtungsfehler zu korrigieren. Wenn nämlich 
die Punkte nahehin in einer einfachen regelmäfsig gebildeten Kurve 
liegen, und wir ziehen vermittels eines dünnen biegsamen Lineals die 
Kurve, "welche möglichst gleichmäfsig zwischen den Punkten hindurch-
läuft , so darf es als wahrscheinlich angenommen werden, Jafs, wenn 
keine Beobachtungsfehler vorlägen, die Punkte genau auf jener Kurve 
lägen. Auf das Vorzeichen ist dabei natürlich stets, wie oben schon 
erwähnt, Rücksicht zu nehmen. So wird z. B. ein Punkt, welcher 
in der Entfernung - 5 zur Rechten einer Geraden gelegen ist, ein-
fach auf der entgegengesetzten Seite der Geraden den Abstand +;) 
von derselben haben. Übrigens weifs ich aus langer Erfahrung, dafs 
es der Mühe wert ist, einige Zeit und Sorgfalt auf die richtige 
Auswahl der Mafsstäbe zu verwenden: oft ist es zweckmäfsig, Ab-
scisse und Ordinate nach verschiedenen Mafsstäben zu messen; auch 
empfiehlt es sich häufig, die Koordinaten nicht mit 0 beginnen zu 
lassen, weil uns vielleicht das Anfangsstück der Kurve weniger inter-
essiert. Stets soll man darauf bedacht sein, den Bogen gut auszu-
nutzen und die Kurventeile, welche man studieren will, in möglichst 
grofsem }Iafsstabe darzustellen. 
Nun wolle sich der Leser einige Bogen :Millimeterpapier käuflich 
erwerben und ohne fremde Hilfe die Resultate irgend welcher Beobach-
tungen graphisch darstellen. Möge er z. B. einen Band eines stati.sti-
sehen "\Verkes hernehmen und irgend eine Zahlenreihe in besprochener 
vVeise bearbeiten; er stelle graphisch dar die Mitteltemperatur in 
jedem Monat des letzten Jahres, die Staatsschulden seit 1688, den 
augenblicklichen Wert einer Leibrente für verschiedene Zeitpunkte 
unter Zugrundelegung eines Zinsfufses von 4%, das Gesamtkapital, 
welches seit 1849 in Eisenbahnen am Schlusse jeden Jahres angelegt 
worden war. Jedes Beispiel ist nützlich, doch wählt sich der Leser 
zweckmäfsig solche Gegenstände, an denen er ein Interesse hat. Falls 
er Laboratoriumsversuche gemacht hat, so wird er ein überwiegendes 
Interesse daran haben zu sehen) welcherlei Gesetze ihm seine Kurven 
im Quadratnetze auf diesem Gebiete liefern. 
8. Handelt es sich um Beobachtungen über die gegenseitige 
Abhängigkeit des Druckes p und der Temperatur t oder des Druckes 
p und des Volumens 'V oder des Y ohlmensv und der Temperatur t 




Gasmaschine oder von Stromstärke und Spanllung in d('r Elektrizitäts-
lehre, und wollen wir allgemeine Angaben iiber derartige Paal"f:'. ,on 
Gröfsen machen, so werden wir die Bezeichnungen :r lll1rl ?I an Stelle 
der p, v, t und sonstiger Gröfsell gebrauchen. Um. in eillfadl~t.el:. ~rt 
anzugeben, dars ein Gesetz vorliegt, welches ZWei vanabele {,1'018en 
x und y an einander knüpft, bedient mau sich (1e8 S~~mhols: 
(1) P(x, y) = 0; 
in 'Worten sagt man: "es existiere eine GleidwlI.rt z/fisdu:n x wut y". 
Ein Ausdruck, welcher x und y enthält (und vielleir'ht auch noch 
mehrere andere Buchstaben oder Zahlen) wird als eille Funktion von 
x und y bezeichnet, und wir gebrauchen Symbole ",il' F Cf, 1/), 
((x,y), Q(x,y) etc., um allgemein Funktionen zu bezeichnen, tiofern 
wir den wirklichen Ausdruck der Funktion noch nicht kennen, oder 
manchmal auch dann, wenn wir diesen Ausdruck zwar keImen, jedoch 
denselben abgekürzt bezeichnen wollen. Andren;eits branchen wir 
F(x) oder ((x) oder irgend ein anderes passendes Symhol, um "irgend 
emen mathematischen Ausdruck -in x" zu bezeidlllell, und wir sagen 
dann "es sei f (x) eine Funktion VOll ;X,''. So beüeutet 
(2) Y=t"(:c) 
irgend eine Gleichung, welche uns in den Stand setzen solL ?I für 
gegebene Werte x zu berechnen. 
Das Gesetz ~ + i: -1 = 0 hat die Form der obigeIl Gleichung (1); 
berechnen wir Y explicite in x, so gewinnen wir y = ± t Y2t)~x~t 
und haben dann die Gestalt (2). Aber in beiden Fiillen haben wir 
mit der gleichen Abhängigkeit zwischen x und Y zu thun. In der 
reinen Mathematik deutet man x und y gewöhnlich nur erst als Ent-
fernungen; in der angewandten Mathematik stehen x und y auch für 
h~liebige andere. Gröfsen, welche wir mit einander vergleichen, die 
WH' dann aber m oben besprochener Weise unter Benutzung fest-
gewählte~. Mafsstabe durch Längen darzustellen imstande sind. 
9. Ubungsbeispiele im Kurvellzeiclmen. 
1. Man zeichne die zur GleichuuO' 1( = :! + ] ;{"2 O'ehörende Kurve. 
1;' '" • ~o ö 
.cür X = 0 findet man y = 2, für x = 1 ebenso y = 2,0333, :für 
~ = 2 folgt Y = 2,133 u. s. w. Man trage diese vYerte von x und y 
m das Qnadratnetz ein. Die Kur,e ist eine Parabel. 
ll. Man ziehe die Kur,e von der GleichunO' y = 2 = 1. X -+- 1 x2 
d· b f' 11 . P "., 5 I 30 , 1e e en a seme ambel i:st, in derselben 'Yeise wie unter 1. und 
auf dem gleichen Bogen. 
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I. HJ Übungen im Kurvenzeichnen. 11 
Ul. Man zeichne die Kurve der Gleichung xy = 120. Jetzt hat 
man für x = 1, 2, 3, 4 u. s. w. bez. y = 120,60,40,30 u. s. w. Die 
Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel. 
IY. Man ziehe die Kurve von y·x1,ü4=100 oder y=100·x- 1,m. 
Kann der Leser.den Wert y für das einzelne x nicht berechnen, so 
weifs er nicht mit Logarithmen umzugehen. Je früher er den Ge: 
brauch der Logarithmen lernt, um so besser. 
V. Zeichne die Kurve der Gleichung y = ax" für irgend ein 
speziell gewähUes a. Ich empfehle dem Studierenden einige Zeit zu 
verwenden auf das Zeichnen von Spezialfällen aus der grofsen Gattung 
dieser viel benutzten Curven. Man wähle n = - 1 (was schon in 
Ill. vorkam), n = - '2, 11 = - 1 t, n = - t, n = - 0,1, n = 0: 
n=t, lI=t, n~l, lI=lt, n 4 2 (cf. Nr.I), n~3, n~4u.s.w. 
VI. Man zeichne die zu 11 = a sin (b x + c) gehörende Kurve, 
indem man für ((, b, (: zweckmäfsige Spezial werte einsetzt. 
Anweisung. Da bx + c in Bogenmaj's gemessen ist (die Ein-
heit des Bogenmafses = 67,3968 Grad), in den Tafeln aber die Winkel 
gewöhnlich in Gradmafs angegeben sind, so wähle man iür bund c 
Werte, welche die numerische Rechnung möglichst einfach gestalten. 
Man setze z. B. b = 1 : 114,6 und wähle c gleich dem Bogen-
mafs des \Vinkels von 30° (d. i. C = : = 0,5236). Man lasse weiter 
{t den \Vel't 5 bedeuten und berechne alsdann für die 'Werte x = 0, 10, 
20 u. s. w. die zugehörigen y .. 
So hat man z. B. für x=li den Wert y= 5 sin C-&t; + 0,5236); m 
Grwlmaj's umgerechnet haben wir: 
y = 5 sin (t 6° + 30°) = 5 sin 33° = 2,723. 
I Hat man diese Kurve gezeichnet, so überlege man, welche V 81'-
iindel'ung eintritt, wenn statt des eben gewählten \Vertes für c ge-
setzt wird ° oder : oder 1 oder~.; desgleichen wenn a abgeändert 
wird. }Iehr als eine Woche möge der Leser dieser Kurve widmen! 
YII. Zeichne die Kurve von 11 = aebJ,. Dabei setze man erstlich 
(( = 1, b = 1, sodann aber andere Werte von a und b. Auch möge 
man zum Schlufs zwei Beispiele mit negativen Zahlwerten von b in 
Betracht ziehen. 
Bei den bezeichneten Übungen wolle der Studierende die Hilfe 
eines Lehrers so wenig wie möglich in Anspruch nehmen; gegen-
seitige Unterstützungen der Studierenden selbst sind aber immer recht 




12 Zusammenstellung wichtiger Fuuktiollt'll. i I. ~, 
Der Grund wanun ich mich auf die ohigen sieben Fiillp be-
schränkt habe 'ist dieser: Die Studierenden lernen für gewölmlieh 
ziemlich kom;lizierte Ausdrücke differenzieren, und j~tegr~erell: aber 
wenn der einfachste von diesen Ausdrücken ihnen 111 t'llwm prak-
tischen Probleme der Technik entgegentritt, so fürcht~ll sie sich, yor 
demselben. Nun ist es aber sehr selten, da18 ein Ingelllenr llut Plllt'lll 
Probleme zu thun hat (selbst in den schwierigeren Fällt'n ~einer 
theoretischen Arbeiten), welches die Kenntnis anderer ~'ullkti()llell al". 
der drei: 
!I = axn , Y = it sin (bx+ 1-), y = (te",. 
erfordert. Diese drei Funktionen müssen allerdings yolbt:iwlig klar 
verstanden sein, lmd der lernende Techniker mufs das Studium der-
selben als den wichtigsten Teil seine!' theoretisehen Arhl'it ansehen. 
Während es denmach einfach eine Notsache für den Studipremlen 
ist, das' Studium der drei genannten Arten von FnllktiollPIl zn be-
treiben, so sehe ieh nicht ein, warum er sich ni.·ht auch das kleine 




25 - 16 = 1 (Hyperbell , 
oder auch weitere Gleichungen der Art, wie sie 1m Kapitel III noch 
ausführlicher genannt werden sollen. Immerhin sind diese Kurven 
, . vom Standpunkte des Ingenieurs vergleichsweise nicht so interessant. 
. 10. Nach dem. Studium von y = e- ax und)J = b sin (c.! + y) 
wud es der Leser mcht schwer finden, jetzt auch die Funktion: 
y = b " e-a.:r sin ((' oX" + ~/) 
zu verstehen, welche eine der wichtigsten Kurven der Technik liefert . 
. Er mufs zunächst eine der Kurven y = b sin (ex + g), wie er sie 
beretts untersucht hat, hernehmen. Sodann hat er auf demselben 
Bogen Papier die Kurve y = e-a.r: zu zeichnen und die Ordinaten 
beid~r ~~rven für e~ne Reihe von Werten ,J; jeweils mit einander zu 
multIphzIeren, um dIe Ordinaten der neuen Kurve zu O"ewinnell. Die 
so en~springell~.e Kurve ist ~:ffenbar wellenförmig g:staltet, indem 
Y ZWIschen grofsten und klemsten Werten hin- und her schwankt. ~jese Funktion y stellt sich ein bei der oscillierendell Bewegung 
elUes Pendels oder des Zeigers gewisser Mefsinstrumente, wenn die 
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1. 101 Berechnung geometrischer Orte. 1" ,J 
Schwingungen durch eine Flüssigkeit oder durch einen anderen wider-
strebenden Einflufs gedämpft werden; x bedeutet dabei die Zeit. Der 
Studierende wird die Kurve viel besser verstehen, wenn er Beobachtungen 
über 801rh' eine Bewegung anstellt, so z. B. mit einer in Öl unter-
getauchten Bleischeibe , welche infolge der Torsion des im Mittel-
punkt der Scheibe angebrachten Aufhängungsdrahtes so langsame 
Drehschwingungen ausführt, dafs man während einer Schwingung für 
eine ganze Reihe von Zeiten x die zugehörigen Ausschlagswinkel y 
(mit Zeiger und Skala) ablesen kann. Der Winkel zwischen einer 
}jxtremlage und der nächstfolgenden auf der anderen Seite der Gleich-
gewichtslage heifst die Schwingungsweite. Der natürliche Logarith-
mus vom Quotienten einer Schwingungsweite und der nächstfolgenden 
oder auch ein Zehntel vom Logarithmus des Quotienten' der ersten 
und elften Schwingungsweite liefert die Gröfse ({, multipliziert mit 
der Schwingungsdauer, cl. h. der Zeitdauer einer einzelnen Sc7nängung. 
Dieses sogenannte logal'itltmisclw Dekl't'lllt'ut ist bei verschiedenen 
Messungen höchst wichtig. 
11. Können wir mit Hilfe einer Zeichnung oder eines Modells die ßalm 
eines l'uuktes angeben, und sind wir im Stande, seine augenblickliche Lage auf 
der Bahnkurve aus der gleichzeitigen Stellung 
eines z\\'eiten Punktes abzuleiten, so könnell 
wir dir gleiehen Angaben immer auch yer-
möge anal~~tischer liechnungen machen. 
Beispiel 1. Ein Punkt F und eine 
Gera,le D D seien gegeben; welches ist die 
Bahn eines Punktes P, der sich so bewegt, 
dars das Yerhältnis seiner Entfernnng vom 
Punkte F zum Abstande von der Geraden 
D D ,tets dasselbe ist? 




zutreifell, wo e eine Konstante ist. 
ziehe die Gerade A'PX senkrecht zu D lJ. Bezeichnet man den AIJstand PD 
durch .l; und das Lot l'ä durch y, so handelt es sich um die Frage, welches 
die Gleichung zwischen x und y ist. Alles, was wir dabei zu thun haben, 
ist, die Gleichung (1) in x und y auszudrücken. 
:\Iall l)ezeichne zu !liesem Zwecke die Strecke ],,' P durch Cl. Dann gilt: 
PF= VPC;'-t 1<~2= yy'+ l:r-II)', 
so dars wir. wenn wir in (1) die rechte und linke Seite zum Quadrat erheben, 
die Gleirhu;lg gewinnen: 
(2) y' + (.1' - Cl)2 = e23:'. 
In die:ler Gleichung ist die Antwort enthalten. Ist e = 1, so heifst die 
entstehende Kurve eine Parabel, für e> 1 eine Hyperbel, für e< 1 eine Ellillse. 
Beispiel 2. Der Kreis APQ (cf. Figur 2) rollt auf der geraden Linie 
o X. Welches ist die Bahn eines Pnnktes P der Peripherie des Kreises? 
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Berührt der Kreis die Gerade in 0, 
zusammen. 0 X und 0 Y (in Figur 2) 
PI = y die Koordinaten des Punktes 
so falle l' mit dem Ber(ihrun~"l'unkte () 
seien die Axen, "0 dars H l' =;1: und 
P sind. Der Radius des Kreis('s sei 11. 
Der Winkel 1'('Q wenle ,lurch <p 
bezeichnet. :Man fälle (' n senkrecht 
zu PT unel bemerke, dars alsdann 





(3) x = (t <p - (1 sin <jl , 
PB = a· sin 1'('n = (f :;in ,'q: . \\0°) 
= - (( t'O~ C(J, 
lic = fl . cos P (' n = (( sill q:. 
Andrerseits is' der Bogen 
QP=((·fP=()(,J· 
,7; = OQ - R(', !I =.- n 1'+ pn 
zutrifft, RO haben IV I r 
!f ='(( -- IG cos <p. 
Eliminiert man <p aus den Gleichungen (il), so entspringt eine Gleichun~ 
zwischen x und y. Doch behält man besser <p und damit zwei meichungen .bel, 
weil dann die Rechnungen einfacher ausfallen. Wir werden somit die belden 
Gleichungen (3) fortan immer als die Gleichungen der betrachteten Kurve ~e­
zeichnen. Letztere wird die Cykloille genannt, wie alle meine Leser hereüs 
wissen werden. 
Beispiel 3. Eine Kurbel verschielJe mitte1st einer Pleuelstange einen 
Kreuzkopf in geradliniger Bahn. Wo befindet sich derselbe für gegebene LaO'e 
der Kurbel? 
Die Bahnrichtnng laufe durch den Mittelpunkt des Kurbelkrei,;c,;. Ist 
A der Endpunkt der geradlinigen Bahn des Stangenendpnnktes Q (cf. Figur 3), 
so ist offenbar {JA = l + r, unter 1 die Länge der Pleuelstange und unter I' 
den Kurbelradius verstanden. 
Man erinnere sich nun, 
wenn man alle Seiten einer 
dars man zwei unabhängige Gleichungen gewinnt, 
geschlossenen Figur auf zwei gerade Linien pro-
jiziert. Projizieren wir auf U 11, sO 
gewinnen wir (cf. Figur 3): ~~/p---, , , , • I '(I :,.-.S-->-~,> 
A (J B D 0 
(1 a) S + l cos <p + HOS.{t = 1 + r, 
während wir bei Projektion auf PD 
erhalten: 
Fig. B. 11 b) 1 sin<t = I' Sill.{t. 
Eliminieren wir !p aus di~sen Gleichungen, so können wir S für den Einzel-
\\'ert .{t berechnen. Der StudIerende sollte das eiO'entlich selber ausrechnen; 
doch bin ich schwach genug, ihm fliese Arbeit ab~unehmen. Wir folgern auS 
der Gleichung (1 b): 
so dars Gleichung (1a) die Gestalt annimmt: 
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Der Leser sollte im Anschlufs an diese Beispiele einige Übungsaufgaben 
selbständig durcharbeiten, z. B. die folgenden: 
1) Die Endpunkte A und B einer Stange gleiten längs der beiden Schenkel 
OA und OB eines rechten Winkels AOB; man bestimme die Gleichung der 
Bahn eines Punktes P der Stange. 
2) Bei der Watt'scben Geradführung benutzt man einen Pnnkt, welcher an-
genähert eine gerade Linie beschreibt. .Man bestimme die Gleichung der voll-
ständigen Bahn desselben. 
In Figur 4, ist die mittlere Lage durch OABO' gegeben. Die günstigste 
Lage des Punktes P entspricht der Proportion B P: 'PA = OA : 0' B. Man 
verschiebe nnn das Gelenksystem. 
Die vollständige Bahn des Punktes 
P sieht dabei ungefähr wie eine 
8 aus. 
3) Man bestimme die Glei-
chung der Bahn irgend eines 
Punktes auf der Mitte einer ge-
wöhnlichen Kurbelstange. . 
4) Der eine Endpunkt A 
einer stange beschreibt eine ge-
radlinige Hahn CO C' des Mittel-
punktes 0; und zwar liege die 
einfache harmonische Bewegung 
vor, für welche 0-:·( = rt sin J! t 
ist, unter (( und p Konstant<? 
und unter t die Zeit ,erstandell. 
Der andere Endpunkt B der 
Fig.4. 
Stange bewege sich längs einer geraden Strecke B D, deren Verlängerung in 
o auf CO C' senkrecht steht. Welches ist die Bewegung von B? )Ian zeige, 
dafs dieselbe angenähert auch eine einfache harmonische Bewegung uad zwar 
von der halben Periode ist. 
ö) Bei jeder Schiebersteuerung , die aus einer Reihe einzelner Gp.lenk-
stangen zusammengesetzt sein mag und ,on einer gleichmäfsig rotierenden Kurbel 
angetrieben wird, besteht die Bewegung irgend eines Punktes an irgend einem 
der Glieder in irgend einer bestimmten Richtung stets aus zwei Teilen; aus 
einer einfach harmonischen Grundbewegung , deren Periode mit der der Kurbel 
übereinstimmt und aus der übergelagerten Oktave. Auf das Studium der Kulissen-
bewegungen und der Kulissensteuerungen von diesem Gesichtspunkte aus kann 
*) Ist ~:, wie gewöhnlich, ein kleiner Bruch, so kann man, entsprechend 
der für kleine 'Werte E gültigen Näherungsformel -Vi =-E = 1 - j ~, folgenden 
angenliherten -"Vert für Sangeben: 
T~ 
S = 4f (1 - cos 2.&) + 1'11 - COS .&). 
Dieses Ergebnis ist von weit grö1'serer Wichtigkeit, als es hier scheinen mag. 
Bildet übrigens die geradlinige Bahn des Kreuzkopfes mit der Geraden von 0 
nach ihrer Mitte einen 'Winkel Ci> 0, so ist für kleine Werte von Ci der Wert 
S nuhehin derselbe wie oben, nur geteilt durch cos Ci. Ist Ci grofs, so wird der 
Ausdruck von S komplizierter; doch kann man immer gute Näherungsausdrilcke 
finden; mit denen sich leicht. rechnen läfst. 
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. aar' !'ionate yerwellLlen Denlt hier lieat das (,eheilllltl' \'~rborgen, 
man gern em p "' . . co • 1 Z B' 
warum eine SteuerunO" ein besseres Diagramrr, erg18bt, als (he au( ere. ,U~i 81-
spiel suche man de; Unterschied zwischen der _ H~ckwor~h - ~te\1crung" mit . ge-
bogener Kulisse und derjenigen mit gerader Kulisse. \ "rgl~ auch ,Ar:. 12~. 
12. Dil' Gerade als Ergebnis dl'r Dal'stelhlll~' ('We!' (,}l'wllUug·. 
Die Beweise verschiedener weiterhin zn macbe]l(ler All~ah('n sollen 
später nachgeholt werden: zuerst soll sich der Leser mit Ilell~;e~.en­
ständen, die zu beweisen sind, wohl ,erh'aut machen. Ieh ~lal)c ~chuler 
gekannt, welche mathematische Sätze l!C/["('iSI'11 konntt'll, die aher ll~ch 
Jahre lang nachher nicht richtig verstanden hatten, was SH' Pigelltlieh 
bewiesen hatten. 
Man nehme irgend eiuen Ausdn1(',k Y = (I + 1).1, wo (f und b 
konstante Zahlen sind, so z. B. y = :! + 1 ~ :1' • Al sdaull setze mau 
X = () 1 ') 3 etc. und beredme die ztlO'ehöriaen vYprte 1/. Mau , ,-,. - l':I M • 
markiere die diesen Koordinatellpaareu .1', :'1 entsprechenden J'nnkte 
im Quadratnetz, und man wird finden, dafs sie gen<lu in pinpr w·raden 
Linie O"eleO"en sind. Man nehme weiter I' = 2 + ß.r oder 1/ = :! + t .1.' ö 0 ,f.-
oder y = :2 - t x oder ?J = ;! - 3 ~l.' und wird in alh'Jl FiiHpll wieder 
zu einer Geraden gefübl"t. Leute, die hiervon etwas "erstehen, werden 
ja freilich au diesem Ergebnis von vornherein nicht gezweifelt haben; 
und wer eine praktische Prüfung, oh im Einzelfall die Pnnkte auf 
einer Geraden liegen, unnötig findet, mag sie unterlassen, olJsehon 
es der Mühe wert sein wüI'de, bei dieser Prilfung zu verweilen. Man 
bemerke wohl, dafs ieb in allen Fällen den gleichen 'Wert des Koeffi-
zienten « gegeben habe; die Folge ist, dafs alle Geraden etwas ge-
mein haben müssen. VV orin besteht dies? Ich deute nur kurz an, 
dafs Ct der 'Vert von y für .1' = 0 ist. 
Jetzt pri'ife man die zu den Gleichungen y = :2 + l! .r, 11 = 1 + 1 {- x, 
y = 0 + 1tJ, Y = -1 + l~-x, Y = -:2 + l}x gehörenden Geraden 
und untm'suche, was es bedeutet, wenn der Koeffizient b überall der-
selbe ist. Man wird finden, dafs die Geraden mit demselben /1 alle 
die gleiche Neigung gegen die x-Axe haben; und in der That pflegt 
man c1ieserhalb b als Richtungsl,oettizienten oder Neigungs7.:ocffizicl1tcn 
oder auch kurz als "Stcig·ung" deI" Geraden zu benennen. 
Ist y =~ (t + Zu,') so entspreehe der Abscisse ;{' = Xl die Ordinate 
!I = .Ih, und ehenso entspreche der Abscisse x = :cl + 1 die OI'dinate 
JI = Yt· )1 an zeigt alsdann leicht Y2 - Yl = /J. Somit ist das, was 
ich als "Steigungi ' einer Geraden hezeichnete, der Höhenunterschied für 
zwei Stellen mit der Horizontalentfernung 1. ....N enn wir übrio'ens sagen, 
dafs eine Strafst' eine Steigtmg von 2~ oder eine solche v;n 1 zu 20 
hab.e, so meinen wir damit, dafs auf 20 Meter Strafsenlänge 1 Meter 
Rtelgung komme. Dann ist io der Sinus des Neigungswinkels der 
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Strafse gegen eine horizontale Ebene. Man heachte, dafs demgegen-
über die soeben definierte "Steigung" einer Geraden in anderer V.r eise 
gemessen ist. Offenbar ist nämlich die "Steigung" einer Geraden in 
unserem Sinne gleich der Tangcntc des Neigungswinkels der Geraden 
gegen die horizontale Gerade. 
Verfolgen wir jetzt allgemeiner die durch y = a + bx gegebene 
Gröfse y in ihrer Abhängigkeit von der Variabelen x, so bemerken 
wir, dafs das Verhältnis des Wachstnms von y Zltm entsp)·echenden 
Wachstum des :r konstant ist; dieses Yerhältnis ist in der That durch 
die "Steigung" b unserer Geraden direkt gegeben. ·Wir geben ohne 
nähere Ausführung an, dafs man für das fragliche Verhliltnis die 
. ({/I BezelChnung d'.i braucht. Man ,,·olle diese Bezeichnung hier aber 
nur erst als ein Symbol für die Steigung unserer Geraden auffassen: 
dy jedenfalls h.üte man sich von vornherein, dars man nicht etwa dx 
d· /1 im Sinne von cl. ~ fafst. Man halte fest, dars, wenn y = (( + bx ist, 
ä y 1. J! I t cl Ij . d . I 
-1 = U 10 g; aus ,.-. = b wn· Sich umo·eke lrt y = A + b:c erQ."eben, 
tX . IX 0 ~ 
wo A eine beliebige Konstante bedeutet. 
Eine beliebig gegebene Gleichung ersten Grades zwischen X und 
y wie A:e + By = C mit konstanten Koeffizienten A, B, C kann 
in die Gestalt y = i? -11 x gesetzt werden; es handelt sich also hier um 
die Gerade, welche die "Steigung" -} besitzt, und welche durch den 
C' Punkt der Koordinaten x = 0, Y = B oder, Wle wn· kurz sagen, 
durch den Punkt (0, ~) hindurchläuft. So läuft die Gerade 
4x + 2y = 5 durch den Punkt (0, 2t) und hat die Steigung - 2. 
Hier wird also y abnehmen, wenn x wächst. Der Leser wolle sich 
die Gerade von der Gleichung y = 2t - 2x ziehen und sich den 
Unterschied zwischen ihr und der Geraden y = 2t + 2 x klar machen. 
Man veranschauliche sich, was man unter einer positiven und was 
unter einer negativen "Steigung" zu verstehen haben wird. Man 
ziehe sich auch einige gekrümmte Linien und beurteile nach Augen-
mars näherungsweise die Steigung an den einzelnen Stellen derselben. 
13. Aufgaben über die gerade Liuie. 
1) Gegeben sei die Steigung einer geraden Linie. Man wisse 
aufserdem, dafs dieselbe durch den Punkt der Koordinaten ;( = 3, 
Y = 2 hindurchläuft. Welches jst die Gleichung der Geraden? 
Per r y, höhere Analy~i~. 
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Ist die Steigung z. B. 0,35, so lautet die Gleit·hllllg!l f/ + O,35x~ 
wo a noch unbekannt ist. Da jedoch (leI' Punkt (i\,:!i auf d.er 
Geraden liegt, so gilt 2 = a + 0,35 . 3 oder f( ~.~ O,!lf) , uIIIl also Ist 
die O'esuchte Gleichung y = 0,95 + O,ß5x. 
"'2) Welches ist die Steigung irgend einer Geradpn, die senkrecht 





Es sei AB in Figur 5 die 
gegebene Herade, welche die A~e 
o X in C schneidet: dann I~t 
b = tang .:.( N (' X. V crläuft dIe 
Gerade D i~ s!'nkrccht zur Geraden 
AB, so ist ihr!' Steigung: 
tang]) EX = - tang]) r; c 1 
=" -cotgB('E=-6' 
1 
Hiernaeh ist !J ~c ,1 - ba; 
die allgemeine Gleichungsform für 
alle Geraden, welche die Gerade 
die Konstante A kann noch jeden y = a + bx senkrecht schneiden; 
beliebigen Wert annehmen. 
3) An welcher Stelle schneiden sich die beiden Geradeil der 
Gleichungen Ax+By+C=O und Mx+Ny+S=O? . 
Offenbar in dem Punkte, dessen Koordinaten x, !I heide GleI-
chungen befriedigen. Wir haben also hier mit einer Aufgabe ~er 
elementaren Algebra zu thun, nämlich mit der AufHisung zweIer 
linearen Gleichungen nach zwei Unbekannten. 
4) Sind tang a und tang ß bekannt, so ist es leicht tang (a- ß) 
zu finden. Sind somit zwei Gerade y = a + bx und y '- m + nX ge-
geben, so kann man leicht den Winkel zwischen ihnen bestimmen. 
D) Die Gerade y = a + bx möge durch die Punkte (1,2) und. 
(3,1) hindurchlaufen. Wie grors sind a und b? 
6) Eine Gerade y = a + b x steht senkrecht zur Gerad~n 
y = 2 + 3 x und läuft durch den Punkt (1, 1). Welches sind d.ie-
Werle von a und b? 
u. Von der Aufstellung empirischer Formern. . ~aben wir im Labaratorium Messungen angestellt über zwei Gröf~en, die 
von eman.der abh~ngen, so mögen wir uns in einer Tafel die korrespond.lerende~ 
'Yerte. belder Vanabelen zusammengestellt haben. Wünschen wir zu WlSS~n, 0 
eme emfache Beziehung zwischen beiden Variabelen besteht so tragen Wlr 1lJlS 
unter zwe?kmäfsiger Auswahl ~es Mafsstabs die zusammengehörigen. We~epa~r: 
als Koordinaten von Punkten m das Quadratnetz ein Giebt es eme zlein1~c 
regelmäfsig verlaufende Kurve, welche bei Beachtung de~ Möglichkeit, dafs SlCh. 
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Beobachtungsfehler eingeschlichen haben, durch alle Punkte hindurchzulaufen 
scheint, so suchen wir nach einer Formel 11 = fi:c/, welche diese Kurve dar-
stellt, und welche wir demnach als den anal}-tischel1 Ausdruck des zwischen 
den Variabelen ."l: und y bestehenden Gesetzes benutzen können. 
Scheinen die Punkte sämtlich auf einer Geraden zu liegen, so wird man 
mit einem gespannten Faden die am meisten wahrscheinliche Lage derselben 
ausfindig machen. Es gieht eine umständliche algebraische Methode, diejenige 
Gerade zu finden, welche die Lage der Punkte mit kleinstem Fehler liefert; 
aber für die meisten technischen Zwecke ist die genannte Mafsregel mit dem 
gespannten Faden hinreichend genau. 
Scheint die Kune einem Gesetze wie y = (/ + b x' zu folgen, so wolle 
m3·n 11 und die Quadrate x 2 der beobachteten Mafszahlen x als Punktkoordi-
naten abtragen und sehe nach, ob die entspringenden Punkte auf einer Geraden 
liegen. Scheint die Kun'e einem Gesetze wie: 
ax 
1/ = 'C+ bx (1) 
zu folgen, das auch in die Gestalt 11 + by = a gekleidet werden kann, su 
x 
teile man die einzelne Mafszahl 11 durch das korrespondierende x und nenne den 
Quotienten X. Nun trage man X und y im Quadratnetz als Koordinaten ab; 
läuft alsdann eine Gerade durch die abgesteckten Punkte hindurch, so haben 
, I h' ' G t X .t + B d 1/ 1 + B d Ax WIr so c em ese z = j, y 0 er -? = .L y 0 er 11 = 1 --iJ x ' 
eine Gleichung, die offenbar wieder das Gesetz (1) darstellt. 
Auch in vielen anderen Fällen können wir die ,,-Methode des gespannten 
Fadens" anwenden, um zu prüfen, ob ein Gesetz mit nur zwei Konstanten 
Geltung hat. 
So mag z. B. die Expansionskurve in dem Indikatordiagramm einer Gas-
maschine betrachtet werden. Für viele Zwecke ist es wichtig, eine empirische 
Gleichung zwischen dem Drucke p und dem -Volumen v zu besitzen, Ich habe 
immer gefunden, dafs die folgende Regel p v" = C, wo sund C zwei Kon-
stante sind, mit einem ausreichenden Grade der Genauigkeit als gültig angesehen 
werden kann, Es ist nicht sehr wichtig, den Wert von C zu kennen; dagegen 
ist, falls ein solches Gesetz besteht, der Wert von s von grofser Bedeutung "L 
*) Ich kenne keinen physikalischen Grund für die Annahme, dafs die im Texte 
genannte Formel zutreffend ist. Zuerst dachte ich, dars vielleicht alle diejenigen 
empirisch gezeichneten Kurven, die ungefähr die Gestalt von Hyperbeln haben, 
sich angenähert dem Gesetze 11;';" = C fügen würden; doch fand ich bald, dafs 
rliese Vermutung keineswegs richtig war. 
Im Zusammenhange hiermit sind die folgenden Erfahrungen erwähnens-
wert. Finden meine Schüler bei der Durchrechnung des im Texte genannten 
Gesetzes, rlafs log p und log t' als Koordinaten keine Gerade liefern, 80 zeigt 
sich jedesmal, dafs sie die Gröfse des "schädlichen Raumes" falsch eingesetzt 
haben. Zu grofser bez. zu kleiner "schädlicher Raum" liefert Resultate, die 
nach ~ntgegengesetzten Seiten von der geraden Linie abweichen. 
Ubrigens ist wirklich bei vielen Rechnungen der Gebrauch einer empirischen 
Formel sehr nützlich. Hat man keine solche Formel, SO murs man mit der 
graphisch vorliegenden Kurve selber arbeiten und diejenigen Regeln anwenden, 
nach denen man eine Tangente an die gezeichnete Kurve zieht. Zur Beur-
teilung der Ungenauigkeit dieser letzteren Methode ist es aber sehr lehrreich, 
wenn man eine Anzahl von Studierenden dieselbe Kurve zeichnen und auf ihr 
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Dm zu )lilfen ob jene Reael gilt, trage man log}l uml log" ~vicder als ~unk~ koordin~ten i~ Quadratnet~ auf (wobei man iihrigcuR die g'.'lllc.lllen. Logarlth~:n 
brauchen kann). Liegen die so gewonnenen Punkt.- Ilahehlll Jll ewer Gera , 
so sehen wir, dafs eine ltelation von der Gpstalt: 
log l' + s log /," 0 (' 
gilt, in welcher sund c Konstanten uedeuten; und als" gilt unter die.en Gm-
ständen die vorhin angenommene Regc1 PI" (". ....• t nten 
Wünschen wir eine Fonnel zu prüfen, welche dreI 11 "al1lntnglgp Kons a 
enthält, so können wir dieselbe oft auf folgend p (lpBtalt: 
(2) "l,.+B".+(', 1 
bringen, wo ~', IC, Z in irgend einer \Veise ;r Hllfl y enthaltcn. :-;" haben wir, 
ct+ bx .. 
um y = _.- _. zu prufen: 
1 + cx' 
y + CoX!! = a + tu; oder !.'. + (; :(".'1 (/ fI ;,' 1. 11 
Hier steht also y an Stelle von .,; XVI für IV 111111 :1: iBt ,laR, was ,,1)ell z hiefs. 
" .' R urne Gilt die Gleichung (2), und werden "', '11;, z ulK Punktkoonllllate? Im a 
gedeutet, SO müssen alle cntspringenrlen Punkte in eiucr Elwne heg~!.I' Ver-
mittelst dreier Seiten eines hölzernen Kastens und ,~iuer Anzalll von Kugelchen 
an' den Enden von zugespitzten Drahtstiften kann man !las direkt prilf~n. .um 
die fragliche Ebene wirklich zu finden, tauche rnn.1l die Vorrir,.htullg III emen 
Behälter mit "\Vasser und venmehe ob lllan flic Kii"elehen in ewe solche La~e 
bringen kann, dafs sie alle in d~r Wasseroherfmcl~e gelegen sind. I~h ha e 
auch eine der darstellenden Geometrie entnommell" Methode zur Bestlmmung 
der Ebene in Anwendung gebracht; doch haLe ich noch keine Methode ~­
funden, welche sich mit derjenigen des gespannten Fa,lenR in den oben betrac -
teten Fällen an Einfachheit vergleichen könnte. 
Übrigens giebt es keine ein für alle Mal gültige feste Hegel, nach welcher 
man die Geltung irgend einer empirischen Formel für beobachtete Zahlwerte p~en kÖ~:I.I:te. A.nch darf der Lernende nicht vergessen, dafs seine Formel n~ 
eme empIrIsche 1st, und dafs er mit derselben nicht SO umgehen darf, a 
habe er in ihr ein Naturgesetz von absoluter Strenge entdeckt. 
Gelingt es nicht, eine einfache Formel für ein empirisches ne~etz zu finden, 
so mache man einen Versuch mit dem Ansatze: 
y = 11 + bx + cx" + dx" + ., , 
wei~ man b~kal:lntlich durch eine solche Gleichung mit hinreichend vielen Gliedern k~eme~e T~lle Irgend welcher vorgelegten Kurve näherungsweise darstellen kam;t· 
8md 111 e1l1em Ausdruck mehr als zwei Konstanten enthalten so können -wJr 
auch deren Werte in vielen Fällen durch eine sorgfältige An;endllng der sO-
genannten Methode der kleinsten Quadrate finden. 
Dm zu untersuchen, ob der Druck p und die in Celsiusgraden gemessene 
Temperatur 0 gesättigten Dampfes durch die Relation: 
(3) p = a (0 + ß)" 
verbund!,n sind, hat m~n di~ dre~ Konstanten ((, ß, n zu bestimmen. Der e~nzig 
erfolgrelehe Weg, den ICh hlerb81 habe gehen können ist der dafs ich zunachst , , 
dars je~er an ~einer Kurve in jenen beiden Punkten die Tangenten zieht und 
d~n. Wm~el zWl~ch.en diesen mifst. Es ist erstaunlich, was für verschiedene 
Llllien. Sl~ da~81 zIehen, und welche verschiedenen Winkel sie erhalten. "Man 
lasse SIe uberdies noch den Krümmungsradius der Kurve an einer einzelnen stelle 
messen, und die Resultate werden noch weiter auseinander gehen. 
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ß nach Gutdünken annehme. Ich weirs, dars ß nahehin den 'Wert 40 hat. 
Ich lasse also einen Studierenden mit ß = 40 arbeiten, einen zweiten mit ß = 41, 
einen dritten mit ß = 39 u. s. w. Das Ziel ist dabei, diejenige Relation (3) 
ausfindig zu machen, welche eine möglichst gen aue Darstellung der Beziehung 
zwischen p und f! liefert etwa im Intervall zwischen p = t kg auf 1 qcm und 
p = 10. Derjenige, bei dem sich die Punkte der Koordinaten x = log p, 
Y = log (f! + ß) am genauesten auf einer Geraden anordneten, hatte den besten 
Wert ß benutzt. Diese J\fethode kann ,on beanlagten Studierenden noch weiter 
ausgebildet werden *). 
") Bei den praktischen Untersuchungen und Beobachtungen des Ingenieurs 
gelangt man oft zu mathematischen Ausdrücken, die man wegen ihrer Kom-
pliziertheit nicht wohl für richtig halten kann; denn die Naturgesetze sind 
meistens auch mathematisch einfach zu formulieren. Dann kann man aber 
häufig eine einfache empi1'ische Formel aufstellen, welche die gefundenen Aus-
drucke (wenigstens innerhalb der in Frage kommenden Grenzen) mit einer ganz 
geringen Abweichung ersetzt. Zuweilen kann sogar eine so einfache Funktion 
wie a + bx oder x a einen komplizierten Ausdruck mit nur ganz geringem Fehler 
ersetzen. Einige Gewandtheit in solchen Vereinfachungen kann man sich leicht 
erwerben, besomlers bei solchen Berechnungen, wo einige der Ausdrücke nume-
risch festgestellt werden können, oder bei denen man ,on ,ornherein mit Zahleu-
werten arbeitet: 
Aufgabe 1. Von den folgenden, durch Beobachtungen gefundenen Zahlen 
wisse man, dars sie einem Gesetze von der Form y = (l + bx folgen, aber auch, 
dafs Beobachtungsfehler in ihnen enthalten sind. Mit Hülfe von quadriertem 
Papier mögen nun die wahrscheinlichsten 'Yerte für (l und I.J gesucht werden. 
x 2 3 6 7 12 13 
y 5,6 6,85 9,27 11,65 12,75 16,3:l 20,25 22,33 
Lö~ung: y = 2,5 + 1,5 x. 
Aufgabe 2. Von den nachstehenden Zahlen vermute man, dafs sie einem 
Gesetze von der Form y = ax folgen. Man tra"e die ,Yerte für ~ und y 
1 + sx " ;r: 
auf Millimeterpapier ein und sieht dann, dars diese einem Gesetze: ~ + s 11 = rt X . 
folgen; so findet man die wahrscheinlichsten Werte für a und s. 
2 0,3 1,J 2,5 
y '. 0,78 0,!l7 1.22' 0,5;; 1,1 1,21 
L" 3x 
osung: y = 1+'2x 
Aufgabe 3. Zwischen dem Druckep ,in kgpro qcmj und dem Volumeu v 
eines Kilogramm gesättigten 'Wasserdampfes (in cbmi seien experimentell folgendp 
Beziehungen gefunden: ' 
P 0,5 1,0 2,0 4,0 7,1) 11,0 15,0 
v 0.~297 1,H' O,8()(j0 0,4673 0.27ß3 (J.l1<07 0,1351 
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15. Wir haben unS nun daran zu erinnern, daf;;, falls y ~ I{ + b x ist, 
dy = b gilt, und dafs umgekehrt aus dd!: '= b sich !f = A + bx er-
dx . 
o'iebt wo A eine unbestimmte Konstante ist. ö , 
Wir wollen diese Angaben jetzt auf dem \Y ege (ler Hec·hnung 
bestätigen. . ' . 
Es sei !J = (t + bx, Man wähle elllell s})ezlßllen Wert ;r und 
berechne das zugehörige y. Man wähle jetzt den um L1:J" griifseren 
Wert x + Li x, dem der Wert y + Li?l entspreche: 
y + d!! = (( + b(x+L1x). 
Durch Subtraktion der Gleichung y = (/. + bx gewinnt man 
dY = bdx oder 
und so klein auch L1 x und L1 y werden mögen, immer i~t ihr Quotient 
. h b' 'b' d' S' cl I1 b b" l' W te glelc ; Wlr schreI en III lesern lllno d~ = , wo ül wn' l le er 
Ll;J; und Lly in dem Palle, dars sie immer kleiner und kleiner werden 
sollen, mit der besonderen Bezeichnung clx und rfy belege!). 
Wir tragen nun die Briggischcll Logarithmen von Jl und v auf lVIillimeter~ 
papier ein und suchen nachzuweisen, dars für v und p (lie Beziehung gilt: 
p . t,l,OGJG = 1,7610. 
A ufga be 4. Die untenstehenden Zahlen sincl Resultate von Experimenten, 
deren jedes 4 Stunden dauerte. 
J ist die indizierte Leistung einer Dampfmaschine (in Pferdestärken), von 
welch~r B p.,s. auf z:wei Dyna!'ll0lllaschinen übertragen wurden. Die Dynamo-
maschmen leisteten eme elektrIsche Nutzarbeit von E P.S. Pro Stunde wurden 
W kg Dampf y.erbraucht und C kg Kohlen verbra~nt (die Leistung der Maschine 
wurde durch Anderung eles Dampfdruckes reguliert). Nun möge man nach-
weisen, dars näherungsweise die folgenden Beziehungen gelten: 
W=3ß!+n,5,jJ; B=0,%.f-18; E=0,93B-IO; 0=1,91.1-28-
J 13 E lV (> 
l!lO i 163 143 2180 332 
I 1 H:! 11iJ , \)ß I 1715 i. 2 .. " 
I 
\ 108 ! 86 (;\J 1100 17fl I I 
I 
t;;) I 43 2\J !180 i !I\J 
1 \) (I 0 t);)t) 
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16. Bei der Kurve der Figur 6 liegt eine positive Steigung 
(TVacllstlllll des y mit wachsendem x) in den Teilen AB, DF, HI 
und eine nl'gatiYe Stl'igung (Abnahme des y mit wachsendem x) in 




B S /~ 




/ I \ BI / \ / I / \ o~ e Q R 
}'ig.6. 
Steigung gleich U; an jeder derselben wird y zu einem ~laximum. 
Die Steigung ist gleichfalls gleich 0 bei D und E, wo jedesmal ein 
lIinimum von y vorliegt. Bis zum Punkte E wächst die Steigung, 
von da an nimmt sie wieder ab: bei E hat man einen 1Vendepnnkt 
der Kurve. 
'Wünschen wir die Steigung unserer Kurve an einer Stelle P kennen 
zu lernen, so wählen wir zunächst nahe bei P einen Punkt F der Kurve. 
(Man stelle sich vor, dafs jenes Kur,en-
stück P F tausendfach vergröfsert in y 
Figur 7 gezeichnet sei.) Man setze 11--______ .::.FcfI 
.l 
P /'3 = .(, P Q = y; N F = x + Li x, 
F L = y + Li Y , so dafs P 111 = Li x , Sl-----~p~---I JI 
P]Jl = dy wird. Alsdann ist F.Ifl:p]I 
oder L1 y : L1 x die mittlere Steigung 
zwischen P und F. Dieselbe ist 
= tang <1:: F PM. Man führe nun 4--------±--L+---x 
dieselbe Konstruktion für einen Punkt () Q 
F' aus, der näher an P liegt, dann Fig.7. 
für einen noch näher gelegenen Punkt F", u. s. w. Man überlege, 
dars die Geraden FP, F' P, F" P, . .. sich mehr und mehr der 
Hichtung der Tangente unserer Kurve im Pun1..-te P annähern. Es 
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ist nun in jedem Falle Li y : Li x die Tangente desjelligPll W inkds, 
welchen die Gerade FP oder F' P oder F" p . . , gegen eine hor~­
zontale Gerade bildet· und wir erkennen so, dafs wenn wir uns nut 
den Punkten F der Stelle P unbegrenzt annähern, die Steigung der 
Kurve oder der Betrag von cl Y für die Stelle P gleich der Funktion dx . 
tangens desjenigen Winkels ist, den die Kurventangente .in P nut 
der positiven X-Axe bildet. 'Wollen wir somit an Stelle pmer ro~en 
Beurteilung der Steigung nach Augenmafs, wie wir sie hei Diskuss10n 
von Figur 6 ausführten, eine genauere Bestimmu.ng der Stei~ung an 
der einzelnen Stelle P unserer Kurve ausführen, so gelten folgende 
Gesichtspunkte. Man bemerke erstlich, dafs die Ste iy 11 J/Y unabhängig 
von der Lage der X-Axe ist, ~wenn letztere nur eine horizontale 
Gerade ist· man darf dieserhalb bei Anwen(lun(r des entwickelten , ,..., 
Verfahrens die X -Axe immer nnterJwlb desjenigen 'l'eiles der Kurve 
annehmen, für welchen man die Steigung untersuchen will. Man 
ziehe die Tangente PR der Kurve (cf. Figur 6), welche die X-Axe 
in R erreichen mag; dann ist die Steigung einfach = tang <r- P EX. 
Hält man bei der Konstruktion und Bezeichnung der Figur immer 
an der gegebenen Vorschrift fest, so ist ~ P EX spitz, so lange 
die Steigung positiv ist; dagegen fällt dieser Winkel überall stumpf 
aus I wo die Steigung negativ ist. 
Man wolle fortan daran festhalten, dafs unter "Steigung" einer 
Kurve an einer Stelle das Verhältnis des augenblicklichen Anwachsens 
von y zu demjenigen von x verstanden ist, und dafs wir mit dieser 
Steigung nichts anderes meinen als tang< P RX (siehe die Figur 6). 
Eben dies ist denn auch die Bedeutuno' des Quotienten dy oder, wie 
" dx 
wir sagen, "des Differentialquotienten von y in Bezug auf x"; alle 
diese Ausdrücke bezeichnen eine und dieseIhe Gl'öfse. 
Jeder weifs, was gemeint ist, falls man beim Wandern im 
hügeligen Terrain sagt, die Steigung sei wechselnd sie nehme ab 
oder sie nehme zu. In dieser Vorstellung hesitzt ~an aber bereits 
die Grundidee der Differentialrechnung. 
17. 'Vir alle wissen, was es heifst, wenn wir in einem Eisen-
b~hnzuge sa~en,. "die Geschwindigkeit sei 60 km pro Stunde". Meinen 
W1r, dafs W1r III der voraufgehenden Stunde 60 km crefahren seien 
oder in der nächsten diese EntfernunO' zurückleO'en we~den? Gewifs 
nicht! 'Vir haben vielleicht erst vor" 10 },Iinnt:n den Bahnhof ver-
lassen I vielleicht mufs der Zug in der nächsten Sekunde infolO'e 
eines Zwischenfalls halten. Was wir meinen ist vielmehr dies d:fs 
dl'r letzte Kilometer in einer Minute durcheilt' ist oder, noch richtiger, 
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die letzte Strecke ,on 0,(1006 km in 0,00001 btunde. Aber das 
ist auch noch nicht ganz exakt; wir müssen kleinere und kleinere 
Entfernungen nehmen und jedesmal durch die korrespondierende Zeit 
teilen, erst so nähern wir uns dem genauen Werte der augenblick-
lichen Geschwindigkeit. 
Für den freien vertikalen Fall eines Körpers gelten folgende tabel-
larisch zusammengestellte Angaben über die Fa11räume und Fallzeiten. 
Die Zeitintervalle sollen 0,1 bez. 0,01 und 0,001 Sekunden vom Be-
ginn der vierten Sekunde nach dem Anfange des Fallens sein; die in 
diesen Zeitteilchen durchmessenen Strecken sind in der zweiten Zeile 
angegeben. Jede derselben, geteilt durch das korrespondierende Zeit-
intervall, giebt die mittlere Geschwindigkeit während dieses Intervalls. 
Zeitinterrall in Sekunden 0.1 0,01 0,001 
Fallraum in Metern . .. 2,992 M13 ! 0,294844 0,02\)440 
J\Iittlere Geschwindigkeit' 29,926 29,484 29,440 
vVir sehen, dafs, je kleiner das Zeitintenall zu Anfang der vierten 
Sekunde nach Beginn des Fallens gewählt wird, sich die mittlere Ge-
schwindigkeit während dieses Zeitintervalles um so mehr dem genauen 
Werte der Geschwindigkeit am Ende der dritten Sekunde annähert, 
welche noch genauer gleich 29,435 :Meter pro Sekunde ist. 
Die richtige Geschwindigkeit zu irgend einer Zeit können wir 
finden, falls wir das Gesetz zwischen dem Fallraume s und der Fa11-
dauer t, wie es sogleich angegeben werden soll, kennen. Dieses wohl-
bekannte Gesetz des freien Falles lautet: 
.'; = 4,905 ' t 2 , 
Hat t irgend einen gegebenen V\T ert, so können wir das zugehörige 
s berechnen. Nimmt jetzt t einen etwas gröfseren "\Vert t + Ll t an 
(hier ist Llt ein Symbol für ein kleines Zeitteilchen, keineswegs ist 
Ll· t gemeint, was etwas ganz anderes ist), und nennen wir den zur 
Falldauer t + Ll t gehörenden Falh'aul1l s + Ll s, so ist: 
s + Lls = 4,905. (t+ Llt)2 oder = 4,905· (t2 +2t·Llt+ (LltYI· 
Durch Subtraktion folgt Ll.)=4,005·[2t·Llt+(Lltn; und diese 
Formel erlaubt uns, die Strecke Lls, welche während des Zeitinter-
valls von t bis t + Llt durchmessen ist, genau zu berechnen. Die 
mittlere Geschwindigkeit während dieses Intenalles ist Lls: Llt 0(le1': 
~~ = ~),>-n t + 4,905 Llt. 
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Man bemerke dafs diese Formel, abgesehen von Jen UHr auf 
:Z bezw. 3 Dezimal~tellen angegebenen Koeffizienten, exakt ist; irgend 
eine weitere Vernachlässigung ist bei ihr nicht vollzogen. 
Wir gelangen mm zum wichtigsten Grunubegriffe unserer Be-
h t . h LJs h trachtung: wird Li t kleiner und kleiner, so nä er HIC J t me r 
und mehr dem Werte 9 81 t an da das andere Gliea -1,90;") Lit 
, , b . 
kleiner und kleiner ausfällt; in diesem Sinne sagen Wir, dars elm 
Hrenzübergange ~; genau gleich 9,81· t werde. Der Grenzwert 
.:18 ... . 1 "8 1 
von -- bel kleiner und klemer werdenaem At wlra dnrc I ~i-t )e-
.:1t (, 
zeichnet und ist das ,Verhältnis ues Amvachsens von s zu dem , . 
von t" oder der "Differentialquotient" von s inbezug auf t; p.hys1-
kalisch gesprochen heifst derselbe die "Geschwindigkeit zur Zelt f". 
Es ist eigentlich gar nicht so schwer, den Begriff des "Grcu,z-
'wertes" aufzufassen. Man begegnet der Meinung, dafs die angegebenen 
Formeln nur näherungsweise richtig seien. Viele kommen zu dieser 
Auffassung, weil ihre Lehrer Ausdrücke brauchen, wie "man ver-
nachlässige -1,905· At, weil dieser Betrag klein ist" ouer sie sagen 
gleich ohne jede nähere Erklärung des Greuzbegrifl:'s "man lasse dt 
einen unendlich kleinen Zuwachs der Zeit bedeuten"; und trotzdem 
dividieren sie eine andere Gröfse dadurch. Sie zeigen damit, dafs 
sie, wenn sie auch das Alter aes Methusalem erreichen mögen, 
niemals die klare Auffassung, welche den wissensehaftlich durch-
gebildeten Ingenieur macht, erreichen werden. 
Eine andere Unklarheit haben die verschuldet, welche sagen: 
.:1 s tl s 
"man setze At = 0; dann hat - odel' - den unu den Wert" Die At dt . 
gen aue Ausdl'ucksweise ist: "falls At ohne Ende kleiner und kleiner 
wird, nähert sich L1St mehr und mehr aem Grenzwerte 981· t"· und wie L1 , 1 
ich schon ausführte, benutzt man den wichtigen Be!ITiff der Grenze 
in praxi tagtäglich. '" 
Falls wil' aus dem Gesetze, welches sund t verknüpft den'W ert 
ds . ' 
IIt oder dw Geschwindigkeit bestimmen, so sagen wir, dars wir s in-
hezu!-r auf die Zeit t tlifferenzii'l'i'n. Ist ~~ gegeben und s als Funk-
tion von t gesucht, kehren wir also den Prozefs der Differentiation 
um, 8.0 bezeichnen wir diese Operation als Integration. 
. Würde ich eine Vorlesung halten, so würde ich noch länger 
1)('1 der Ausgestaltung des Begriffs eines Y erhältnisses , den die Hörer 
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bereits mitbringen, verweilen und würde noch durch manches Beispiel 
meine Auffassung ,ersinnlichen. Aber man nimmt in einer Vorlesung 
eine Auseinandersetzung noch aufmerksam hin, die in einem Buche 
bereits höchst langweilig wird. Ich mache dieserhalb aus der Not 
eine Tugend und bemerke, dafs meine Leser für sich selber meine 
oben entwickelte Auffassung sich vollständig klar veranschaulichen 
können, falls sie nur ein wenig über dieselbe nachdenken wollen. 
Schliefslich ist mein Hauptziel, meine Leser dahin zu bringen, dafs 
sie nicht mehr, wie leider noch viele Ingenieure, vor den Differential-
dv J' und Integralzeichen , d~,. und !I d,(, Angst bekommen. 
18. Es seien sund t für irgend eine Bewegung gegeben, und 
zwar vermöge einer Zahlentabelle. Wie untersucht man diese Be-
wegung näher? Man nehme z. B. das Reichskursbuch zur Hand, 
welches auf der Strecke Frankfurt-Basel nicht weniger als 86 Stationen 
angiebt. Die Angaben der folgenden Tabelle, welche einen auf jener 
Strecke verkehrenden Zug betreffen, sind so zu verstehen: s ist die 
ab Frankfurt zurückgelegte Strecke in km, t sei in Stunden und 
~inuten gemessen. 
sO, 3,7 7,:! 10,7: 13,8 i 16,7 18,6; 20,8122,6 , 27,3 , 27,3 
- -- --I --- -- , ---
:3h 57': 401>6' 40"12' 4o"19'4oh25',4oh31' 4oh36' 4oh41':4oh406' 4h 53' 5h3': 
]\fan kann nUll nach folgender Methode verfahren: .Man trage die 
·Werte t (beginnend mit 311 67') auf einem Bogen Millimeterpapier als 
Abscissen, die Werte s aber als Ordinaten auf und zeichne die durch 
die Punkte (s, t) hindurchlaufende Kurve. 
Die Steigung der Kurve an irgend einer Stelle stellt die Ge-
schwindigkeit des Zuges in einem Mafsstab dar, welcher von den 
hei sund t benutzten ~fafsstäben abhängt. . 
)Ian suche die Stellen auf, wo die Geschwindigkeit grofs ist, und 
die, wo sie klein ausfallt. Zw·ischen t = 4h 53' und t = 511 3' ist die 
({eschwindigkeit gleich 0; da hat der Zug ehen stillgestandeIl. Um 
genaue Werte der Geschwindigkeit zu bekommen, müfste man die 
\Verte s für alle Werte der Zeit t geben und nicht nur für einige 
wenige, Das kann nicht mehr durch eine Zahlentabelle, sondern nur 
noch durch die Kurve gemacht werden. Damit soll jedoch nicht 
gesagt sein, dafs die Tahelle nicht für viele Zwecke brauchbarer sei 
als die Kurve. 
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Würde der Zug an iro-end einer Stelle lutlten und dann r[iekwärts b . 
fahren in der Richtung auf Frankfurt, so würden wir eine .,negatlve 
Steigung" unserer Kurve und damit einen negativen \Vert der Ge-
schwindigkeit gewinnen. 
Man bemerke, dafs die Bf'schleunigung, als Yerh;iltnis des An-
wach sens der Geschwindigkeit zum Anwachsen der Zeit, gegeben ist 
durch das Verhältnis des Anwachsens der Steigung unsen"r Kurve 
zum Anwachsen der Zeit. Nichts hindert, in df'11! ehen gebrauchten 
Quadratnetz auch noch eine Kurve aufzuzeichnen. welehe uns in 
jedem Augenblick die Geschwindigkeit des betraehtphm Zuges dar-
stellt. Die Steigung dieser neuen Kurve liefert nns alf;dann offf'nbar 
die Beschleunigung. Übrigens können wir uns frenen, ,lafs hislang 
noch niemand dem Differentialquotienten der Besehleull igung einen 
besonderen Namen gegeben hat. 
Wir stellen hier die gebräuchlichen Bf'zpie!mu ngsweiSf'1l zu-
sammen: 
sund t bedeuten Weg und Zeit; 
die Geschwindigkeit wird durch v oder rl.s ollpr .~ in Newtons 
-;Ti Schreibweise bezeichnet; 
elie Beschleunigung ist durch ~l~ oder ((~"I: oder nach Newton 
durch ~. gegeben; 
der Differentialquotient der Beschleunigung würde 'dl" ~ sem-
t 
}Ian halte daran fest, dafs die symbolische Bezeichnung d2~ der 
dt-
B.eschleunigung nicht das geringste mit dem algebraischen Ausdrucke 
1/-'05 • d' 
r[. t' gemem hat. Durch das Symbol fit: wird bl08 zum Ausdruck 
gebracht, dafs wir s zweimal nach der Zeit t differenziert habeI!. 
. Wir stellten bereits. fest, dafs die Steigung einer Kurve durch 
elle Tangentenkonstrnkhon o-efunden werden kan . h' h' t es 
. L' h' ö n, lernac 18 e~n .elC tes, ~Ie Beschleunigung aus der Kurve für die Geschwin-
dIgkeit zu gewInnen. 
19. Eine andere Methode die noch 1 . t 1 d' f 
Tangentenkonstruktion gegründete liefert d' )eBsser hl18 ~ sIed aUh 
R h d h d' ,Ie esc eumgung urc 
ec nuhng ; . urc le nachfolgende Tabelle möo-e diese Methode kurz 
veransc auhcht werclen: '" ~ 
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In einem noch nicht näher untersuchten Mechanismus mufste zu 
einem gewissen Zwecke für jede Lage eines Punktes A dessen Be-
schleunigung bestimmt werden. Bei einer solchen Aufgabe bestimme 
ich in üh~icher Art erst seine Geschwindigkeit. Ich zeichne mir des 
besseren Uberblicks halber eine Skizze und markiere die Stellen des 
Punktes A in regelmäfsigen Zeitintervallen. Daneben gebe ich des 
genaueren in einer Tabelle für den Beginn jedes Zeitintervalles die 
Länge der durch den Punkt A zurückgelegten Bahn, von einem festen 
Anfangspunkt gemessen, und nenne dieselbe s. 'Vürde ich hier die 
Tabelle für die ganze Bahn des Punktes A, bis er seine Anfangsstellung 
wieder annimmt, wirklich mitteilen, so wäre das freilich noch lehr-
reicher; aber der Studierende kann sich auch selber eine solche 
Tabelle für irgend einen speziellen Mechanismus anlegen. So mag 
z. B. s die Entfernung eines Kolbens vom Ende seines Hubes sein. 
Natürlich wird ein theoretisch ausgebildeter Ingenieur sich bei dem 
beschriebenen Verfahren nicht aufhalten. Er kennt eine graphische 
Methode, welche ihm für den Kurbelmechanismus alle gewünschten 
Grö[senverhältnisse sofort angiebt. Aber kennt er eine solche Methode 
für jeden möglichen MechaTus? Und würde es auch nur der 
Mühe wert sein, eine solche lraphische Konstruktion für jeden mög-
lichen Mechanismus auszubilden? Demgegenüber ist die oben skizzierte 
Methode der naturgemäfse Weg, um die Beschleunigung irgend eines 
Punktes in einem Mechanismus zu finden, und ich bin der Meinung, 
dafs sich ihre Benutzung auch für den Praktiker empfehlen dürfte. 
Für den Anfanger ist sie unschätzbar. 
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Jetzt sei die Masse des Körpers, dessen Centrum Li die be-
trachtete Bewegung beschreibt, gleich In (d. i. das Gewicht dl's Körpel',s 
in Kilogramm, geteilt du.rch. die Beschleu.nigung y .der Schwere)*). 
Multipliziert man alsdann dIe gefundene Beschleulllgung, gemessen 
*) Ich habe an anderer Stelle die Gründe aus",inall~ergr,p!~t, \\'lUUltl ich in 
Büchern, die für Ingenieure bestimmt sind, die te~hn~sche ~,mhelt der K:ra~, 
das Kilogramm gebrauche, und nicht die Dyne. Ubrlgens lHt das techmsc.e 
Mafssystem ebensogut ein absolutes, wie das C.G.S.-System .. leh wen.de es .selt 
zwanzig Jahreu bei meinen Studenten an, und erreiche damit, d~rs ~hn~n Ihre 
Mechanik nicht eine blofse Bücherweisheit bleibt, sondern auf (he 111 der 
technischen Praxis auftretenden Fragen parst, wie ein Handschuh auf die Han~l. 
Dem Elektrotechniker ist das C.G.S.-System zwar ziemlich gehillfigj a?er mit 
dem Baningenieur und Mascbinenbauer in Dynen und Ergs zu reehupn, 1st etwa 
dasselbe, als wenn man in einem Laden chinesisch Hprechen wollte. 
Im technischen Mafssystem ist die Sekunde die Einheit der Zeit, das ~Ieter 
die Einheit des Weges und das Kilogramm die Einheit der Kraft. l'm den 
Unterschied gegenüber dem physikalischen Mafssystem noch hl'H~er zu kenn-
zeichnen, will ich hinzufügen: Als Einheit der MaBHe gilt diejenige 1Iasse, 
welcher c;lie Kraft 1 kg die Beschleunigung von 1-m" ert~ilt. 
sec" 
Diese Masseneinheit, deren Gewicht in nnseren Breiten 9,81 kg octrä!5t, 
hat übrigens keinen besonderen Namen; denn die Masse eines Körpers an sl.ch 
interessiert den Ingenieur nicht; sie ist für ihn blo[8 ein Rechnung8begrl~. 
Unsere Regel lautet einfach so: Bei allen Rechnuu<ren der technischen Dynamik 
di,vidie.ren wir d~s Gewi~ht eines Körpers [in kgt durch 9,g1. Dann erhalte,n 
Wlr seme Masse m techmschen Einheiten, d. h. in solchen Einheiten, dars d!-e 
Endresnltate für Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung etc. wieder in dem In 
(I er Technik gebräuchlichen Mafs auftreten (k<r _m ~ . etc.). 
b' sec' sec2 , 
Benutz~ man ~ies technisc~e ~afssystem nicht, so murs man jedes Resultat 
erst noch .nut bestImmten KoeffizIenten multiplizieren oder dividieren, um es 
dem Praktiker überhaupt verständlich zu machen. 
. Ma~ ~ann die Kraft auch deuten als den Quotienten aus einer .ge-l~lsteten Arbett (m mkg) ~d der zugehörigen Weglänge (in m), oder als QUotlet;'-t 
emer e:rz~ng~en oder ~erstorten Bewegungsgrö(se und der dazn verbranchten Ze~t. 
BelspIel 1. EIn Hammer von 1 kg Gewicht fällt mit einer Geschwindig-
keit von ,1,,00 8: und kommt beim Aufschlagen in 0,001 Sekunden zur Ruhe. 
Wie grofs ist die mittlere Kraft des Stofses? Hier ist die Masse ~ __ = 0,1 j die 
f·rt B e 9,81 ~ers? e ewegu~gsgrölse (Prodnkt von Masse und Geschwindigkeit) ist 0,4. Nun ~st die Kraft glelCh. der 'pro Sekynde vernichteten Bewegungsgröfse, und also ist 
In nnser~m ~alle dIe mIttlere Kraft gleich 0 4 : 0 001 = 400 k 
BeIspiel 2. Aus einer seitlichen Öffn~ng 'eines Wasse~behälters tritt ein 
Strah! ,vom Quer~?hnitt 0,0,01 qm mit einer Anfangsgeschwindi keit von 4,00 ~ . (relah~ zum Beh~lter). VI elche Reaktionskraft übt dieser Str~hl aus? sec 
. Es treten h~er pro Sekunde 0,004 ebm, d. i. 4 kg Wasser aus. Die Masse dJe~es Quan!'nms 1st 4: 9,81 = 0,4, woraus sich die Bewegun s örse zn 04.4 = 1,6 R~~t~nS~:;~k ~~f :::~~~~I;::ebtg~g~ewegungSgrÖfse fefert uns direkt den 
D~r relfere Leser wlfd lelcht erkennen dafs die R kt· k ft bhängig davon 1st ob der B h"lt . h b '. ea lOns ra una 
, - e a ,er SlC ewegt oder mcht. 
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in m: (sec)2, mit m, so gewinnt man die auf den Körper ausgeübte 
Kraft, welche seine Geschwindigkeit ·cergrö{sert. Die Krafteinheit ist 
das Kilogramm. 
20. Wir betrachteten bereits den freien Fall der Körper, bei 
welchem Fallraum und Zeitdauer durch das Gesetz s = t g t~ ver-
bunden waren, wo 9 die Beschleunigung durch die Schwere bedeutet 
(g = 9,Rl s:') Aber es giebt noch viele andere Gröfsenpaare, welche 
durch ein ähnliches Gesetz verknüpft sind, und ich will dasselbe 
allgemein: 
y = ax2 
schreiben. Man wähle einen speziellen Wert (!, etwa a = io' So-
dann setze man der Reihe nach X = 0, 1, 2, 3, . .. und berechne die 
zugehörigen Werte von y. 
Man markiere die korrespondierenden Punkte (x, y) im Quadrat-
netz. Dieselben liegen auf einer Parabel. Für irgend eine Stelle 
der Kurve, etwa für x = 3, bestimme man durch Konstruktion der 
Tangente die Steigung derselben (die wir durch ~~ bezeichnen) und 
führe dasselbe bei X = 4, x = 2, ... aus. Man zeichne sodann eine 
neue Kurve, indem man für die einzelnen Abscissen x jetzt die eben 
berechneten Werte der Steigung ~ ~ als Ordinaten abträgt. Diese 
Kurve zeigt unmittelbar (vermöge der Länge der einzelnen Ordinate), 
wie grofs die Steigung der zuerst betrachteten Kurve ist. Man zeichne 
etwa die eine Kurve schwarz, die andere rot. Man stelle fest, dars 
die Steigung unserer Kurve an irgend einer Stelle das Produkt von 
2 a und der zugehörigen Abscisse x ist. 
Letzteres Resultat können wir auch rechnerisch gewinnen. Einem 
ersten Werle x entspreche y. Wählt man jetzt die Abscisse etwas 
gröfser, etwa gleich x + .d x, so sei die zugehörige Ordinate 11 + .dy. 
Wir haben alsdann: 
y + Lly = aex + LlxY = a[x~ + 2x·.dx + (AXI 2J. 
Subtrahiert man hiervon y = ax2, so folgt: 
Lly = a[2x·Llx+ (AxY] 




= 2ax + a· Ax . 
.T etzt stelle man sich vor, dafs A x ohne Ende kleiner lmd kleiner 
wird, lmd brauche die symbolische Bezeichnung ~~ für den Grenz-
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L1 Y W' . 1 b' rI!/ .) vr 11 En,.r.cbnis, das wert von Lix' 11' gewlllllen {a el ix = - ( "Cl " 
WIr bereits aus unseren Kurven ablasen *). 
21. Betrachten wir den Quotienten ~~ III seiner Abhängigkeit 
von x und wiederholen den Prozefs der Differelltiatioll, so hezeichnen 
d 2 y I . . I 
wir das Ergebnis durch - und erhalten im betrachteten 3elSpie e dx' 
2a. Wir wollen diese symbolische Bezeichnullg ausführliehst ill Ge-
brauch nehmen, ohne dafs wir auf ihre etwas tiefer liegende Be-
deutung einzugehen brauchen. Ist y eine Funktion ,Oll :1', so ist 
dy das Verhältnis des augenblicklichen Anwachsens nJll ?J zu dem-
dx 
jenigen ,on x; ~~ ist das Verhältnis des Anwachsens von ~~ zu 
dem von x. Es ist hiernach ~~ der Hiff'erentia}(!uotieltf von ~~ 
h b . d 1/ d D'"'" . l' . b uf nac x, e euso WIe d:~ er lllerentia quotient von Y III ezug a 
x ist. 
TImgekehrt gilt: M' (/'y <111 an llItegriere ~l' x' und wird -I . 
" (.:'; 
gewinnen; 
. . dy 
man mtegrlere d x und findet y. 
Ich denke, man wird sich leicht mit diesen Bezeichnungen und 
Begriffen vollständig vertraut machen. Nur bin ich besorgt, dafs, 
*) In allgemeinen Symbolen: Man setze 
y = {(x), 
WO fix, i:gend eine Funktion von x be~eichnen soll. Man setze einen speziellen 
W~rt x em ulld berechne das zugehönge y. Sodann wlihle man einen etwas 
grofseren Wert x + LI x und berechne den zugehörigen Wert y + LI Y ge-
geben durch: ' 
(2) y +.:Jy = j',x-+- Llx). 
:-;ubtrahiert man Gleichung (1) von (2) und teilt durch L1x, so folgt: 
Lly, -' l(x+ Llx) -j'ix) 
Llx - . ~- LlX------· 
\Ya,; w!.t unter (dl !/ verstehen, ist der Grenzwert von {(x +dx ) ~j (x) , 
_ x. L1x 
falh ;!;/t' oh.ne Ende klelller und kleiner wird. Das ist die exakte Definition 
von J;' dw selbst für schwächer beanlagte Studierende nicht schwer zu fassen 
uqnudt.zu tbehalten ~7in dürfte. Übrigens sieht man leicht dars der Differential-
OIen von ft· f X) das a-fache d D'ff r I .' . d 
dars der Differenti'alq uotient einer S~~m 1 efre(~) l+a qFuo(tIe) nten. vhond f (Xs) 1st, uIer Differentialquotienten von r ':x) und Feist. x glelc er umme 
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wenn WIr andere BuchstabEn brat;cl:en als die ;:r's und y's, diese Ver-
trautheit verloren gehen könnte. 
Der Differentialquotient von 
y = (/ + lix + u", 
wo (l, bund c konstante Gröfsen sind, ist 
d 1/ 
-'- = 0 + v + 2c:r. d:t" 
Das Integral von 0 + b + kx inbezug auf X ist A + bx + {kx2, 
wo A eine willkürliche Konstante ist. 
Entsprechend ist das Integral von b + l-:! inbezug auf z gleich 
A + bz + -} kz~ und das Integi'al von b + b· inbezug auf v gleich 
A + bv + {-kv 2• 
Es ist sehr leicht, als Übungsaufgabe auszurechnen, dafs die Funktion 
y = ax" den Differentialquotienten d y = 3 ax' besitzt und Y= (IX' entsprechend. 
dx 
~; = 4ax 3• AU' das sind Beispiele des allgemeinen Satzes, dars für y = axn 
der Differentialquotient dd Y = na x" - 1 lautet. 
x 
Bei der Berechnung dieser Beispiele halten wir daran fest, dars doch ~ ;, 
dy dy den Grenzwert dx hatte, und dars dementsprechend LI y = - LI x eine dx 
Näherungsforrnel für ohne Ende abnehmende LI:r ist. 
Man schreibt diese Näherungsformel vielfach auch so: 
dlJ 
y + LI Y = Y + d-":c .d.t, 
oder auch 
(1 ) t" f( '. + dfl:c) ,x + LI;:!") = X) dX LIre. 
22. Gleichförmig beschleunigte Bewegung. 
Für eine Bewegung sei die Beschleunigung konstant gleich a: 
d's 
dt' = (/. (1) 
Durch Integration findet man die Geschwindigkeit: 
ds 
t· = dt = b + at. 
Dabei haben wir eine Konstante b hinzugefügt, weil ja umgekehrt bei 
der Differentiation die Konstante b den 'Wert 0 liefert. Es müssen noch 
weitere Angaben vorliegen, damit wir im Stande sind, den Wert der 
Konstanten b anzugeben. In diesem Sinne sei bestimmt, dafs /) = L"o 
Per r y, höhere Analysis. 3 
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sei wenn t = 0 ist. Dann ist offenbar b =1'0' :;odaf8 , 
digkeit gegeben ist durch: 
die Geschwin-
ds 
(2) v = .. = Vo + at. dt 
Durch nochmalige Integration folgt: 
s = c + vot + t af2, 
wobei man bemerken wolle, dafs wir auch bei dieser zweiten Inte-
gration eine zunächst unbekannte Konstante c hinzuz~setz.en hab~n. 
Um den Wert derselben finden zu können, müssen wu· wIeder eruß 
bezügliche Angabe über die Bewegung besitzen. Miige dieserhalb z~ 
Zeit t = 0 der Wert S = So bekannt sein; dann ist f: = so, und Wlr 
haben als vollständigen Ausdruck für die Bewegung: 
(3) 8 = 80 + vot + { at2• 
Durch Differentiation dieser Gleichung erhält lllall rückwä~S 
die Gleichung (2) und durch Differentiation dieser letzteren dIe 
Gleichung (1) wieder. 
23. Der Studierende ist nun, sobald er diß"i'l'enziel'en und inte-
grieren kann, folgenden Arten von Aufgaben gewachsen. . 
I. Ist 8 als irgend eine Funktion der Zeit gegeben, so diffe-
renziere man und findet die Geschwindigkeit für irgend einen Augen-
blick; man differenziere nochmals und findet entsprechend die Be-
schleunigung. 
H. Ist die Beschleunigung als eine beliebige Funktion der Zeit 
gegeben, so integriere man und findet die Geschwindigkeit; man 
integriere nochmals und findet den zurückgelegten Weg. 
Man bemerke, dafs bei einer Winkelbewegung oder Drehung 8 statt 
der zurückgelegten Strecke auch den durchlaufenen Winkel bedeuten 
kann. Man wird unter diesen Umständen statt s besser (J schreiben. 
Dann ist dd6t die Winkelgeschwindigkeit und d" 6 die Winkel-
. dt2 
beschleunigung. 
24. Übungsheispiele über die Bewegung mit konstanter Be-
schleunigung. 
1) Die Beschleunigung durch die Schwere ist nach unten ge-
richtet und wird bekanntlich durch g bezeichnet; für unsere Breiten 
ist g = 9 81 Irl- . 
, sec' 
W~d ein Körper zur Zeit t = 0 mit einer .A.nfangsgeschwindigkeit 
Vo vertikal aufwärts .geworfen, so 'soll angegeben werden, wo er sich 
nach t Sekunden befindet. Wird 8 nach oben positiv gerechnet und 
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gilt s = 0 für t = 0, so ist die Beschleunigung gleich = g zu 
nehmen, und man hat s = Vo t - t g t2• (Wir nehmen hierbei an, 
dafs vom Luftwiderstand abgesehen wird, und dafs auch die Abnahme 
von g bei gröfser werdendem s aufs er Betracht bleibt.) 
Man bemerke, dafs v = Vo - gt ist, und dafs v verschwindet, 
falls Vo = g t = 0 oder t = Vo zutrifft. Man bestimme für diesen g 
Zeitpunkt den Wert von s. Man hat alsdann den höchsten Punkt 
der Bahn und die Zeit, welche der Körper braucht, um diesen Punkt 
zu erreichen. 
Wann ist s wieder = 0 geworden? Und welche Geschwindigkeit 
hat der Körper in diesem Augenblick? 
2) Dem eben betrachteten Körper soll neben seiner vertikalen 
Geschwindigkeit jetzt auch noch eine horizontale Geschwindigkeit Uo 
erteilt werden, welche dauernd dieselbe bleibt. Ist x der horizontale 
Abstand des Körpers vom Nullpunkt zur Zeit t, so gilt ~;~ = 0, und 
dx 
man hat dt = teo und also x = uot, falls x = 0 zur Zeit t = 0 zu-
trifft. Für die vertikal gerichtete Ordinate y des Körpers gelten die 
im ersten Beispiel für s ausgeführten Betrachtungen. Der Ort des 
Körpers ist somit für eine beliebige Zeit t gegeben durch: 
und man findet durch Elimination von t: 
wodurch eme Parabel dargestellt ist. 
3) Hat der Körper eine Anfangsgeschwindigkeit V in eil!er 
Richtung, welche gegen den Horizont unter dem Winkel a geneigt 
ist, so haben wir V· sin a für Vo und V· cos a für Uo in obige 
Gleichungen einzutragen und können dann mit Hilfe derselben alle 
möglichen nützlichen Reclmungen über 'Wurfbewegung anstellen. 
Man zeichne sich die Wurfbahn, wenn V = 400 ~ und a = 45° 
sec 
gilt; desgl. für dieselbe Anfangsgeschwindigkeit und a = 60° sowie 
für a = 30°. 
25. Kinetische Energie. 
Ein Massenteilchen, dessen Masse wirm nennen, habe zur Zeit 
t = 0 die Geschwindigkeit Vo und den Ort s = O. Das Teilchen sei 
Angriffspunkt einer konstanten Kraft F, welche demselben die Be-
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F 'lt Nach Verlauf der Zrit f hat Illall fUr Ge-schleunigunO' - erte! . 
" 111 




r = t'o + I1I t, 
1 F .• 
s = 0 + Co t + 0 f-. 
• 'In 
Die letztere Gleichung können wir alH'h so sf·hrpillell 
8=~t ~I' +- t: ( F ) 2 0 IJI ' 
vermöge der ersteren Gleichung folgt daraus leicht s ~~ ; ~ (Z;o:+- ~), 
worin der Satz enthalten ist, dars uie mittlere Geschwindigkeit ill 
irgend einem Zeitintervall gleich uem arithmetischen :Mittel aus der 
Anfangs- und Endgeschwindigkeit ist. . 
Legt nun das Massenteilchen den W eg .~ 7.uriick, so hat die 
Kraft F dabei die "Arbeit" F· s geleistet. Bere(' hnet 111 an F auS (1) 
zu F = (1J - vo) ~ und multipliziert mit s, so finrlf'n wir als Gröfse 
der geleisteten Arbeit {m(v2 -vo2); hier haben wir den im bewegte~ 
Körper aufgespeicherten Arbeitsvorrat als Funktion der Gesehwindigkelt 
ausgedrückt. In der That wächst infolge der geleisteten Arheit der 
Ausdruck t mvo2 bis auf t mv2 an; wir bezeichnen in diesem Sinne 
-} m v2 als die kinetische Energie des Massenteilchens. 
Man kann diese Verhältnisse auch so darstellen: Das betrachtete 
Massenteilchen m habe zur Zeit t die GeschwindiO'keit c und lege 
während des nächstfolgenden Zeitteilchens L1 t den "Weg L1 s zurück, 
wo.bei während dt infolge Einwirkung einer Kraft F die Geschwindig-
keitszunahme dv stattfinde. Nun ist die Kraft P gleich dem Produkt 
der Masse m und der Beschleunigung: 
dc F = m - und d s = v . d t , dt' 
so dafs 
V A At dc L' 'LlS= mVLI ·-=1n·vdv=dE· dt , 
wir verstehen hierbei unter d Eden währen(l der Zeit Llt eintretenden 
Zuwachs der kinetischen Energie des Massenteilchens und haben also 
.JE 
--:;Jv = 'lnV. Indessen werden die hiermit entwickelten Gleichungen 
erst exakt, wenn Lls, Llt, ... ohne Ende klein werden' Es folgt 
1 dE . 
sonl! dv = mv oder in Worten: "Der Differentialquotient von E 
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E = ~' m V 2 + c, wo c eine Konstante ist. Man wird nun E = 0 
setzen, wenn 'V = 0 ist; dann ist c = 0, und wir haben: 
E= t mv2. 
Man übe sich noch weiter im Differenzieren und Integrieren für 
den Fall, dafs die Variabelen nicht x und y heifsen. Gegenwärtig 
hatten wir ~~~, wo früher :~ stand. Hätten wir :; = JJlX gehabt, 
so wäre es gewifs leichter gewesen, auf y = t mx2 + c zu schliefsen; 
doch mufs man sich frei machen von der Schwäche des Anfängers, 
immer nur mit x und y differenzieren zu können. 
26. Übungsbeispiele. Hat eine auf Zug beanspruchte Spir:rl_I/C" \"':'1 
feder durch eine Kraft F tHe Verlängernng x erfahren, so ist x = ~ , 
wo a den Widerstand der Feder gegen Verlängerung bezeichnet. 
Allgemein wird man hier als die bei Verlängerung der Feder um Li x 
geleistete Arbeit das Produkt der Kraft und der Verlängerung Li x 
ansehen. Es wachse nun die Kraft stetig von Null bis F und ent-
sprechend die Verlängerung von Null bis x. 'Welches ist die Span-
nungsenergie, die der Feder dadurch mitgeteilt wird? 
Der Gewinn an Energie beim Übergange von x zu x + Lix ist 
Li E = F . Li x; hieraus folgt, wenn wir für F seinen 'Wert a x ein-
setzen, die genaue Gleichung ~: = F = ax und damit für die Energie 
E = * ax2 + c. Ist nun wieder E = 0 für .'1: = 0, so ist c = 0, 
so dars die aufgespeicherte Energie gegeben ist durch: 
(1) E = t ax2 = t F· x. 
Bemerkenswert ist der Fall, dafs eine Masse 1YI am freien Ende 
einer Spiralfeder vertikal schwingt. Befindet sich die 1fasse im 
Abstande x von der Ruhelage, so ist die potentielle Energie t ax2 
und die kinetische Energie t JJ[ v2• Die Gesamtenergie ist sonach 
~ lIIv2 + t ax2• 
Ist eine Kraft F dazu erforderlich, einem elastischen Stabe die 
Verlängerung oder Verkürzung x zu erteilen oder einer Stange die 
Durchbiegung x zu verleihen, und ist dabei F = ax, unter a eine 
gewisse Konstante verstanden, so ist die im Stabe aufgespeicherte 
Spallnungsenergie oder lwtentielle Energie immer -~ a x 2 = t F . x. 
vVenn entsprechend ein Drehmoment T nötig ist, um einen Stab 
oder eine Spiralfeder oder dergleichen um einen vVinkel 0 zu verdrehen, 
und wenn dabei T = a 0 gilt, unter a eine Konstante verstanden, so 
ist die gesammelte Spannungs- oder potentielle Energie ,~a02 = -~ TO. 
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Ist T in cmkg und () in Bogenmafs ausgPIlriil·kt, so prhalten wir 
das Resultat in cmkg. 
Geleistete Arbeit = Kl'aft . Wrg olkl' c~= l)!'phmOllH'nt • Winkel. 
27. Hat der Leser einige Kenntnisse in (lf'!' f,lpHrizit;itslehre, 




zum Ausdruck kommende erweiterte Ohmsr]Jf' Gpsetz in \Vorh' kleiden. 
Wenn R (Anzahl der Ohm) und L (Anzahl der lTeuries) k~n­
stant bleiben, und wenn die fltromstärke C und ihr nifl'prenbal-
quotient nach der Zeit äC bekannt sind so liil'st sie1] Ilil' eJektro-dt ' 
motorische Kraft V ans (1) bestimmen. Ist andrerspits das Gese~z 
der veränderlichen Spannung V bekannt, so murs es sicherlich eUl 
Mittel zur Bestimmung der zugehörigen ver;in(}prlichell ;-itromstiirke C 
geben. Hierbei bedeutet L die auf· der HelbstinrluktioJl der Leitung 
beruhende gegenelektromotorische Kraft in Volt für die Stromänderung 
von 1 Ampere pro Sekunde. 
Ist der Strom in der primären flpule eines Transformators m:"d 
damit also auch die Induktion im Eisenkern unveränderlich, so tntt 
überhaupt keine elektromotorische Kraft in der sekundären Spule 
auf. In der That ist die elektromotorische Kraft in der letzteren 
Spule in irgend einem Augenblick gleich der Anzahl der Windungen 
dieser Spcle, multipliziert mit dem auf die Sekunde bezogenen Zu-
wachs der Induktion. Dieser sekundliche Zuwachs von J ist aber 
das, was wir als Differentialquotient der Induktion " nach der Zeit 
bezeichnen. 
Freilich ist L nur dann konstant wenn entweder O'ar kein 
E· h 'bIsen vor anden ist, oder wenn die Induktion im Eisen nur o-el'ing 
ist; denn die genauere Gleichung ist: " 
(2) V dJ =RO+ N-· ät 
Indessen hat man gefunden, dafs für die Praxis die Formel (1) mit 
konstantem L fast für aUe Anwendungen ausreicht. (V gl. Artikel 183.) 
28. Ist y = axn , und soU da
Y berechnet werden so muis ich x ., 
le~der voraussetzen, dafs der Leser den binomischen Lt.'hrsatz kennt, 
WIe er zum Ausdruck kommt in der Formel: 
(x + b)n = x n + nb~cn-l + n(n =-:-12. b2 .1",-2 + n(n-l) (n-2) b3 n-3 + .... 
1·:! 1.2.3 X 
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Man findet leicht durch direkte Ausrechnung, dars diese Formel 
für n = 2, 3, 4, 5 thatsächlich richtig ist. Nimmt man jedoch n = j-
oder t oder gleich einem anderen Bruche, oder ist n eine negative 
Zahl, so thut der Leser vielleicht besser, einfach meiner Versicherung 
zu glauben, dars die angegebelle Formel des Binomialsatzes, solange 
11ur b ein echter Bruch ist, in Gültigkeit bleibt . 
• '1: 
Immerhin ist es gut, die Bedeutung dieses Theorems durch Be-
arbeitung einiger Beispiele sich klar zu machen. Man wähle erstlieh 
n = 2, dann n = 3, n = 4 u. s. w. und verifiziere die ~~ormel direkt 
durch Ausmultiplizieren. Hierauf setze man n = - 1; um zu sehen, 
ob die in diesem Falle von der rechten Seite unserer Gleichung 
gelieferte Reihe wirklich zutreffend ist, erinnere man sich, dars 
(x + b )-1 = X ~ b ist, und dividiere einfach nach der Regel der Ele-
mentarmathematik mit x + b in 1. Die entspringende Reihe ist für 
die vorhin angegebene Bedingung - 1 < ~ < + 1 in der That eine 
x 
konvergente. 
Wir wollen nun mit unserer neuen Funktion axn genau so 
operieren, wie oben mit ax2• 
Liefert die Zunahme Llx von x für die Funktioll y den ZuwachsLly, 
so finden wir auf Grund des binomischen Lehrsatzes: 
y + LI Y = P (x + LI x)n = 
a[xn + n.Llx. :1:,,-1 + n(\--:..!). (LIxl' X,,-2 + .. -J. 
wo die ausgelassenen Glieder höhere Potenzen VOll LI x enthalten. 
Durch Subtraktion von y = axn und Division durch Li x findet man 
weiter: 
dy r 1 n (n -1) ( ). ] ~.- = a nx"- + ~'-,,- Llx X"-" + .... 
dX ~ ~ 
Nimmt nun Llx ohne Ende gegen Null ab, so behält nur das erste 
Glied rechter Hand einen von Null verschiedenen Wert, während die 
übrigen Glieder, die die Faktoren Li x, Lix2, Llx3, ••• aufweisen, die 
Grenze Null besitzen. Auf diese Weise folgt*): 
d,Y. -I-llxn~l. f 
dx 
*) Ich bin von verschiedenen Seiten darauf aufmerksam gemacht worden, 
dars ich einen Beweis der im Texte abgeleiteten Regel ohne Benutzung des 
binomischen Lehrsatzes hätte geben und den letzteren Lehrsatz dann einfach 
späterhin als Spezialfall der Taylorschen Reihe hätte bringen sollen. Bei aller 
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So ist der Differentialquotient von )$ gleich '),t", d(·r.i(·lIi~e von .1'21 
ist 2tx1+, derjenige von x-% aber - ; f ~, 
Die Bestimmung des DifferentialquotienteIl eillpl" Funktion heust 
Differentiation derselben. Ist dagegen :~~ grgebell, su heilst der Über-
gang zu y IntegratiC»l. Die W orterkliirung dieser BelleJlIltlllgen "Diffe-
Hochachtung vor der Erfahrung meiner Kritiker glauhe ich (loch. daf~ I?eine 
Methode die bessere ist; wenn mir auch bewu[st ist, dars d,~r Leser melste~ 
den Beweis des binomischen Satzes noch nicht kennt, HO scheint mir doch die 
Annahme zulässig, dars ihm der Inhalt dieses Satzes nieht unhpkannt geLliebe.n 
ist. Will man aber den binomischen Satz durch am mngpllf'll, RO Hchpint nur 
folgender Entwicklungsgang am einfachsten: 
Wir setzen: 
Y = .xn, X + .d x = x,, !f + .J !f-- !/, ' 
1) Es sei n eine positive ganze Zahl; abdallll gilt: 
n n 
Y, - Y = XI - x_ = x" - I + x" - 2 .x + x" - 3 .r:~ +- ' , , + ./''' - 1. 
X, - X x, - X I I 1 , 
Vollziehen wir nun den Grenzübergang, darK Li,/' unendlich klein wird, so 
wird x, schliefslich gleich x. Die linke Seite der Iptzten Gleichung wird ~~. 
und der Ausdruck auf der rechten Seite enthält n (flieder •• lie sitmtlich gleich 
n-I d d 1: . cl!f n 1 X wer en, so a s wir c{x = nx - erhalten. 
2) Ist n ein positiver rationaler Bruch so setze man n = _ , wo 1 und 111 
positive ganze Zahlen sind. Dann gilt: ' m 
~~~ ~ .1;~1t 
x,-x 
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rcutial" und "Integral" dürfen WIr übergehen; dieselben sind für uns 
einfach technische Ausdrücke. 
Durch Differentiation von axrt findet man naxn -1. Integriert 
man somit naxn-\ so folgt axn + c. Wir haben nämlich immer 
eme additive Konstante bei der Integration hinzuzufügen. 
Häufig benutzen wir die Bezeichnungen: 
;~ (ax") = naxn - 1 und fnaxn - 1 • dx = axn• 
Mau beachte, dars wir das Integralzeichen fror und den Faktor dx 
hinter die Funktion setzen, welche in Bezug auf x integriert werden 
soll. Beide Bestandteile dürfen in den Integralformeln nie fehlen. 
Der Leser wolle sich an dieser Stelle noch keine Gedanken darüber 
machen, warum man gerade diese Symbole zur Bezeichnung der Inte-
gration braucht*). 
Der Leser wird noch selber die Erfahrung machen, dars es nicht 
schwer ist, eine gegebene Funktion zu differenzieren, und dars sich 
die hierzu nötigen Regeln leicht erlernen lassen. Demgegenüber ist 
man beim Integrieren zunächst aufs Raten angewiesen, und hierbei 
Der zweite Quotient rechter Hand liefert zufolge 1) oder 2) beim Grenz-
x~n_xm 1 
übergang = 1JlXIn - , mag rn ganz oder gebrochen sein. Also folgt: 
x,-x 
dy 1 dx = ~ ~~IIt-· mxllt - 1 = - m~c-m-l = HXn - 1. 
Die Regel dd(~2 = nxn - 1 ist hiernach in jedem Falle bewiesen, mag n 
x 
eine ganze oder gebrochene, positiye oder negative Zahl sein. 
*) Hat man in einem technischen Bureau eine grofse Anzahl einzelner 
'Werte zusammenzuzählen (wenn z. B. ein Ingenieur die Gewichtsziffern filr jeden 
einzelnen Bestandteil eines grofsen Auftrages summiert, um elie Frachtkosten 
zu ermitteln), 80 bezeichnen wir wohl diese Summe durch das Symbol :Elf', 
wobei /(' die Einzelgewichte bedeutet. 'Yollen wir aber eine Summe WI-
elldlich rieler unendlich kleiner Grü(sen bezeichnen, so wenden wir an Stelle 
von :E das langgezogene S in der Gestalt J' an. Daraus würde hervorgehen, 
dars ein Integral als eine Summe jener Art angesehen werden kann. In der 
That. yerstehen wir unter y die Ordinate einer Kurve, so ist y. dx der Flächen-
inhalt eines gewissen sehr schmalen Streifens von der Grnndlinie d X und der 
Höhe y, und Jy d.1: würde dann die Summe unendlich vieler solcher Streifen 
darstellen, welche eine gewisse endlich auso-edehnte }'Hiche bedecken. Oder: ist 
.:111/. die :1![asse irgend eines sehr kleinen "Teilchens eines Körpers und r der 
Abstand dieses Teilchens von einer festen .-\xe, so stellt :Ei"4m oder genauer Jr' dlll das Triigheitsmoment des ganzen Körpers inbezug auf die Axe dar. 
Letzteres kann man auch so schreiben J;""dr, wenn dV ein Vol~menelemellt 
des Körpers und " die Dichtigkeit des Körpers in jenem Elemente ist. 
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vermaO" uns so praktisch und O"eschickt ,,,ir :lw·1! spin 11I,"W'II, lediglich o '0 . 
die Erfahrung zu leiten. Die Intr[Jmtioli ist keilW dil'pktt' OperatIon, 
für die es eine ein für allemal gültige Rechnung'sn'g'pl giihe; man 
muIs vielmehr immer an bereits bekannte Dift'erentialforllleln an-
knüpfen und diese in Integralformeln umkehren. Es liegt hier in 
dieser Hinsicht ähnlich wie bei der direktell 0pf'ratioJl der Poten-
zierunO" und der dazu entO"egeno'esetzten indirektell Oppration der 
,., n b h 
Wurzelausziehung. Zum Glück braucht (ler Tf'chllik('l' nur s.e r 
wenige Integrale und zumal nur solche, die wohlhekannt sllld. 
Schliefslieh kann er sich ja auch eine ausführlichp Tallf'lIp der Inte-
grale anleO"en und sich dann immer auf dipse lJ('ziphpll: ],f'sspr ist es ö , 
freilich, wenn er die Integrationen seIher allsfUhreIl kanJl. 
Dafs man übrigens gerade den AusfIruck 1Ia;I;,,-1 intpg'rieren s?l~ 
kommt nicht häufig vor. Derselbe war zuniichRt für cl ie 1 ntegratlÜn 
besonders geeignet gewählt. Für gewöhnlich hat lIlall b:r'" zu inte-
grieren. Ich behaupte nun, dafs: 
f /"",+1 . ),( bx"'dx = 111+1 (1) 
zutrifft. Wie kann man das beweisen? Ich differpnzit~l'e einfach die 
in (1) rechts stehende Funktion und gewinne hx"', sodafs jene Funk-
tion thatsächlich das Integral von bxmdx ist. Nur mih.;sen wir in (1) 
rechter Hand noch. eine Konstante hinzuaddieren eine beliebige oder 
"willkürliche" Konstante, wie wir sie nennen wollen' in der "-'hat ist , 
ja der Differentialquotient einer solchen stets gleieh O. Der Leser 
wolle eine Reihe von Beispielen für die Regel (1) durchführen, so etwa 
folgende Funktionen x7, bx4, bx}, ax -t, cxt, axt der Integration 
u~terwerfen. Wie in diesem Falle, so ist es überhaupt nicht praktisch, 
eme Tabelle von Differentialformeln einfach umgekehrt zU lesen und 
s? als In~egraltaf~l brauehen zu wollen; die so entspringenden Formeln 
smd so emfach, WIe sie in praxi gewöhnlich nicht vorliegen. So ist z. B. 
J4x3 • clx = ;);4; 
a?er man hat nur selten gerade zu 4x3 das Integral Zu bestimmen; 
VIel e~er k~mmt ~X3 od:r 5x3 oder dergl. vor, 
DIe~IfferenbalquotIenten von x3 oder x 2 oder Xl oder XO *) sind 
ht *1) hIeh ,nehhme. an '. dars der Leser die Formel a O = 1 kennt Ubrigens ist ree e rrelC mIt Rüfe ,"0 L 'thm . '. d 
einer Zahl '. h n ogarl en eme sehr hohe W'tl1'zel aus Irgen 
Einheit 1 k~ummSZUtZleE~n, uhmhzuWsehen, wie na.he der Zahl wert dieser W-urzel der 
. me 0 e urzel aus a Ist . P t 't ehr kleinem Exponenten. 'e h"h d' 'V l' nun eme 0 enz von a ~l s 
Potenzexponent dem 'JerteO o~r le urze 1st, um so mehr bähert SIch der 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1. :!8J '\Y eiteres liber Differentiation 1'on x". 43 
. d(x") 
111 der allgememen Formel lfX = nx,,-l enthalten. In der That sei 
noch besonders hervorgehoben, dafs diese Formel auch für n = 1 und 
11 =0 gilt. Für 11= 1 ergiebt sich der Differentialquotient l·xo oder 1, 
für n = 0 aber o· X-i oder O. Doch haben wir kaum nötig, den 
schon bekannten Satz, dafs der Differentialquotient einer Konstanten 
gleich 0 ist, nochmals zu beweisen. 
Wir wissen jetzt auch, dafs für die Funktion: 
y = a + bx + cx2 + ex3 + ... + gx" 
dpr Differentialquotient so lautet: 
dy 3 • i (!;c = 0 + b + 2C.2· + . ('.l:~ + ... + ngxr1 - ; 
hiermit haben wir die Mittel, wohl die Hälfte aller angeblich schwierigen 
Aufgaben zu behandeln, mit denen der Techniker zu thun hat. 
Als die beiden wichtigsten Ergebnisse halte man folgende fest: 
Ist y = axr1 so ist dy = QJlX"-l. ist dy = bxm so ist 
, da' ) dx ' 
Y = ._b. ,/:111+1 -L C oder 'bxlndx = _b_ x1n + 1 + C 
m+l" I J( 111+1 ' 
'1'0 C eine willkürliche Konstante ist. 
Ich bitte den Leser, für den ersten dieser beiden Sätze selbständig 
11ach Veranscbanlicbnngen zu suchen. Es hätte nicht viel Zweck, 
wenn ich selbst solche Beispiele bringen würde; sie würden mir die 
Sache klarer machen, weil ich sie selbst gefunden hätte, aber nicht 
dem Leser. Nur die folgende Rechnung möchte ich in Vorschlag 
bringen. 
Man setze y = x5 , wähle x = 1,02 und berechne y durch Loga-
l·ithmen. Sodann setze man x = 1,03 und berechne wieder y. Man 
teile den Zuwachs von y durch den Zuwachs 0,01 von x. Demnächst 
"ähle man als zweiten Wert von x 1,021 und wiederhole den gleichen 
Prozefs, d. h. man ziehe von dem zugehörigen Werte y den zu x = 1,02 
gehörenden Wert y ab u. s. w. Man setze ein drittes Mal 1,0201 als 
zweiten Wert x und verfahre wieder wie oben. Man wird finden, 
dars die entstehenden Quotienten Lly dem O"enauen Werte 5· (1,02)4 
Llx '" 
des Differentialquotienten d y näher und näher kommen. Man wolle 
fix 
gerade so mit dem Beispiele y = X O,7 verfahren. 
Der Lernende braucht es nicht für Zeitverschwendung zu halten, 
wenn er einige Wochen an der selbständigen Durcharbeitung hierher 




rI (' ,r") I' I t kennen, 
. f h G 1 t 1/.1 " 11 "" I IIlIr murs eben den em ac en run< sa Z d.t 
sondern mit demselben aufs vollst;indigst<, Y('rtrallt spin; Ilnd er mufs 
in derselben Weise die Formeln: 
I' ", ' I + C staus fax"~ . dx = _a __ :c'+ 1 + Constans, (l r' . d Ce ,_, 1 r T on • 8+1 • , r 
beherrschen. Er übe diese Formeln ein fUr s ~ (1,7 ot!<'r 0,8 oder 1,1 
oder - 5 oder - 8; er benutze für (lip Variaj,!'l(' auch andere 'Be-
zeichnungen als x und v. 
29. Übungsaufgaben. Man berechne folgl'urll' Integrale: 
fx 2 dx, (Antwort ~ x3). Jv 2dv, (Allhlort ~I ,.:3), 
.[v- 8 dv, (Antwort -1-=--8 v1 -,,). ,(YI·2dv =.I~Jdl", (.\lIbyort *v~). 
Jt-t elt, (Antwort 2t\ 
Die willkürlichen Konstanten sind in der Antwort imllwr ausgelassen. 
Beim Integral J_1- dx = IX-l dx erleidet unsl'J'1' bisherige Regel 
x tJ:" 
eine Ausnahme; sie ist für diesen Fall ungültig. Wir werden dieses 
Integral zunächst nur in einem einzigen ,Falle wirkli(·h hrauchen. Im 
zweiten Kapitel werden wir zeigen, dafs: 
J! clx=log X und J'x! a clx = log (x + a) 
gilt, und dufs demnach umgekehrt aus y = log x folgen wird ~! = ~. 
Schreiben wir v statt x, so würde auch J'~ dv = log v folgen. Die 
lntegrationskonstanten sind hier der Kürze halber wieder fortgelasseIl. 
Ist P a 3 • d d p 3 9 • - -I h t llln" = v, SO wIr cl; = aV"; Ist v = 1il t C, so a .... 
!Iv I-i!-d't = - 2' rnt -. 
30. Es sei pv = Bt, 
h· dp d leI' a{ unter er Annahme 
dp R, . 
wo R eine Konstante ist. Man rechne 
eines konstanten v aus. Die Antwort ist 
(Ti = -v- • Man bestImme k hrt dv b . k d ht P umge e t el -onstant ge ae elll . 
Hier findet man !i. 
p 
Der Leser weifs bereits, dars die drei Variabelen p v und t den 
Druck, das Volumen und die absolute Temperatur ei~es Gases be-
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deuten. Es ist nun etwas umständlich, immer zu schreiben: ,,~;) wenn 
'I: als konstant gilt". Wir werden uns deswegen in diesem Falle, wo 
1) als Fwnldion der beiden Ton einander emabhängigen veränderlichen 
Grö{sen v zmd t aufzufassen ist, der besonderen Bezeichnung ~f be-
dienen, welche anzeigen soll, dafs p bei konstantem v als Funktion 
von t allein differenziert werden soll. 
Man berechne den entsprechend zu verstehenden Differential-
quotienten ~Jl. Da 1) = Bt· v- 1 ist, so hat man -~P = - Btv- 2, oder 
cv er 
noch einfacher ;; = - pv- 1• Da v = Bt· p-l gilt, so haben wir 
't cv B 9 • 1 l' l' ht D dl' h wel er -" - = - t . p-., was SIC 1 zu - V p- verellllac. a en lC 
op 
t v . t '1 ot v 
= R . P IS , so gl t 0 p = ][ . 
Durch Multiplikation dieser Differentialquotienten entspringt übri-
gens die Gleichung: 
ov ot cp 
-.-- ·--=-1 of op OV ' 
welche der Leser näher m Überlegung ziehen wolle. 
Ist allgemein 
1t = ('(x, y) 
eine Funktion von zwei unabhängigen Variabelen x und y, so werden 
wir die Bezeichnung ~_U: gebrauchen für den Differentialquotienten von 
cx 
u inbezug auf x, berechnet bei einem als konstant angesehenen y. 
Die analoge Bedeutung hat natürlich ~.t~_ . 
oy 
Wir sprechen in diesem Sinne von einem partiellen Differential-
quotienten von u nach x resp. y. 
31. Hier gelangen wir nun zu einem Satze, der wegen seiner 
späteren Anwendung höchst wichtig ist und dieserhalb vom Studie-
~enden a~l zahlreichen Beispielen eingeübt werden mufs. Man wähle 
Irgend eme Funktion von x und y und nenne dieselbe 1/. Alsdann 
berechne man ~~. Das Resultat differenziere man erneut nach y, 
indem man x als konstant ansieht. Das Ergebnis bezeichnen wir 
62 uI durch --,,-' 
oycx 
Man findet hierbei stets, dafs dasselbe Schlufsresultat kommt, 
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in der umO"ekehrten Reihenfolge, d, JI, erst lIach y und 
wenn man "', , 
dann nach x differenziert; es gIlt also das hpsl'tz: 
(1) c' It c'u aiia-:X, = (jxCI! 
Es seI z, B, 'n = x 3 + 1/ + (1:1,2!f + 1).1' y", so folgt: 
O~t 3 0 0 ) + 1. ., 
c-- = X" + +:. a;(!J U Y- , 
CX 
.}·~t = 0 + 0 + ':lax + :!./}!J' 
uycx 
Andrerseits hat man: 
~u = 0 + 3y2 + ax2 + "211.1'1/, 
cy , 
6'n _ 0 + 0 + -) + ')b oxoy - _llX - y, 
( , 11 't' t 
was genau mit dem vorhin berechneten Ausdruckp " . n ben~lIls m1m . ( 11 (/ ,lJ 
Der Studierende darf bei Rechnungen dieser Art nicht ermüden. Er 
gebrauche andere, Bezeichnungen als x und y und reehne seIhst zahl-
reiche Beispiele. Der in Formel (1) zum Ausdruek kommende Sa~z 
ist von gröfster Bedeutung für die Thermodynamik sowie auch für 
anclere technische Anwendungen der Mathematik. Ein Beweis des 
Satzes wird später nachgetragen; einstweilen wolle sich der Studierende 
mit diesem höchst wichtigen Theoreme vollsüimlig vertraut machen. 
32. Auch noch folgende Bemerkung schliefse sich hier ~. 
Angenommen, es sei ~t eine Funktion von x und y, von der WIr 
wissen, dafs: 
~: = ax3 + by3 + cx2y + gxy2 
gilt; dann finden wir durch Integration inbezug auf x: 
u = -i ax4 + by3x + t cx3y + t gx2y2 + ((y), 
wo l(y) eine unbestimmte oder willkürliche Funktion von y ist. 
Diese letztere müssen wir hinzufügen, da wir bei einer Integration 
stets eine additive willkürliche Konstante hinzuzuthun haben, und da 
y und also auch ((y) bei der BerechnunO' von ~n in der That fiir 
konstant gilt. ;:, cx 
33. Wir kommen jetzt wieder auf den oben noch unbewiesen 
gelassenen Satz zurück, dars der Differentialquotient von. y = log Ji 
dy 1 , . , 
durch dx = x gegeben 1st. Um dIesen Satz zu erläutern wolle der , 
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Leser für x nach einander die Werte 3; 3,001; 3,002; 3,003; ... 
einsetzen und jedesmal y bestimmen. Die Zuwüchse von y sind als-
dann durch die entsprechenden Zuwüchse VOll x zu teilen~ die Quo-
tienten müssen, welln sich die Regel ~~ = ~ bestätigt, näherungs-
weise zu den betreffenden Werten x reciprok sein. 
Man merke sich übrigens ein für alle mal, da[s wir mit dem 
Zeichen log x stets die N eperschen oder natürlichen Logarithmen 
meinen. 
34. Beispiel zur Formel J" d: = log t + Constans. 
Aus der mechanischen Wärmetheorie ergiebt sich folgender Grundsatz: 
\Venn in einer 'Wärmekraftmaschine der arbeitende Stoff bei der Temperatur t 
eine Wärmemenae H aufnimmt und bei der Temperatur to wieder \Värme ab-
giebt, so wird dt~hei, wenn es sich um eine "vollkommene" Wärmekraftmaschine 




mechanischer A.rbeit geleistet. 
'Wird ein kg Wasser von to Grad auf t, Grad erwärmt, so nehmen wir an, dars für die Erwärmung um je einen Grad die gleiche Wänne- resp. Arbeits-
menge erforderlich ist, nämlich in Arbeitse.~nheiten 424 mkg. Wie grofs ist als- ~ - 'f 
dann die von der gedachten Maschine als Aqui \'alent aller verbrauchten \,"ärme 
geleistete Arbeit? 
Um die Temperatur von tauf t + .:Jt Grad zu erhöhen, ist eine in mkg 
au~gedrückte Wärmemenge 424 Li t nötig. Dieses Produkt ist für H in den 
obIgen Ausdruck einzutragen, sodafs wir für die dieser Wärmemenge entsprechende 
Arbeitsleistung gewinnen LiTV = 424 Lit (1 - !;). Wir folgern hieram: 
dW = 424 _ 424to 
dt t ' 
W = 424 t - 424 to log t + Constans. 
Nun wird lV = 0 für t = to zutreffen; man hat also: 
o = 424 to - 424 to log to + Constans, 
w?rau~ sich der Wert der zunächst unbestimmten Konstanten ergiebt. Tragen 
WIr dIesen 'W~rt ~n die voraufgehende Gleichung ein, so ergiebt sich als die 
ges~chte ArbeItsleIstung für die vorgeschriebenen Temperaturgrenzen von t" und 
t, (,rad: 
W = 424 (t - t ) - 424 to 100' t1 • 1 0 0 t
o 
'Wird jetzt das kg 'Wasser bei der Temperatur t durch Zuführung der \Värme-
menge L, (l~tente. 'Yärm~) vollständig in Da~pf von der Temperatur t,. v~r­
wandelt, so 1st dw Arbeit, welche aus dieser Wärmemenge durch den Krel';-
!Jrozefs gewinnbar ist, gleich LI (1 - _:0 ). Hiernach wird die Arbeitslei,:tung 
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11. 3~ 
h 1 . der Temperatur I, wr<lallll'ft wird, ge-
auf t
1 
G~ad erwärmt und hernac Jel 
geben sem durch: . I' 
t ( () ) W = 424 (tl - to) - 424 t" log 'ti, + Li 1 - f . (J , l' 
Aufgabe. Man berechne hiernach die Arbeit~leistung W pro k~ ?a~pf 
für t = 438 0 in absoluter 'I.'emperatur oder 16,,0 Cels1U8 sentspre".ht'll~l 1,2 a IDi{ 
und 1(0 = 373 0 bez. 1000 Celsius. Die 'Wärmemenge Li HIt hIer <tllull aJent ID 
207732 mkg. M h' en-M.an findet die Arbeit W pro 1 kg Dampf zu 33000 mkg, Der" ase In d 
techniker wünscht aber für gewöhnlich zu wissen, wievieJ kg Dampf pro Stun e 
für eine indizierte Pferdekraft erforderlich ist. Nun werden 11" kg pro Stunde 
, ,,33000 k l' t co t· ,'r diesen 
wiihrend emer Sekunde dIe Arbeit "3600' . w m gelsen. ,.,e zen \\ 1 • 
Wert gleich 75, so ergie?t .sich, d~r8 w = 8,H\ kg Dampf Im> Stu:~(},t' für e~~ 
indizierte Pferdekraft bel emer ZWIschen den TemperaturgrenwlI ltw und 10 
Celsius arbeitenden vollkommenen Dampfmaschine erforderlich sind. 
35. Übungsbeispiele. Nach einer 1)ekannten Gnmdformel d~r 
Wärmetheorie hat man für die in mechanischem Marse, nn(l zwar In 
mkg ausgedrückte Schmelz- resp. Verdampfungswärme L einer Sub-
stanz, pro kg berechnet, die Darstellung: 
dJi L = 0,01 . t (Sl ~ so) dt . 
Hier ist Sl das Volumen von 1 kg der Substanz im höheren, So das-
jenige von 1 kg im niederen Aggregatzustande, lleide Volumina ge-
messen in Kubikcentimeter; ferner ist t die absolute Temperatur des 
Schmelz- bez. Siedep~nktes bei einem Drucke p, gemessen in kg pro 
qcm, sodars dt die Anderung der Schmelz- bez. Siedetemperatur be-
deutet, falls der Druck von p auf p + dp wächst. Wird die Tempe-
ratur in Celsiusgraden 0 gemessen, so gilt t = 273 + O. 
L Für schmelzendes Eis haben wir bei t = 273 (entsprechend 
0° Celsius) und 1) = 1 ~, für So und 81 die Werte . 
so=1090, Sl = 1000, 
während L = 3420 gilt. Somit folgt :; = = 140. 
~iernach erniedrigt eine Druckerhöhung die Schmelztemperatur 
des Eises, d. h. Druckerhöhung wirkt im Sinne des Schmelzens. Man 
achte noch auf den ziemlich hohen Betrag des Quotienten d p. der 
elt ' 
Schmelzpunkt wird' nur um 0,1 Grad erniedrigt falls der Druck nm 
14 kg pro qcm wächst. ' 
ll. Die Verdampfung des 'IV assers betreffend erscheint eine 
genaue experimentelle Bestimmung des Volumens Sl eines kg Dampf 
v~n gegebener Temperatur fast unmöglich, während andrerseits So für 
Wasser bekannt ist. Man berechne demnach (Sl = so) aus der oben 
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angegebenen Formel. Für einige Temperaturen haben wir nach Ver-
suchen von Regnault folgende Zahl werte, welche für sich selber 
sprechen mögen: 
I i Annahme I 
8')Cels. Abs. I Druck in kg ; Llp 
I 
f" dp L in 
. Temp. t. pro qcm I Llt 
ur- mkg SI -Si' dt 
100 373 1,03330 0,0398 105 378 1,23236 0,0469 0,0428 225848 ' 1393200 110 383 1,46210 
W · 1 b h' b' h . b f" dp Ir 1a en ler el, Wle sc on angege en, ur dt' nur emen an-
genäherten W crt benutzen können. Eine genauere Methode zur Be-
stimmung von ~~ würde darin bestehen, dafs man eine gröfsere An-
zahl von '''1erten von ~~ im Quadratnetz graphisch aufträgt und als-
dann ~l~ für spezielle Temperaturen aus der entspringenden Kurve 
abliest. 
Für S1 - So fanden WIr bei 1050 Celsius 1393 200. Nun ist 
weiter fitr Wasser von niederer Temperatur So = 1000, und die 
Ausdehnung des 'Vassers bei Erwärmung ist so gering, dafs sie kaum 
in Betracht kommt. Setzen wir S1 = 1394000, so kommen wir dem 
wahren Betrage des gesuchten Zahlwertes hinreichend nahe. 
Beispiel. Man bestimme S1 für 1300 Celsius. Der Wert 'Von 
List 218343. Die Werte von t und 11 entnehme man aus der 
Tabelle: 
388 393 398 403 408 413 418 
--------------P: 1,7259 : 2,0275 2,3710 2,7604 [3,2001 '3,6949 4,2495 
Beispiel. Die Formel für die Dampfspannung p = a8", in welcher a 
und b bekannte Konstanten sind und 8 die von einem gewissen wohlbekannten 
Nullpunkt aus gemessene Temperatur bedeutet, liefert zwar keine ganz exakte, 
aber doch sehr brauchbare Darstellung der ReCTnault'schen Versuchsresultate. 
Man entwickele hieraus eine Formel für das Vob~men s, von 1 kg Dampf. Wir 
haben andrerseits für die Verdampfungswärme die Pormel L = c - et! wo t .dil' 
absolute Temperatur bedeutet und c und e wieder bekannte Konstanten smd. HIer-
aus folgt für ~dl~ oder, was dasselbe ist, für dp der Ausdruck ba80 - 1, und 
u dt 
also findet man: 
Per r y, höhere Analysis. 
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Hat man empirische Formeln mathematiscllPll 0l'pratiOll('I~ 7.11 llJ]!l'rWe~en. 
so sollte man die von den entwickelten GleichUlwPll (1plH,jprti'J] hrgf'bn!sse 
stets durch das Experiment auf ihre Genauigkeit priif('~. Dip Impriingh~be 
Formel stellt nämlich einen wirklichen Vorgang nm ltJq.;{'n'il1l'r~ d~r, ahpf kleIDe 
und scheinbar unwesentliche Abweichungen der Formd vom wukl.lclll'Il Vo~gang 
können bei einer transformierten Gestalt der Gleidllmg erlwhhrh wrgröfsert 
werden. 
36. Genauere Untersuchung von KUfWlI. 
Ist die Gleichung einer noch unbekannten Kllrve gegehen, so 
murs sich der Praktiker natürlich in erster Linie darauf l-Itützen, dars 
er diese Kurve im Quadratnetz punktweise zu konstruieren vermag. 
Sehr häufig aber gewinnen wir gute Einsieht in den Kurvenverlau4 
wenn wir für die verschiedenen Werte von x den Difi'erPlltialquotienten 
:; und damit die "Steigung" der Kurve bestimmen. 
Wissen wir, dars der Punkt (Xli Yl) auf der Kurve liegt, und 
wollen wir die Gleichung der Tangente der Kurve in diesem Punkte 
aufstellen, so handelt es sich einfach um Auffindung derjenigen geraden 
Linie, welche durch den Punkt (Xli Yl) hindurchläuft und die gleiche 
Steigung hat wie die Kurve an der betrachteten Stelle. Als Normale 
der Kurve in (Xl' Yl) bezeichnen wir diejeniO'e O'erade I~inie, welche 
durch (Xl>Yl) hindurchläuft und die Kurve und da:it auch ihre Tangente 
.B 
ebenda senkrecht kreuzt. Nach 
Art. 13 ist die "Steigung" der 
Normalen gleich dem nega-
tiven reciproken Werte der 
Steigung der Kurve an der 
fraglichen Stelle. 
In Figur 8 sei Pein. 
Punkt einer Kurve APB. 
o X und 0 Y sind die Koor-
X dinatenaxen. Tangente und 
Normale der Kurve in dieseIll 
Punkte sind durch PS und 
PQ gegeben. Man bezeichnet auch wohl die bis zur x-Axe reichen-
d~n S~recken PS undPQ speziell als Tangente und Normale. Die 






dy , - y, un man 
da- = tg -9::: PSR. Man bezeichnet die Strecke SR als Subtangente 
und beweist leicht, dars dieselbe gleich-Y . . t D' St k B-~7i 
(d Y) 1S. 1e rec e '11 
heifst SUbnormal.-: f" d' fi dx dy 
ur lese ndet man offenbar den Wert y dx . 
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Die Länge der Tangente P 8 wird gefunden zu y V 1 + (~~) 2, die-
jenige der Normalen PQ ist y -V 1-+(~~r. Der Abschnitt 08 hat 
dx die Gröfse x - y - , 
cly 
Beispiel 1. Man bestimme die Länge der Subtangente und 
Subnormale bei der Parabel y = mx2• Hier ist ~~ = 2rnx, und also 
findet man: 
, 1nX2 1 Subtangente = ·2- = " x, 
1nX " 
Subnormale = y. 2mx = 2m2x3• 
Beispiel 2. Man bestimme die Länge der Subtangente 
1 h 1 t Ilt K H· 'I d 1f 1 (ure y = rnx" (arges e e urve. leI' gl t d~ = m nx"- , 
man bat: 
SubtanO'ente = mx" : mnxu - 1 = .r. . ~ n 
für die 
so dafs 
Beispiel 3. Man ermittele, welche Kurve die Eigenschaft bat, 
dafs ihre Subnormale überall dieselbe Länge hat. Dieser Forderung 
entsprechend schreiben wir: 
cly d dx 1 Y cl x = a 0 er d y = a y. 
Nun ist ~ y der Differentialquotient von -21 y2 nach y. Nach der 
a a 
letzten Gleichung folgt somit: 
x = _1 y2 + b 
2a ' 
wo b irgend eine Konstante bedeutet; hier haben wir also die Gleichung 
der gesuchten Kurve vor uns. Offenbar handelt es sich um eine Schar 
von Parabeln. (Man vergl. Art. 9, Beispiel I und II, wo jedoch x 
und y gegenüber der hier vorliegenden Gleichung ausgewechselt sind.) 
Beispiel 4. Der PunJd x = 4, Y = 3 liegt auf der Parabel 
1 
nm der Gleichung y = t x". Man bestimme die Gleichung der 
Parabeltangente in diesem Punkte. Die Steigung ist :~ = t· t x -f, was 
für den fraglichen Punkt (:10, 3) dttn Wert t el'giebt, Somit ist die 
Gleichung der Tangente sicher in der Gestalt enthalten y = in + t x. 
Zur Bestimmung von In setzen wir die Koordinaten des Punktes (4, 3), 
der doch auf der Tangente liegt, in jene Gleichung ein und finden 
3 = m + f ,4 und also m = t. Die gesuchte Gleichung ist somit 
y=t+t x , 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
52 Gleichungen der Tangenten und ~orlllal'·11. 
11. 36 
k (32 3) I, t fi' 1 ,'IIlt' tier durch Beispiel 5, Der Pun t , leg 0 en Ja!' 
Y = 2 + t xt gegebenen Kurve. Wie lautet die Gleichung der Nor-
malen dieser Kurve an der Stelle (32, 3)'~ 
d Y _ 1 /'- 1, _.~ 1 und 
Es ist daselbst die Steigung der Kurve (ix - IU' 160 , 
also folgt für die Steigung der Normalen - Hiu. Difl Gleichung 
der letzteren gestattet hiernach den Ansatz y = In - 1 GO x. J?a die 
Normale durch den Punkt (32, 3) hindurchläuft, so ist :) = JII ,- l?O. 32. 
Somit folgt m = 5123, und wir gewinnen als die gesuchte Gleichung 
der Normalen y = 5123 -160x. 
Beispiel 6. An welcher Stelle der Kurve y = (/[u hat die 
Steigung den Wert b? 
Hier ist dy = _ nax- n - 1 so dars die Abseis:-lÜ ;I; des gesuchten 
dx ' 
Punktes die Gleichung: 
-_nax- n - 1 = b 
befriedigen wird. Setzen wir diesen Wert x in die Gleichung der 
Kurve ein, so ergiebt sich das zugehörige y. -
Wir fügen hier noch eine Bemerkung über die allgemeine Gleichung 
der Tangente und Normale einer Kurve an. Es ist leicht zu sehen, 
d~s, w:enn eine Gerade durch den Punkt (Xli Yl) hindurchgeht u~d 
die SteIgung b besitzt, die Gleichung derselben in einfachster Schrelb-
weise diese ist: 
y-y, 
--, - =b. 
x-x, 
Hiernach ist die Gleichung der Tangente elUer Kurve 1m tpunkte 
(XII Yl) der letzteren: 
y - y, dy, 
x=-' x; = dx,' 
wo r~cht~r Hand die Steigung der Kurve an der fraglichen Stelle 
gememt 1st. In demselben Sinne haben wir als Gleichung der N 01'-
malen für die Stelle (Xli Yl): 
Y,~,'!Jl .",; _ dx, 
x-x, 'd-y, 
" nAufg~be 1. Man stelle die Gleichung der Tangente der Kurve 
x' Y = a Im Punkte (xv Yl) der letzteren auf. Die Gleichung ist 
m n 
x+-y=m+n 
.rt y, . 
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Aufgabe 2. Man bestimme die Gleichung der Normalen für 
die nämliche Kurve an der Stelle (Xl! Yl)' Dieselbe ist: 
Aufgabe 3. Man finde die Gleichungen für Tangente und Nor-
male der Parabel y2 = 4(lX an derjenigen Stelle der Kurve, welche 
zu x = a gehört. Die gesuchten Gleichungen sind: 
y = x + a und y = 3 a - x. 
Aufgabe 4. Welches ist die Gleichung der Tangente der Kurve 
Y = a + bx + cx2 +. ex3 für die Stelle (Xli Yl)dieser Kurve? Die 
Antwort ist,: 
Y_=Yl = b +"2cx + 3ex 2. 
x-x, 1 1 
37 . Wenn bei zunehmendem X die Funktion Y zunächst gleich-
falls bis zu einem bestimmten Werte wächst, darauf aber abnimmt, 
so wird der gedachte Wert als ein lIaximnm der Funktion Y be-
zeichnet. Falls umgekehrt bei zunehmendem x die Funktion y zu-
nächst abnimmt bis zu einem gewissen Werte, hernach aber zunimmt, 
so heifst dieser Wert ein Minimum der Funktion. In den elemen-
taren Fällen ist sowohl bei einem Maximum als bei einem Minimum 
ein Verschwinden des Differentialquotienten zu konstatieren, d y = 0 d.cc • 
Man vergl. hierzu Art. 16 und Figur 6. 
Beispiel 1. Man zerlege die Zahl 12 so in zwei Summanden, 
dars das Produkt derselben ein Maximum wird. Der Geübte findet 
die Antwort leicht durch Probieren. Man kann dabei so verfahren: 
Ist X der eine Summand, so ist 12 - x der andere. Man setze ver-
suchsweise x = 0, 1, 2, ... und berechne in jedem Falle das Produkt 
der Summanden. So folgt: 
x 1 2 3 4 5 1 6 7 Si 9 .. · 
__ '_~._! _____ i ______ .. 
Produkt 27 32 i 35 36 I 3C> I 32 27··· 
Hiernach scheint es, dafs für x = 6 das Produkt 36 das ge-
suchte Maximum darstellt. Wollen wir indessen eine exaktere Be-
stimmung des Maximums treffen, so werden wir uns zweckmäfsig 
einer graphischen Darstellung im Quadratnetz bedienen; wir nennen 
das Produkt y und tragen zusammengehörige Werte X, y als Koordi-
naten auf. Der Leser wird dies für sich selber ausfUhren. 
Wir lernten nun soeben bereits den Satz kennen, dars bei den 




schwindet. Somit hat man hier den oder die Pnnkb' ZIl hpstimmen, 
bei denen ~~ = ° zutrifft. 
Soll hiernach allgemein a in zwei :;umman!lrll ;r lind I( - ~ zer-
legt werden, deren Produkt y = x (a -- X) = 1/)' _.12 ein )IaxullUm 
oder Minimum wird so ist d!J = (/ - '! .1' ~= i) zn setzerl. Dies ist 
, dx 
aber offenbar nur bei x = .} a der Fall. 
Dem Geübteren fällt es" bei derartigen problemen llieht hesonders 
schwer zu entscheiden ob im einzelnen Falle "in :\laximum oder 
Minimum vorliegt. I~ obigen Falle a =0, 1'! hatten wir für x = 6 
das Produkt 36. Für x = 5,999 ist der andere Summand \.),001 und 
also das Produkt gleich 35,999999, so dars J' = fi ein ~rij[seres p~o­
dukt liefert, als x = 5,999 oder x = 6,001. Demgemül's liel,rt bel1n 
Werte x = ta = 6 ein Maximum und nicht etwa ein 711 inimum V'or. 
Wir werden später (Art. 220) noch eingehendere Regl'lll zur Unter-
scheidung der Maxima und Minima kennen lernen. . 
Beispiel 2. Man zerlege die Zahl a in der Weisp in z-wel 
Summanden, dars die Summe der Quadrate derselben PÜl Minimum 
wird. Die Summanden seien x und (( - ;1;, und es werde die Summe 
ihrer Quadrate durch y bezeichnet: 
y = x2 + (a-x)2 = 2x" + a" - 2(1:);. 
Die Frage ist, wann y zu einem Minimum wird. Hier ist 
dy = 4x _ ')0, dx - , 
und dieser Ausdruck verschwindet für x = .} a. 
Beispiel 3. Wann ist die Summe ei~er Zahl und ihres re~l­
proken Wertes ein Minimum? Ist die Zahl x, so handelt es sich 
um den kleinsten Werl von y = x + _1 • 
x 
Da der Differentialquotient vont = X-I gleich -:C 2 ist, SO 
h b . dy 1 a en WIr d x = 1 - .:r" und diese Differenz versehwindet, falls 
x = 1 ist. 
. Der Leser. wolle h~er wieder Einzelwerte VOn x heranziehen und 
SIch der gr~.p?ische? Hilfsmittel im Quadratnetz bedienen. Einige zu-
sammengehol'lO'e Werle x . d h' t 1. • ut· 
" , y sm lera'Jellal'lsch zusamruengeste . 
x 100 10 4 2 1 1- I I 
I 2 i '3 ~f 
Y 100,01 10,1 4,:!i) ')- '! 2,5 3} 4'r -,<) : ,-;) ... 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1. 37] Mechanische und technische Beispiele. 55 
Trägt man die 'Werte ;J;, y als Koordinaten auf, so ist direkt evident, 
dafs für x = 1 ein Minimum von y vorliegt. 
Beispiel 4. Die Tragkraft eines Balkens von rechteckigem Quer-
schnitt und gegebener Länge ist bei beliebiger Einspannung und 
Belastung proportional dem Produkt aus der Breite und dem Quadrat 
der Höhe seines Querschnitts. Es soll nun aus einem Baumstamm 
von kreisförmigem Querschnitt des Durchmessers a eip. solcher Balken 
Von möglichst grofser Tragkraft ausgeschnitten werden. 
Man bezeichne die Breite des Balkens mit x. Da der Querschnitt 
ein in den Kreis des Durchmessers a eingeschriebenes Rechteck ist, 
so wird die Höhe Vli2 - x2 sein. Hiernach ist die Tragkraft am 
gröfsten, wenn die Funktion: 
y = x(a2 -x2) = a2 x = x3 
zu einem Maximum wird. Hier hat man: 
~JI. = a2 = 3x2 
dx ' 
€in Ausdruck, welcher zu 0 wird, falls X = ~ ist. Diese Breite 
liefert also den tragfähigsten Balken. Y3 
Auf analogem Wege kann man den am wenigsten biegsamen 
Balken finden, der sich aus einem cylindrischen Baumstamm aus-
schneiden läfst; man mufs hierbei das Produkt der Breite und deI' 
dritten Potenz der Höhe zu einem Maximum machen. Doch kann 
der Leser die Lösung dieser Aufgabe auch bis nach der Durcharbeitung 
des dritten Kapitels zurückstellen. 
Beispiel 5. Versuche über Explosion von Gasgemischen (in 
freier Luft) haben das näherungsweise richtige Gesetz: 
p = 6 = 0,23 x 
ergeben*); darin bezeichnet p den gröfsten bei der Explosion em-
tretenden Druck und x das Volumen der neutralen Gase (Luft und 
Rückstände der vorigen Explosionen) pro cbm wirksamen Gases, also 
das Verdüllllungsverhältnis. Setzt man bei einer Gaskraftmaschine die 
während einer einmaligen Explosion und Expansion geleistete Arbeit 
näherungsweise mit px proportional, so ist die Frage, für welchen 
Wert von x die Arbeit zu einem Maximum wird. . 
Die gröfste Arbeitsleistung wird eintreten, falls (6x - 0,23x2) zu 
einem Maximum wird. Dies ist der Fall, wenn 6 = 0,46x = ° ist, 
d. h. etwa für x = 13. 
*) Die praktischen Versuche beziehen sich auf Werte mn x. die nicht 
gröfser als 16 sind. 
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--= I 
Ich kann leider die Verantwortung für dil' Hichtigkf'.it des obigen 
Gesetzes nicht selber übernehmen, da ieh dasselIwalls \ l'rsuehen des 
Hrn Groyer abgeleitet habe. Derselbe fand dabei als s('hr hemerkens-
wertes Ergebnis dars es am günstigsten ist, Wenn auf ditO herechneten 
13 cbm 9 bis' 12 cbm frische Luft kommen, wiihrplHl der Rest 
aus früheren Verbrellllungsprodukten besteht. 
Beispiel 6. Man beweise, dafs Xla-J'/ fiir J~- ~J(/ zn einem 
Maximum wird. 
Beispiel 7. Man zeige, dafs x - ;1,3 für ,1'.~ ~ Vi) Im einem 
Maximum wird. 
Beispiel 8. Der Kubikinhalt eines crlilldl'ischrll Hefäfses, 
welches oben offen ist, sei vorgeschrieben. \\;ie miissen dip Di~en. 
sionen des Gefäfses de!! näheren gewiihlt werden, damit dip Oherßache 
desselben möglichst klein ausfällt? 
Man verstehe unter x den Radius der Gruntlfiä('l!e lind uuter y 
die Höh~ des Gefafses. 1st (t der vorgeschriehene Inhalt, so hat man: 
(1) 1tX2y = a. 
Die Grölse der Oberflliche ist: 
(2) :u2 + 2n xy; 
es fragt sich, wann dieser Ausdruck am kleinsten ist, 
Berechnet man y auS (1) und setzt den entspringenden Wert in 
(2) ein, so schreibt sich die Oberfläche als ,Punktion von ;)' so: 
nx2 + 2a . 
x 
Setzen wir den Differentialquotienten dieser Funktion gleich 0, sO 
kommt: 
21tx-~t =0 oder x8={t ==t'Q:'y 
~, ~ n' 
so dars wir x = y gewinnen. Der Radius der Grundfläche murs dem-
nach gleich der Höhe des Gefäfses sein. 
Beispiel 9. Mall. lasse das Gefäfs auch oben geschlossen sein 
und berechne, wann das Minimum der Oberfläche bei O'eO'ebenem In-
halt erzielt wird. 0 '" 
l?ie .?b~rfläch~ ist jet~t durch ~1tX2 + 2'Jtxy gegeben. Yerflihrt 
ma~ 1m ubngen WIe '\'orhlll, so zeIgt sich, dafs die Oberfläche am 
klemsten ausfällt, fall!! der Durchmesser der Grundfläche gleich der 
Höhe gewählt wird. 
~.eispiel 10. Es sei v die, auf die Stunde als Zeiteinheit und 
den KIlometer als Län~eneinheit bezogene, Stromgeschwindi~keit eines, 
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Flusses, und es werde durch x die relative Geschwindigkeit eines 
Dampfers gegen den Strom bezeichnet; für den Verbrauch an Heiz-
material pro Stunde gelte das Gesetz a + bx3• Soll der Dampfer die 
Strecke m zurücklegen, so bestimme man diejenige Geschwindigkeit 
x:, bei welcher der Gesamtverbrauch an Heizmaterial ein möglichst 
geringer ist. 
Die Geschwindigkeit des Schiffes relativ zum Ufer ist x - v, , 
die in Stunden gemessene Zeitdauer der Fahrt ist _33_, und dem-
x-v 
nach wird der Materialverbrauch während der Fahrt ~(a + bx 3) sein. 
x-t; 
Indem man die Konstanten a und b in entsprechend abgeänderter 
Bedeutung braucht, kann man unter a + bx3 auch die pro Stunde 
berechneten Gesamtkosten verstehen, unter Einschlufs der Kosten für 
Verzinsung und Abschreibung des Dampfers, aufseI' denjenigen für 
Löhne und Provisionen. 
Da die Regel für die Differentiation eines Quotienten noch nicht 
entwickelt ist, so wollen wir a = ° annehmen und haben damit den 
x" kleinsten Wert von -- - zu bestimmen. Zu diesem Ziele können 
x-v. 
wir auch so gelangen, dafs wir den gröfsten 'Vel't von 
bestimmen. Der Differentialquotient diesel' Funktion ist -2x-3+3vx-!. 
Derselbe verschwindet, falls x = t v ist, d. h. falls die Geschwindigkeit 
des Schiffes relativ zum Flufs das Anderthalbfache der Stromgeschwin-
digkeit 'v ist. 
Übrigens darf der Techniker hier und in anderen Fällen mit 
einer solchen Antwort noch nicht zufrieden sein. Lnzweifelhaft liefert 
x = t v die günstigste Geschwindigkeit; denn für diesen Fall wird 
x3 : (x = v) zum Minimum. Aber gesetzt man fahre mit einer etwas 
geringeren oder gröfseren Geschwindigkeit, macht das einen grojsen 
Unterschied aus? Für v = 6 ist der günstigste Wert x gleich 9. 
Aber man hat: 
x" für x=g, -- = 243 
x-6 
x" für 10, x---':i; = 250 x= 
~,s 
. . -'ra für x= 8 . x-6 -_0 
Diese Zahlen geben uns ein Urteil über den Mehraufwand, falls 
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die Fahrgeschwindigkeit von dem günstigsten Wl'l't .. ,'ln 
wenig ab· 
weicht*). 
Beispiel 1l. , 'I 11 ' 1'" W"ise in zwei Man zerleae dw ./'Ja I (( III (, I . ' " 
Faktoren, dafs die o 1 . 1 t· t • 'in )!llllillum Summe der Quadrate (ßI P Z en II I t 
wird. Ist x der eine Faktor, 80 ist ~ der audere, so dars 
• a y=X"+-x' 
zum :Minimum werden soll. Es murs somit: 
'ff t' t' "I ps lluotienten, 
*) Kennt der Leser bereits die Regel zur DI eren la WH I I I, <, d An. 
welche in den meisten Lehrbüchern der Differentialrechnung ,SChOll lJeld enWert 
. ' ' 'ht "t' c ohen en fan<Tsgründen entWickelt wird so haben WIr lIlC no Ig, Wl '1 ' h Null, 
von'" (! gleich 0 zu nehmen, Setzt man den Differential'luohcntcll g eJC 
so kommt jetzt: 
(x - v) 3bx' = (! + bJ;", 
{1) 2bx" - 3bv.~" = «. 
Sind a, b und v bekannt, so finde~ man de,~ z~gehürigl'nWer~ , .. ,l~lr,ch ;:k 
lösun<7 dieser Gleichung, Haben wir z. B, fur dw Kostcn pro HtUlldt, 1Il . 
'" 1 '1 b 1 I"j l' ,u" - 6 Die berechnet 30 + 20 x', so gl t (! = 30, = 20; man ne llue u .cr< I~,,, v - , 
Gleichung (1) für x ni=t dann die Gestalt an: 
(2) x 3 - 9:r' - 30() = 0. 
Ich finde hiernach, dars x = 11,3 der günstigste Wert der Up8chwind,igkeit i~; , I 
Es handelt sieh dabei um eine kubische Gleichung, welche dre! ":" urz~ _ 
hat, Aber wir brauchen für den vorliegenden praktischen Zweck nur ewe e 
sti=te unter diesen Wurzeln zu kennen, und es ist anch ausre~chen~: we: 
wir nur einen angenä.herten Wert der letzteren besitzen, Der lngemeul' ~ost:, e 
irgend eine vorgelegte Gleichung nach einer Methode auf, die für d1e 0 Ig 
Gleichung sich folgendermafsen gestaltet, , f"r 
_ Wir bezeichnen x' --: 9x' - 300 k1l;rz durch f(x), Die .I<'r~ge 1St, Uo welchen Wert fex) verschwmdet, Setzen Wlr X = 10, so finden WlI f (x) =:' - 20 h 
an Stelle des gewünschten Wertes 0, Für x = 8 kommt - 360, also 10m, noc 
schlechterer Wert, Versuchen wir es mit x=12, so tolgt f(x)=17G, Boda[s ~wIsche; 
10 und 12 offenbar eine Wurzel x gelegen ist, Für x = 11 finden wH - 0 • 
Alle diese Resultate sind in der Tabelle: 
x 10 8 12 11 11,3 
---~~~~- ---~---- _.~----
fex) ,-200,-3601+176,-57:-6 
zusammengefafst, Es ist nnn der Mühe wert im Quadratnetz des Millimeter· 
papiers die Kurve y = fex) im Intervall z~ischen x = 10 und x = 12 zu 
zeichnen, Indem man weitere Prüfungen im Intervall zwischen x = 11 und 
x, = 12 anstellt, kann man 8chliefslich durch Wiederholung des gleichen Prozesses 
el~e auf jede g~~nschte ~zabl -Y0n Dezimalstellen genaue Antwort gewinnen, 
F~ den gegenwarhg~n Fall 1st kellle grofse Genauigkeit erforderlich. wir haben 
d1eserhal,? ~ben berelts 11,3 als den günstigsten Wert x bezeichnet: Im Texte 
hatten ,WlI Im. Fal,le a = () nur x = 9 gewonnen. Der Praktiker wird aus der 
Verschlede.nhelt dieser Antworten seine Schlüsse zu ziehen wissen, Rechnungen 
VO~, der hler lJetrachteten ~ wird ~er Kapitain ,eines Flufsdampfers stet: aUS' zu~en haben, wenn er sie auch mcht gerade In unserer Weise zu PapIer zu hnn~en pflegt, 
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dy = '-) _ 2a 2 = Ü 
dx _x x" 
sein, was auf x = va führt. 
Beispiel 12. Es sollen n galvanische Elemente so zu einer 
Batterie zusammengestellt werden, dafs bei einem äufseren Leitungs-
widerstand R eine möglichst grofse Stromstärke erzielt wird. 
Die elektromotorische Kraft des einzelnen Elementes sei e Volt, 
der innere Widerstand desselben r Ohm. Wir schalten je x Elemente 
hinter einander, sodafs ~ parallel geschaltete Reihen entstehen. Unter 
x 
diesen Umständen ist die elektromotorische Kraft der Batterie xe Volt 
X 2T 
und der innere Widerstand ~- Ohm, sodafs die Stromstärke ge-
1/. 
geben ist durch: 
.I:e C = - Ampere. ~~+R 
n 
Da der Leser einen Quotienten noch nicht differenzieren kann, so 
heachten Wir, dafs {' maximal wird, wenn 
e XI" R 
-0=#+--;;-
zu einem Minimum wird. Setzen wir den Differentialquotienten hier~ 
"Von gleich 0: 
,. R 
11 - x2 = 0, 
x~}' 
so folgt R = - wo rechter Hand der innere Widerstand der Bat-
.• 1t ' 
tene steht. 
Hieraus entspringt die Regel: Man ordne so an, dafs der innere 
Widerstand in der Batterie so nahe als möglich gleich dem Wider-
stande des äu[seren Schliefsungskreises wird. 
Beispiel 13. Ein galvanisches Element von der elektromotori-
schen Kraft e und dem inneren Widerstande r liefere einen Strom, 
wobei der äufsere Stromkreis den Widerstand R besitze. Die Strom-
stärke ist C = r + R' die entwickelte elektrische Energie ist: 
p = RC2 = (r~e~f Watt. 
'''ie mufs man R wählen, damit P zu einem Maximum wird? 
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zu einem Minimum machen murs. DifferenzierPll wir aher diesen 
Ausdruck nach R und setzen das Resultat ~leieh 0, so kommt: 
_ /"2 B- 2 + 1 = () oder J: ~ .. r. 
Der äufsere Widerstand mu.rs demnach dem inneren gerade gleich s~in. 
Beispiel 14. Wie grofs darf im )laximo der Inhalt eill~r K~~te 
sein die man mit der Packetpost versenden will'~ Sei x (he HO~6 
der 'Kiste, y und z aber Länge und Breite <ler Hrundtliiche. Die 
amtliche Vorschrift lautet I in Encrland \ dars die Höhe vermehrt um \ '" ~ , . darf den Umfang der Grundfläche nicht grö[ser ah (i Fufs Rem . 
Wollen wir somit v = x y z zu einem Maximum machen, so werden 
wir jedenfalls die obere erlaubte Grenze x + ~ (y + z) = li hellut~~n. 
N,m folgt aus Beispiel 1, dafs unter allen Kisten VOll gleicher .Hohe 
und gleichem Umfang der Grundfläche diejenige mit quadrahscher 
Grundfläche den gröfsten Inhalt hat. Wir dilrfen dieserhalh vo~ 
vornherein y = z nehmen und haben also das :NI aximum von r = X Y 
bei x + 4y = ß zu bestinlluen. Ersetzen wir x durch seinen AuS-
druck in y, so haben wir t = 6 y2 - 4.113• Diese Funktion von y aber 
wird am gröfsten, falls 
dl' 
/. =12y-12y2=O ( Y 
ist. Die Lösung y = 0 diesel' Gleichuncr ist unbrauchbar, sodafs 
nur y = 1 übrig bleibt. :Nlan mufs also Länge und Breite gleich 1, 
Höhe gleich 2 nehmen und hat dann als Maximalinhalt 2 Kubikfufs. 
Man bestimme entsprechend das inhaltlich gröfste cylindrisch g~' 
formte Packet, welches bei der Packetpost zulässig ist. Ist die 
Höhe 1, der Durchmesser der Grundfläche aber cl, so wird man 
l + 1l cl = 6 setzen und hat das Maximum von -= 1 d2 zu bestimmen. 
4 
Als Antwort findet man 1 = '2 (I = _4. Fufs' der Inhalt ist dann 
, 7< , 
-~ = 2,55 Kubikfufs. 
Beispiel 15. SchraUbenfedern nach Ayrton und Perry. Pro-
f~ssor . Ay~~n und der Verfasser verfolgten die Erscheinung, dafs 
eme emseltIg befestigte Schraubenfeder am freien Ende eine Drehung 
erfährt, falls sie einer axialen Kraft unterworfen wird. Es war nicht 
sCh,:ierig, für. eine Feder Von gegebenen Dimensionen eine allgemeine 
Bezl~hung zWlschen der ~xialen Verlängerung und der Verdrehung ZU 
gewmnen. Auf Grund dieser Formel konnten wir feststellen welche 
Gestalt der Feder gegeben werden mufs damit die in Rede ~tehende 
Drehung möglichst grofs l1\lsfällt. ' 
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Zunächst ergab sich, dafs, wenn ce der Neigungswinkel der 
Schraubenlinie ist, die Drehung mit sin ce . eos ce proportional ist. 
Daraus ergiebt sich sofort, da[s man eine maximale Drehung für 
" = 45° gewinnt. 
Hat nun der Draht elliptischen Querschnitt von den Hauptaxen 
x und y, so fanden wir die Drehung proportional mit: 
[!;2_+f 8 
.c"y" - 5xy'" 
Man mache diesen Auscb:uck zu einem Maximum, unter der Voraus-
setzung' dafs die Fläche des Querschnittes, die zu xy proportional 
ist, gegeben ·ist. Setzt man demnach xy gleich der Konstanten s, 
so handelt es sich um das Maximum des Ausdrucks: 
y2 3 1 
S' - -5 sy' . 
Hier zeigt sich nun, dafs für positive endliche Werte von y über-
haupt kein Maximum eintritt. Vielmehr wird die Drehung grö[ser und 
gröfser, wenn wir entweder y grofs wählen und weiter und weiter 
wachsen lassen, oder wenn wir y klein wählen und weiter gegen 0 
abnehmen lassen. Dabei wird im letzterem Falle die Drehungs-
richtung die umgekehrte; doch soll es einerlei sein, ob die Drehung 
im Sinne der üblichen Windungsrichtung der Schraube geschieht 
oder nicht. Wir fertigten dieserhalb Spiralfedern aus dünnen Metall-
bändern an und wählten den Neigungswinkel der Schraubenlinie 
gleich 45°. Hierdurch erzielten wir sehr bedeutende Drehungswinkel 
bei verhältnismäfsig geringen axialen Kräften und entsprechend ge-
ringen axialen Verlängerungen. Die Drehung der Feder kann als 
Mafsstab der Belastung dienen, so dafs diese Federn für viele ~Iafs­
zwecke verwendbar sind. Wer sich für die praktische Anwendung der 
hier in Frage kommenden mathematischen Analyse interessiert, wolle 
die ausführlichen Rechnungen in unserer bezüglichen Abhandlung 
in den "Proceedings of the Royal Society" von 1884 zur Hand 
nehmen. 
Beispiel 16. Nach einem idealen Indikatordiagramm ist die 
von einem cbm Dampf geleistete indizierte Arbeit: 
w = 10000 Pi (1 + log 1') - 10000 r Ps - :1:. 
Hier ist PI der Dampfdruck am Beginn, Ps der am Ende eines Kolben-
hubes; r bedeutet den Expansionsgrad (d. h. es findet Dampfzutritt 
während ~ des Hubes statt); endlich ist x ein Verlustglied, her-





1 I 1 Formel ge- I von r anzusehen. Der Druck ist in (er allg('~p 11"1\1'1 
messen in kg pro qcm, die Arheit in Inkg. . l"1JI\ I 
r t 1- r··· () l"t (cI')elllt'lv 1) Es soll unter der V orlmssezung, (,j'" ./ - '. • d' . .J.. 
1 . .. l' -I ~t (n'p!sP In luer'" I Wert von raugegeben werden, (er ellle lllil~ \( \. '"' -
Arbeitsleistung pro cbm Dampf liefert. 
d 10()1l0 1', I (I(l(lO JI - 0 oder I 
Man hat ~ = 0 zu setzen \llld findet . r ~- 3 -
P 
dr . . \' K 1 ikfufs Dsmpf 
r = 1.. Soll die BremslelstullK clll 1,JaxlmulII pro 1\ ) 
Ps . GI' f" . 1 1 ('s die Gröfse 
sein, so haben wir zu Ps noch Clll ted zuzu ug;en, "P el ' 
der Reibung innerhalb der Mas~hine darstellt. bn 
2) Herr Willans hat durch Experiment!' an :Masehinen 0 ~ 
. dl 
Kondensation gefunden, dafs fÜr l' =~ PI 0 ~ altS Maximum der lU . 
P. + " .' (,1' hung: 
zierten Leistung eintrat. Setzen wir aller diesen ,Vert J1l dlt' ,elC 
dw = 10~~OOPl ~~ 1000011. _ d.,: _c () 
dr r 1'_ dr 
ein, so folgt: 
dx = l()~OOPI Cp + 0 'j) - 10000 1). ~. 7000. 
dr PI 3, ,I 
Mithin ergiebt sich x = 7000 r + const. Das Willanssche exp~: 
mentelle Gesetr. vermittelt uns Bowit die Kenntnis, dafs der Arbel . 
verlust x als eine lineare ]'unktioll von r angesehen werden darf . 
. eS 
Die vorstehende Ausführun~ hat hier nur die Bedeutung ~~u 
lehrreichen Beispiels zur Theorie der Maxima und Minima. trbe~ 
den praktischen Wert des ausgeli!pl'ochenen Resultates liifst sic~ noe 
manches für und wider bemerke:q. Die Versuche lassen die Wlrkuug 
der Kondensation 'im Oylinder gleichwertig erscheinen mit einer Er-
höhung der Ausströmungsspannung; um 0,7 atm. 
Hr. Willans fand durch Experimente an Maschinen ohne Kon-
densation, dafs der auf eine inqü~ierte Pferdekraft und Stunde b~ 
zogene Überschufs des wirklich verbrauchten Dampfes über die in~l­
zierte Dampfmenge eine lineare F\mktion von l' ist. Vielfach wlrd 
angenommen, dars das Verhältftis des im Cylinder kondensierte~ 
Dampfes zum indizierten mit log r proportional sei; doch stimmt dle 
Anna~e einer linearen Funkti{ln von 1" mit den experimentellen 
Ergebmssen sehr gut überein. 
Beispiel 17. AUSßllfs eine!!. Gases durch die Öffnung eines Ge-
rafses. W en~ ein Gas aus einem GefUfse mit dem inneren Drucke po 
durch eine Oifnung in ein andel:es GerMs mit dem Drucke p über-
strömt, so erweist sich bei geg~benen Werten des Druckes Po und 
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der Temperatur die pro Sekunde überfliefsende Gewichtsmengt' als 
proportional mit: 
hierbei ist a der Quotient ]I: Po und r bedeutet eine von der Gasart 
abhängige Konstante. Es fragt sich, wann das angegebene Gewicht 
1 1+-
ein gröfstes ist, d. h. also wann u Y - ce Y ein Maximum wird. 




]I = }Jo (, + 1) . 
Für atmosphärische Luft ist r = 1,41, so dafs man findet: 
1J = 0,527 PO' Die Ausströmungder komprimierten Luft geschieht 
somit am schnellsten, falls der äufsere Druck ein wenig gröfser als 
die Hälfte des Innendruckes ist. 
Bei s p i el 18. Die }1'ortleitnngskosten des elektrischen stromes 
in einem Kabel setzen sich im wesentlichen aus zwei Einzelbeträgen 
zusammen: 1) aus den Kosten, welche durch den Ohmsehen Wider-
stand des Kabels bedingt sind; der Verlust beträgt 02}" Watt pro km 
Trace, wobei l' den Widerstand eines Kilometers der Hin- und Rück-
leitung in Ohm, und 0 den Strom in Ampere bedeutet; - 2) aus 
den Kosten, welche durch Amortisierung und Verzinsung des Anlage-
kapitals entstehen. Aus den Preislisten von Kabelfabrikanten und den 
Forderungen von Unternehmern für die Verlegung von Leitungen fand 
ich, dafs in jedem Falle bei gleichartigen Kabeln und bei gleichartiger 
Verlegung die Kosten eines Kilometers Leitung für die Praxis aus-
reichend genau als eine lineare Funktion des Kupfergewichtes ange-
nommen werden können. Statt des Kupfergewichtes können wir aher 
auch den reziproken \Vert des Leitungswiderstandes einführen, der ja 
auch für die unter 1) genannten Kosten mafsgebend war. Die unter 2) 
erwähnten Kosten hängen somit ab von dem Preise eines Kilogramms 
Kupfer und von der Höhe des für Verzinsung und Amortisation fest-
gesetzten Prozentsatzes. 
Wir können diese Ausgaben in Geld pro Jahr oder pro Sekunde 
und den 0 hmschen Verlust in 'Watt ausdrücken. Addieren können 
wir die beiden Verluste jedoch erst dann, wenn wir den Geldwert 
eines "Watt jahres" oder einer "Wattsekunde" kennen. 
Den Einflufs der drei in Betracht kommenden Gröfsen (Kupfer-




Fortleitungskosten .les rlektri""h"11 :-'tn')}lI'·';· 
lUl 
nun in die eine Konstante t2 zusammellzi('he~:, ulHl 
lieber in Watt als in Mark pro Jahr aus\lruekpll. 
dpll liesu,mtverlusl 
Fiir denselben er· 
giebt sich dann: y = ()2 r + f' + ". 
r 
Für b kann man bei tbungsheispielen ir~('lId welche We~ 
zwischen 12 uud 46 einsetzen. Wir empfehlen .d<>ffi L('S;~' a;e;; :nd 
eigene Hand diesen Wert na?h dem K~p~'~~pr~ls, _ :leJ~1 ':~I~tteln*). 
den StromerzeugunO"skosten elUes Elektrlzltatswerkui zu 
e ~ 
1 . III Ul l~uersc.uw ") 1) Das Gewicht eines KilometerH Kupfer eltung VOll 11 'I der Preil 
murs zunächst festgestellt werden; es bptrage /1111 kg. lst tun I/leich pm B 
eines kg Kupfer in Mark, 80 kann der Preis des Kabels ll.~~ H'<~~~r~insung und 
plus einer Konstanten gesetzt werden. Ist R der Betra~ im t, ,les Kabel! 
Amortisation in Prozenten pro Jahr, so ist der ,l\lrch ,lw Ko~ ~ll _. -
yeralliasste jährliche Verlust in 11ark bestimmt durch ,lI')} Ansdrn('k. 
R 
--- ]J • II! • H + const. 
. 100 .... . . ·t "inern Ver· 
1st nun eme Ausgabe von 1 Mark Jahrhch glmchwprhg ml - lust von 
luste von IV Watt, so veranlassen rlie Anlagekosten einen rlaut'rnden \ er 
(~ w p m (~+ const.) Watt. ~ . 1 m~'­Man beachte, dars diese Zahl IV sorgfältig ausgmlllttelt wen en nf"h't ist 
wenn das Kabel jeden Tag 24 Stunden lang einen konstanten Strom n r , 
w sehr leicht zu besti=en. 
36. ..' . ]' f P /I! ist. Nun setze man a = -- und SIeht dann, daI~ unHeT t-= O,.lb ,I 
r r . tabelste 
2) Manche Leute meinen, dars diese Lösung der Aufgaue (l.e ren Das ist 
'Stromdichte für jeden beliebigen Leiter unter allen Umständen aug1ß?\.r sind, 
.ein Irrtum; denn obwohl die oben berücksichtigten Betrilge sehr w~c h;g nkW 
80 können doch, besonders bei langen Leitungen, noch neue G~SIC SP~en 
hinzutreten. Bei Belenchtungsanlagen murs man z. B. darauf Rück.sIcht neen e;. 
dars zn grofse Spannungsverluste ein schlechtes und unruhiges LIcht e;zk ~ng ~andelt es sich andrerseits z. B. um die Dimensionierung der Ankerwl~ e nat-
emer Dynamo, so murs man beachten, dars die Vergröfserung des K~p erq und 
schnitts zugleich den Eisenkörper und clamit die ganze Maschin:- grofse~ der. teue~er wer~en läfst. Es kommen hier also hinzn der geringere Preis des 1111n 
wertlgen LlChtes und die 1Iehrkosten der gröfseren Maschine. K ten 
3) Wenn man durch blorsen mathematischen Ausdruck die gesamten o~'rse 
u:gend eines technischen Entwurfes clarstellen kann als eine Funktion ~er <!r°ten 
eIDes oder mehrerer Teile derselben, so ist es meist leicht, die gunst:g\e_ 
Gröfsen zu fin~en; aber es ist nicht immer leicht, gegeben~n Fal!eS dIe die 
treffende FunktIon zu finden. Und doch sind dieser Art dle Aufgaben, je~er tüchtige Ingenieur fortwährend lösen murs; die Vergröfserung eines :we~ 
bnngt stets Vorteile und Nachteile mit sich· wie weit man O'ehen soll, 1St a,s 
eine Frage über Maxima und Minima.' e 
. 4) Man beachte auch folgendes: Angenommen wir haben einen -'iV ert von ~ 
gefunden, welcher y zu einem Maximum macht·' dann kann es immer no\ m~glich ~eill, dafe .ganz ande~e Werte von x Werle von y geben, welche a:u 'b.6 lllch~ VIel .von dlese~ MaXImum verschieden sind. Der tüchtige praktlsc 
Ingellleur wrrd auf dlesen Umstand Rücksicht nehmen und wird in solchen 
Fällen uiebt allzu 'hartnäckig darauf bestehen aerade jenen zuerst besthnJlltell 
Wert von x zu henutzen. ' " 
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Für gegebene Stromstärke 0 soll nun die Bedingung gesucht 
werden, unter welcher der Betrag y der Gesamtkosten ein Minimum wird. 
Die Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Frage nach der möglichst 
rl'ntablen Bemessung eines Kabels für eine gegebene Stromstärke. 
Die letzte Gleichung ergiebt: 
dy = 0 2 _ ~2 
dr r' 
und dieser 'Wert wird 0 für j' = t (' 
Demnach erhalten wir z. B.: 
fu"r 45 t = 45 den Wert r = C'. 
Ist nun a der Querschnitt des Leiters il]. qmm, so ist j' ungefähr 
gleich ~~ Ohm, so dafs 0 = 1,25 a wird; es wäre also in diesem 
a 
]1~alle am billigsten, jedes Quadratmillimeter des Kupferquerschnittes 
mit 1,25 Ampere zu belasten. 
Nun ist aber im allgemeinen bei einer derartigen Berechnung 
des rentablen Querschnittes nicht. die Stromstärke vorgeschrieben, 
sondern die elektrische Leistung, also das Produkt aus Stromstärke 
und Spannung. 
Wellll man nun für eine Funktion lt von mehr als einer unab-
hängigen V 4'rämlerlicb4'n, z. B. von x und y, die Maxilla und Minima 
b t · O!~ es Immen soll, so Sf)tzt man erst c:-- = 0, wobei y für die Diffe· 
ox 
rentiation nach .e 
wobei x während 
gelten soll. 
als konstant anzunehmen ist, und dann ~~ = 0, 
oy 
der Differentiation inbezug auf y als konstant 
Aus den entstehenden beiden Gleichungen erhalten wir dann durch 
Auflösung diejenigen Werte von x und y, bei denen u ein Maximum 
oder ein Minimum wird. Ob das eine oder das andere eintritt, mufs 
dann noch besonders untersucht werden. Auch giebt es Fälle, bei 
denen ein auf dem angegebenen Wege gefundenes Wertsystem x, y 
weder ein Maximum noch ein Minimum der Funktion u ergiebt, doch 
können wir hierauf nicht weiter eingehen. 
Ist übrigens 1t eine Funktion der Gröfsen x und y, die nicht 
lmabhängig von einander sind, sondern durch ein Gesetz mit ein-
ander verknüpft erscheinen, so gestaltet sich die Rechnung weit ein-
facher; dann setzt uns meist eine kurze Überlegung des .. gesunden 
Menschenverstandes in den Stand den Fall zu behandeln. Uberhaupt 
. , 
1St es bei allen unseren Arbeiten erforderlich, dars man nicht blos 
Perry, höhere Analysis. 
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einer Schablone folgt: - gerade die selbstiindige Chcrlegung übet 
seine eigenen Probleme befähigt den Ingenieur, hliufig schwierige A.rA.. 
gaben mit geringen mathematischen Hilfsmitteln zu lösen. 
Dies gilt auch für obige Betrachtung, wo statt der Stromst~rke die 7.1l 
übertragende Energie P vorgeschrieben ist und für dicsp, drr günstlg.ste K;abel. 
querschnitt gesucht wird. Die Länge der Trace betrage 11 km un,l dre LelKil~ 
(Hin- wd Rückleitung zusa=en) habe einen Widerstand von I" Ohm pro ~ 
meter; ferner sei VI' die Spannung am Generator, gegelJl'Il; C lJedeute die 
Stromstärke, und V die Spannung an der EndRtation. Dalln i~t: 
VI - V= enl". 
Nun ist P = C V gegeben, und wir wissen bereits, dafR die StrOlnfort· 
leitungskosten pro km: 
t' (1) Y = C'r + + b r 
sind, wo wir t und b kennen. Daraus müssen sich die Bedingungen für die gÜIlstigHtp Bemessung dea 
Sowohl C als auch r sind hier veränderliche lhöfsen· abcr Aie Rind nieht Kabels ermitteln lassen. 
unabhängig von einander; denn es gelten die Beziehungen; 
(2) V = VI - C n I' und P = C VI - C' n 1" . 
. Durch eine einf~che Umrechnung können wir also y als l!'unktion von C 
allem oder von r allem finden. Z. B. ergiebt sich aus Gleichung \2): 
(3) OV, ~ P 
1" = ----c>~n--· 
Indem wir diesen Wert in Gleichung (1) einsetzen, erhalten wir 
(4) OVI - P t'C2 n y = ~-n~··+CV=p+b. 
1 
v CD~s: Gle~chung e~thält aufser C nur Konstanten, so dafs wir den V{ert S~ stä:n konnen, bel.welchem y ein Minimum wird· kennen wir aber diese 
om . r. e, BO finden .wlr den zugehörigen Widerstand' aus (3). .:, 
v BIS .~zt haben Wll: angeno=en, dafs der Leser nur x" zu differenzierell e~r:~~s \:lKgeap~teslsellln kaw ber.tdiese Aufgabe erst dann weiter verfolgen, wenn 
. _~~~_~~ 1 e gear el et hat *). . 
eine :> h~'ür. ~ie Differentiation von Gleichung (4) werden wir in Kapitel 111 
e r em ache Methode kennen lernen, welche folgendes. Resultat ergiebt : 
dY, = V, + I!} V, - P) 2t'Cn - t' O'nV, 
dC n (CV1 -P)2 
Setzen wir diesen Ausdrn k 1· h N teJ!. Wert für C. Es hä.tte nicht v~ g eiC ~,.so erhalten wir den gesuch 
weiter zu gehen, ohne bestimmte\W~rt, hIer ~n unseren Betrachtungen n~ 
weiter mit den Werten: V _ ~o: V efwerte emzus~tzen. Man rechne desh tt 
t' = 1600 und suche C und' dann rot, n = 10 KIlometer, P = 20000 Wa ': 
. Wegen weiterer interessante . R hn .. et-w~ll!en wir auf das Buch 0 C r ec ungen uber diesen Gegenstand v 
tnscher Leitungen". v n . Hochenegg: "Anordnung und Bemessung e1611.-
Besonders hervorheben möcht·· .. en WIr noch, dafs bei gegebenen Werten fiil' 
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In meinen Vorlesungen über "Hydraulic Machinery" leitete ich einen Aus-
druck ab für den bei hydraulischer Arbeitsübertragung durch ein Rohr auftreten-
den Gesamtverlust. Dieser Wert wurde als Funktion der von der primären Ma-
schine geleisteten Arbeit, des höchsten Druckes und des Rohrdurchmessers a 
dargestellt. Es war dann leicht, d so zu wählen, dafs die Gesamtkosten ein 
Minimum werden. Wenn man jedoch p, den Druck an der sekundären Station, 
und die sekttndär geleistete Arbeit von vornherein als gegeben annimmt und 
damit auch Q, die sekundliche Wassermenge in Kubikmeter, und wenn man 
die Kosten der Verlegung proportional mit dem Quadrate des Durchmessers 
einsetzt, so ergiebt sich für die Gesamtkosten ein Ausdruck von folgender Form: 
I Q" l' Q' 
Y = (l ([5 + b -d" + chI'. 
Dabei hängt der Wert der Konstanten a, bund c ab von den Erzeugungs-
kosten der Energie, dem Zinsfufse, dem Eisenpreise etc. Dieser Ausdruck wird 
ein Minimum, wenn sein Differentialquotient nach cl gleich Null wird, d. h. 
wenn 
2 eld = 5 alQ3 d-6 + 3 bl2 Q2 d-4 
wird. Aus dieser Beziehung können wir dann den günstigsten Wert für d leicht 
durch Probieren ermitteln. Die Konstanten bund e werden auch mit durch die 
Festigkeit des Materials bedingt, und es ist also möglich, zu entscheiden, ob 
Schmiedeeisen oder Gufseisen geringere Gesamtkosten ergiebt. Aber auch dann 
ist immer noch eine Position veruachlässigt, nämlich die Kosten der Maschinen 
und der Pumpen. 
Im Anschlufs an das letzte Beispiel wollen wir jetzt noch eine Aufgabe 
über elektrische Leitungen behandeln, bei der zwar kein Maximum oder Mini-
mum zu ermitteln ist, die aber gerade hierher pafst: 
Eine elektrische Verteilungsleitung gebe dauernd auf jedem Kilometer 
ihrer Länge eine Stromstärke von a Ampere ab. Es sei x die Entfernung irgend 
eines Punktes (in Kilometern) von dem der Dynamomaschine abgelegenen Ende 
der Linie. Ferner sei C die Stromstärke. und V die Spannnng an dieser Stelle, 
und r der Widerstand der Leitung pro Kilometer in Ohm (und zwar der Wider-
stand von einem Kilometer Hinleitung und einem Kilometer Rückleitung zu-
sammen). 
dC 
Der auf einer Länge dx abgegebene Strom ist dC oder korrekter: dx dx' 
und die entsprechende elektrische Energie beträgt: dx· V· :~ Watt. Ist also 
l' die an der betreffenden Stelle x pro Läncreneinheit (km) abgegebene Energie, 
so gilt die Beziehung: " 
(1) 1'= V. dC. 
dx 
Kun wollen wir mit V + dV die Spannung bei x + dx bezeichnen. Dann 
ergiebt sich für die Stromstärke, da ja r . dx der Widerstand des betrachteten 
VI' rund l' die Länge der Trace nicht mehr unbeschränkt ist; vielmehr ist 
dann der höchste erreichbare Wert: 
V' 
n = ----}--_ .. 
41"1' 
Bei dieser Länge des Kabels wird nämlich P genau gleich dem durch den 
Ohmschen Widerstand des Kupfers bedingten Verlust. 
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i1 V . r . Ausdruck nll! 
W .... C = - oder g.·nauer, ,la .Ft ( \""tr Stückes ist, der er.: r . .dX wird, 
A X I'mmer kleiner und kh·illcr W'llom
men 
. dann korrekt wird, wenn '-' 
(2) 
de 
Wir hatten d x = a 
1 d l' 
c= .-' r d.7: 
f'Ur ." = 0 .L h. am Ende des gesetzt; ist nun (' = 0 
Kabels, 80 wird C = ax· 
Nehmen wir ferner r als konstal ,so lautet nunmehr Gleichung (2): 






Dabei bedeutet Vo die Spannung am 1 der Stn·ckP. 
Die Gleichnng (1) lautet dann: 
(4) P = a . V, \:rft·x'. 
Nehmen wir beispielsweise: Vo = 200 Volt, a = 2" Ampere 'pro kmk Tr&: 
r = 1 Ohm pro km, so k.önnen wir lei~ht nac~rechn\ln: wle'tdU~ ",~:ro u: volll 
gegebene Leistung und dIe Spannung slcb vernngern, Je wel ('! 
Generator entfernen. 
X' v , 
'0\200-5000' 
1 ! 212,5 5312 
2 250 6250 
3 I 312,5 7812 
4 \ 400 10000 
Ist V, die Spannung bei der Dynamo, und ist die Linie im ganzen n Ju
n 
lang, so ergiebt sich aus (3): 
V, = Vo+ tarn'. 
Die Leistung pro Kilometer kann im äufsersten Falle Po = a Vo -v:rer~~ 
sind uns nun V, und Po gegeben, und wird Vo gesucht, so finden Wlf, 
n nicht gröfser werden kann als 
_~.!,_~ . 
l'~frPo 
Dies ist also der Grenzwert für die Länge der Linie. MI We~ wir:. z: B. bei .eine~ e~ektrisehen Bahnalllage, fiiff P auf der gall~ 
Strecke emen mogllchst glelchma/stgen Wert zu erzielen wimBchen, 80 können 
versuchen 
(0) C=ax-bxc 
zu setzen, worin a, b und c Konstanten sind. Dann wird ,1 d V = aX - bi, 
T dx 
(6) V= Vo+ ~rax'- C+l [(;"+1. 
Da. nun P = V ~~ oder gleich V(u _ cbxe- 1) ist, so können wir leicht 
die drei Konstanten a, b c so bestimmen dars P bei drei beliebig angenoJll-
menen Punkten der Lini~ denselben WeIt 'hat. 
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Z. B. sei: r = 1 Ohm, Vo = 100 Volt, P= 10000vVatt für folgende drei 
Punkte: x = 0, x = 1 km, x = 1,5 km. 
Dann finden wir durch Probieren, dars 
G = 100x - 14,75x2,115 
sein murs, und daraus können wir dann leicht G für irgend einen beliebigen 
Punkt der Strecke ermitteln. 
Beispiel 19. Die Anschaffungskosten einer Maschine mögen 
ax + by Mark betragen; ihr Wert für mich sei dagegen proportional 
mit xy. Gesucht werden nun die günstigsten Werte von x und y, 
wenn für die Anschaffung eine feste Summe ausgeworfen ist; es soll 
also xy ein Maximum werden. 
Wir setzen c = ax + by, sodafs 
und 
wird. Dieser Ausdruck wird em Maximum, wenn 
c 
b 
wird. Folglich gieht 
oder c ax= 2 
die günstigsten Daten für die Maschine an. 
Beispiel 20. Die elektrische Zeitkonstante elller cylindrischen 
Drahtspule ist näherungsweise : 
tt = ___ 'I/J,xY~. 
QX + by + cz 
Darin bedeutet x den mittleren 
Radius, y die Differenz zwischen 
dem inneren und dem äufseren Ra-
dius, z die axiale Länge der Spule; 
m, a, b, c sind vier Konstanten, 
deren Werte bekannt sind. 






Gesucht seien nun bei gegebenen Volumen der Spule diejenigen 
-Werte von x, y und z, für welche u ein Maximum wird. 
Wir setzen demnach 2n:· xyz = 9 und fragen: wann wird 
abc 
yz + :rz + xy 
ein Minimum? Wir substituieren für z seinen Wert; dann geht unsere 
Frage über in die nach dem Minimum von: 




Drahtseil einer Hiillgt'hriit'k,' 
(I. SI 
Diesen Ausdruck wollen wir r nelUHlll, 
. ij ,. 
Da nun ,I unu y unalr 
und ;" I'inzeln gleich ?y hängig von einander sind, so müssen Wll' -;:-:; 
Null setzen, Dann erhalten wir: 
CI + 0 _ gc. = 0 
21tYX" , 
o b - ge = 0 + 21txy' , 
• ge 2 qc 
X·Y = a2-;:t' xy = b21t 
Die Division der beiden letzten Gleichungen prgipht: 
!f" 
(( 2:r ' 
3 _ bgc 
x - o221t' 
Darans folgt dann 
V" agc y = b'21t 
und 
g 'V311lb9 
z = 21txy = c221t . 
38. Das Drahtseil einer Hängebrücke trägt seine Last ve~mittelst 
angehängter Stangen; die so angebrachten Lasten sind für die eUlzeln~~ 
Hängeeisen ungefähr einander gleich und gleichmäfsig verteilt., Für 
die Rechnung nehmen wir an, dafs das Seil ganz gleichmäfs~g b~ 
lastet sei, und zwar sei das Gewicht der Last für die Längenelnhe~~ 
horizontal gemessen, gleich w. ~: 
fast horizontal verlaufender giele ~ 
förmig gebildeter Telegraphendra 
y 
.'1 
genügt nahezu dieser Voraussetzung· 
Welche Gestalt wird das Seil an" 
nehmen? 
Der tiefste Punkt des Seiles 
(cf. }i'igur 10) sei der Nullp~ 
~~~=:::-*~-i ___ \' ' DIß 
. 0 des Koordinatensystems. . 
T 
Fig.l0 
Abscissenaxe 0 X läuft von luel 
h~rizonta! und tangential zum ~eilO 
DIe Ordmatenaxe 0 Y steht m ' 
vertikal. Ein. heliebiger Punkt P des Seiles habe die Koordinatell 
x ,und y. Man _ betrachte nun die Gleichgewichtsbedingung des 
TeIles 0 P der Kurve. Derselbe ist im Gleichgewicht unter der 
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Wirkung eI'stens einer Zugkraft To, welche tangential 
gebracht ist, zweitens einer gegen die x-Axe geneigten 
tangential zur Kurve im Punkte Pangebrachten 
Kraft T. drittens einer in Richtung der nega-
tiven Ordinatenaxe wirkenden Kraft wx, welche 
die Resultante der Schwerkraft für unser Kurven-




Man wende nun die Regeln über Kräfte am 
starren Körper an. Dabei ist als starr ein Körper 
zu bezeichnen, wenn die auf ihn ausgeühten Kräfte 
eine Veränderung seiner Gestalt nicht mehr be-
Fig.11. 
wirken. Ziehen wir ein Dreieck, dessen Seiten parallel den drei ge-
nannten Kräften laufen, so müssen diese Seiten den dl'ei Kräften 
proportional sein. Ist -& die Neigung von T gegen die x -Axe (cf. 
Figur 11), so folgt: 
(1) l' -T- = cos-&, 
wx (2) T = tang-&. 
o 
Da aber andrerseits für unsere Kurve ~~ = tang-& zutrifft, so ist 
(3) dy 11' 
• dx= l~x, 
woraus man dmch Integration gewinnt: 
1 10 • /' Y = -2- 1'- X" + L. 
o 
Die Konstante C hat den Wert 0, da für :1' = 0 der Wert !I = ° zu-
trifft, Die Gleichung der Kurve ist somit: 
(4) 1 Ir • y = 2 T. X"i 
o 
sie stellt eine Parabel dar. Hieraus folgt natürlich umgekehrt wieder: 
w 1 10' 
tang.& = l' x, ws'{j- = 1 +1'2 x2; 
o 0 
und da T eos.& = To ist, so findet man endlich: 
(5) 
Eine Reihe sich hier anschliefsender Rechnungen ist nun leicht 
ausführbar. Ist z. B. für einen Telegraphendraht l die Spannweite 






gegen die beiden gleich hoch angenommenen AufhiillKull~sPunkte, SO 
haben wir für Formel (4) zu beachten, dafs für J ~~ ~ I offenbar 
y = D zutrifft. Es ist somit: 
1 w 1 /1'1' D =- . P oder To = ~J-)' , 2 To 4, n 
und hieraus ist die Spannung T an irgend einer ~h·lle :1' nach (0) 
leicht zu berechnen. 
Bei der Untersuchung der Gestalt eines gleichfünnigen und ~ur 
mit seinem eigenen Gewichte belasteten Seiles ist (lie lntegra.tio~ 
nicht ganz so leicht ausführbar. Diese Entwickhlllg, welche die 
Kenntnis des dritten Kapitels voraussetzt, gehen wir in einer Note*~ 
*) Das Gewicht eines Teiles OP unserer Kurw' (cf. Fig-ur 10) ist jet~ 
nicht m~hr ~leich.w x, sondern gleich ws, wenn s di(, Bogenlänge der KUl"I~ 
von 0 bIS P 1St. DIe Kurve selbst trägt in diesem Falle dPII Namen der Ketten 
1inie. An Stelle der Gleichung (3) tritt: 
(1) dy _ ws oder dy s 
dx - T
o 
dx = c' 
falls man To = w c setzt. Ist d sein Bogendilferential Unserer Kurve, Bq ist 
bekanntlich: 
ds! = dx i + dy!, 
und also folgt aus (1): 
ds _ 1/(dX)' 
dy - Y dy + 1, 
ds ~2 
dy = ~s-
woraus man durch Integration gewinnt I 
(2) y + c = yc'+S!. 
~erbei ist die Integrationskonstante derart bestimmt 
länge s = 0 zutJ:ift't. Aus (2) folgt: ' 
(3) S!=y2+2yc. 
dars für y = 0 die Bogen-
~::~:Eintragung des hieraus entspringenden Wertes von s in (1) findet ]JIs,Jl 
dx=~ __ . 
Durch Integration folgt: yy" + 2yc 
x = clog y + _ c + V j[ + 2 Y c . 
c ' 
hier darf keine VOn 0 verschieden K t die Gleichung für x "'" 0 y _ 0 d eh ~~s ante mehr hinzugesetzt werden, da 
erfüllt sein mms. ' - , . . ur den Ursprung des KoordinatensysteUJS 
Unter Benutzung de E . lf . 
schreiben: r xponentla unktion läfst sich die letzte Gleichung so 
'" y + c + Vi/2+ 2ye = c. e-; , 
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Ist das Seil so flach, dafs wir das Gewicht eines Segmentes desselben 
proportional seiner Horizontalprojektion setzen dürfen, so haben wir 
nach obigem die parabolische Gestalt. 
39. Wirkungsgrad der Heizfläche eines Dampfkessels. Die 
Wärmemenge, welche ein Gas bei Abkühlung VOn der Temperatur 
() = ()1 bis auf () = ()2 abgiebt, sei pro kg Gas gleich c (()1 - ()2), unter 
c eine Konstante verstanden. [In Wahrheit trifft diese Annahme der 
Proportionalität zwischen abgegebener Wärme und Temperaturdifferenz, 
also die Annahme einer konstanten spezifischen Wärme des Gases, 
woraus weiter leicht folgt: 
.7: 
y + c - Vy,+ 2 yc = c . e c. 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen entspringt: 
y + c = ~ c V~- + e -~). 
Man gehe jetzt nachträglich zu dem in Figur 12 gezeichneten Koordinaten-
system über, dessen Nullpunkt in der Eutfernung c senkrecht unter dem tiefsten 
Punkte der Kettenlinie gelegen ist. Die Ordinate y, im neuen System ist als-
dann durch y, = y + c gegeben, während {f unverändert bleibt. Die Gleichung 
der Kettenlinie wird jetzt: 
( XX) (1) y, = t c eC + e C , 
was man unter Gebrauch der 
}'unktion cosh, d. h. des hyper-
bolischen Cosinus , auch so 
schreiben kann: 
y, = c cosh (-f)· 




S = c sinh ( :) . 




'Vir bemerken, dafs über die Werte der hyperbolischen Funktionen sinh tt 
und c08h l' Tafeln publiziert sind. 
Unter nochmaliger Rückkehr zu den Figuren 10 und 11 stellen wir für 
die Zugspannung im Punkte P die Gleichung auf: 
T ,!!J_ = ds 
ICS Be dy 
d 1 r · h f ds . bt o er, (a aus . a· SIe so ort s· - = y + c ergIe " 
dy 





nicht genau zu.] Als Gesetz für die ~Wiirll\etrallslllissillil der Reis-
fläche nehmen wir nach Versuchen von Pedet au: ViI' Wärmemenge, 
welche von dem Heizgase durch die Kesselwand in das ~Wasser über-
tritt, sei pro Stunde und qm Heiztliiche 1/1 U2, falls 0 die an der be-
treffenden Stelle herrschende Temperaturditl:"erenz zwisehell Gas und 
Wasser ist. Nun sei 01 der Wert von 0 für !las Feuerende des Zu~es, 
und ()2 derjenige für das Fuchsende. Dann wollen wir den an eIDer 
beliebigen Stelle des Feuerzuges vor sich gehenden 'Yiirmeaustausch 
betrachten. 
Die Gase mögen vom Rost bis zu einem hestiulIllten Punkte, lIlI; . 
dem die Temperaturdifferenz 0 zwischen Has und \Y aS~l'r herrsch~ 
im Ganzen eine Heizfläche von S qm hestriehen hahen; von dorl 
strömen sie weiter nach einer Stelle, wo S zu S + Li I') und (J z~ 
8 + LI 0 geworden ist. Dabei ist übrigens Li 0 llPgativ, wie WII 
gleich sehen werden. C 
Wir nehmen nUn an, dars der ßehanung'szui-ltand eiugetreten sei, 
und dars durch die Fläche d S während jeder Stunde eine Wä}'1ll6' 
menge m ()2 . d S VOn den Gasen an das "r asser abgegehen werde. 
W e~ ~ann während einer Stunde W kg der (ja,\(, an dieser Stelle 
v~rbelZlehen, von denen jedes - c . Li (j Calorien abgiebt, so erhalten 
Wlr -lV c· Li (J als zweiten Ausdruck für die stündlich durch die Fläche 
Li S abgegebene Wärmemenge; es entspringt somit die Gleichung: 
-WC·L10=mfj2·Li8 
(1) d8 We 1 
-([ii = - TIt • fP . 
Durch Integration nach 0 finden wir dann: 
(2) S = !J'"c 1 + a 
111 & ' 
wobei ~ die Integrationskonstaute ist. 
d . 'i ~ setzen nun für (J spezielle Werte ein' zunächst: 0 = (J1) 
·h1. g elch. der Temperaturdifferenz am Feuerende' wo S = 0 ist· dann 
er alten WIr: " 
o=WC2..+ a 
In &, ' 
sodafs (2) übergeht in: 
(3) 
S = :c (~- -:J. 
Diese GleichunfT zei!rl w' (j 't ('nde ZUlU F h . t:I . t:I, Je. ml wachsendem S vom Feuer-
ue S lmmer mehr abmmmt, und es lohnt sich der Mühe, 
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--- --- ------- -------------_._~._---- --
eine Kurve aufzustellen, welche die Beziehung zwischen Sund ° 
darstellt. 
Ist fortan S die gesamte Heizfläche des Kessels, die zu 0= °2 , 
d. i. zur Temperaturdifferenz am Fuchsende gehört, so erhalten wir: 
s=~(~-~). 
m 02 0, 
Auf dem Roste enthält jedes kg der Heizgase c01 abgebbare Cal.; 
davon giebt es an das Wasser in Wirklichkeit aber nur C·(01-02) Cal. 
ah. Infolgedessen kann als Wirknngsgrad der Heizfläche der Quotient 
(6) 
angesehen werden, den wir gemäfs Gleichung (4) auch folgender-
mafsen schreiben können: 
E ___ 1 __ . 
,- Wc 
1 -..\--- -
, 0, JlI/) 
Nun sei W' das Gewicht der pro Stunde verbrannten Kohle. 
Dann ist TV = 13 TV', wenn gerade soviel Luft zugelassen wird, wie 
zur vollständigen Verbrennung erforderlich ist. In Wahrheit wird 
stets mehr Luft zugeführt. So ist bei künstlichem Zuge gewöhn-
licher Anordnung W etwa gleich 20 TV'; bei Feuer mit natürlichem, 
durch den Kamin erzeugten, Zuge haben wir etwa mit W = 26 W' 
zu rechnen. 
Je grö[ser der (praktisch unvermeidliche) Luftüberschufs ist, 
desto geringer wird natürlich 01- Aber die Erfahrung zeigt, dafs 81 
sich nicht umgekehrt proportional mit W ändert, wie man wohl auf 
den ersten Blick vermuten möchte. In welcher Weise 81 von dem 
Betrage des Luftüberschusses abhängt, wissen wir zwar nicht genau; 
angenähert scheint indessen Folgendes zu gelten: wenn f die pro 
Stunde und pro qm Heizfläche verbrannte Kohlenmenge bedeutet und 
wir diesen Quotienten mit w bezeichnen, so scheint ein Gesetz etwa 
von der Form: E =--~- zu bestehen wobei a von dem Betrage 
l+aw ' 
der überschüssigen Luft abhängt. In der Praxis hat man gefunden, 
dafs für natürlichen KaminzuO' a = 01 und für künstlichen Zug 
'" , (( = 0,06 ziemlich zutreffende Resultate ergiebt. 
Sind besondere Einrichtungen zur Vorwärmung des Speisewassers 
vorhanden, so kann man diese dadurch berücksichtigen, da[s man 
den Zähler des Bruchf'S gröfser als 1 annimmt. 
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Anstatt des oben angegebenen Gesetzes, dafs die pro qm Heiz-
fläche und pro Stunde von den Gasen abgegebene Wärmemenge pro-
portional mit 8" sei, hat man vielfach - und wahrscheinlich trifft 
dies besser zu - auch angenommen, dars diese Wärmeabgabe propor-
tional mit 8 ist. Dann nimmt die obige Gleichung (1) folgende Form an: 
(21 
dB cW 
d() = -lILa' 
clV S = - - log 0 + const. 
1/1 
Wir setzen nun wieder für fJ zunächst den Wert fJ1 , d. i. die 
Temperaturdifferenz am Feuerende, ein; dort ist S = 0, sodafs unsere 
Konstante gleich c: log 81 wird und Gleichung (2) übergeht in: 
(3) S = c: log (-i). 
Ist andererseits S, wie vorhin, die gesamte Heizfläche, und 82 









E = 1 - ~- = 1- e- cW 
(), 
Oder, wenn Wir wieder mit w das Gewicht des Brennmaterials 
pro Stunde und qm Heizfläche bezeichnen, so geht Gleichung (6) 
üher m: 
(71 E = 1 - e aw. 
. ~o. Arb~itsleistung einer expandierenden Flüssigkeit*). Es sei in irgend 
el1~em Augenbh?ke p d~r D;nck un~ t' das Volumen einer Flüssigkeit, welche 
bel der ExpanslOn bereits ell1e ArbeIt von W mkg geleistet hat Dann ist eine 
gut<' Definition des Drucke.: . 
(1 dW 
P = ~dv 
oder in Worten: Der Druck ist gleich der pro Einheit der Volumänderung ge-lei~tete Arbeit. 
*) M~n beachte, dars diese Aufgabe sehr leicht wird sobald wir nur für 
I' und r dH' Buchstaben :r und y schreiben. • 
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Anschaulicher wird uns dieser Satz durch folgende Überlegung werden: 
Wenn die Flüssigkeit sich um das Volumen Liv ausdehnt, so leistet sie dabei 
eine Arbeit p . Li v, welche gleich Li lV ist; daraus folgt dann unmittelbar: 
LiTT' 
P = Li/' . 
, Dies ist aber nur dann genau richtig, wenn LI v weiter und weiter gegen 
dIe Grenze 0 abnimmt, und damit kommen wir auf Gleichung (1). 
Nun möge die Flüssigkeit expandieren nach dem Gesetze: 
(2) P . 1" = c, 
wobei c eine Konstante bedeutet. 
Dann ist p = c . v-"', und dies soll also der Differentialquotient von lV 
nach v sein. Wir haben demnach zu setzen: 
dW -3 dv = c . t' . 
Wir integrieren gemäfs der in Art. 28 besprochenen Regel und erhalten: 
(3) w= t~v-·+1+C, 
-s+l 
wobei C eine Konstante ist. Um den Wert derselben zu finden, setzen wir fest, 
dafs wir die Arbeit Wvon dem Werte v=v, des Volumens ab rechnen wollen; 
d. h. es ist W = 0 für v = 'l't . 
Dann gilt für diesen Zustand: 
und daraus folgt: 
c 1-"+(-' 0= ---- VI . , 
1-.~ 
C 1-8 C=-l_S 1'1 . 
Diesen Wert von C setzen wir nun in Gleichung 'ß) ein und erhalten: 
(4) W c (,1-, 1-,) 
= l-s v - vl .' 
Entsprechend gilt für die bei der Expansion von '/,', auf '/,', geleistete Arbeit: 
(5) ur C (1-' 1-,) 
.. " = 1 _ S '/,'2 - Vl . 
Diese Lösuncr kann zweckmäfsig auch noch in andere Formen gebracht 
werden. Aus Gle~hung (2) haben wir nämlich: 
S .'''' C = Pl vl = P2 u2' 




Tl' • =P'l~\ {(V.)l--- 1 1
J
-, 
'- 1 = s v, 
w: • = p, v, {1 _ (~1)' -I} , 
'- 8-1 v. 
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• 
eine Fonnel, welche bei Berechnung von Gas- und Dampfmaschinen vielfach 
benutzt wird. 
Es giebt einen Fan, bei welchem diese Lösung ihre Dienste versagt: Ma!L 
versuche s = 1 einzusetzen; das heifst: man suche zu bestimmen, welche ArbeIt 
eine Flüssigkeit bei der Expansion vonv1 auf v. leistet, wenn sie nach folgen-
dem Gesetz expandiert: 
p. t· = c. 
(Bei einem Gase würde diese Gleichung die isothermische Expansion bezeichnen.) 
Wenn man erkannt hat, dafs die Lösung mifslingt, kehre man zurück zu 
der Gleichung: 
(7) 
Man wird nun allgemein finden, dars bei der Integration von x'" die i~l 
Art. 28 angegebene Lösung unbrauchbar wird, wenn 1n = - 1 ist; aber WH 
haben schon gesagt und werden es auch bald beweisen, dars das Integral von 
.1'-1 gleich log x ist. Demnach ist das Integral von (7): 
W = c . log 'C + C. 
Wenn wir nun in derselben Weise weiter schliefsen wie vorhin, werden 
wir für diesen Spezialfall finden: 
(8) lV,. = c . 100' 7,'2 • 
.. Ö i-'t 
~l. Vereinfachtes Dampfmaschinendiagramm, Der Dampf werde dem Cylin-
der mIt dem konstanten Druck P, zugeführt, während der Dampfraum hinter dem 
Kolben von 0 bis V, anwächst. Die da-
bei geleistete Arbeit ist gleich vt Pt. Nun 
expandiere der Dampf auf das Volumen v • p .. t:,.._._ 
nach dem Gesetze: p. v' = c. 
Die während dieser Periode geleistete 
Arbeit ist dann gegeben durch Gleichung 
(6) oder (8). . 
Der Gegendruck hinter dem Kolben sel 
P.; dann ist die Arbeit, welche die Aus-
treibung des Dampfes bei dem Rückgange 
des ~olbens erfordert, gleich Ps v,; die Ko~-
-~---..,c,!.-_______ v preSSlOn vernachlä.ssigen wir bei diesem DIa-
gramm. 
Bezeichnen wir nun noch '/!! den Ex-
t"l' 
pansionsgrad, mit r, so erhalten wir als gesamte Arbeit des Dampfes pro 
Kolbenhub den Ausdruck: 
Fig.1S. 
+ p,v, ( 1-.) PI vt S--=-1 1 - r - Ps 1' •. 
Nun sei Pi der "mittlere indizierte Druck", sodafs p. v gleich der eben 
angegebenen indizierten Arbeit wird; (p. kann durch Pla~iJ~etrieren aus dem 
~nfgen_()mmene~ Indikatordiagramm gefUI:'den werden). Wir setzen die beiden 
;.. usd.rucke gleIch und dividieren durch r.; dann erhalten wir nach einigen 
, I'remfachungen: 
1 P 1, 1 
1).=P1 -+--·'- --(l-r-')_p r 8-1r s' 
PI (.~ - ,) . ]I. = - r -}) 
I ~ -1 " •. 
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1. 41] Erklärung des besti=ten Integrals. 
In dem Spezialfalle , dafs s = 1 ist, finden wir auf dieselbe Weise: 
1 + logr 
Pi = P1 ---r--- -Ps' 





bedeutet für uns folgende Rechenvorschrift: "Man berechne nach Art. 28 
das unbestimmte Integral von f(x) , trage in dasselbe nach ein-
ander für x die Werte bund a ein und ziehe den letzteren der heiden 
entspringenden Werte vom ersteren ab" *). Das Resultat wird als das. 
*) Das symbolisch durch: 
I, F(,-) 
(1) J(JudY) dx 
a j(x) 
b~zeich~ete Integral wiirde nach folgender Vorschrift zu berechne? sein. Zu-
na~hst 1st u, welches als Funktion von x und y angenommen ist, beI konstantem 
x Inbezug auf y zu integrieren und zwar nach der im Texte gegebenen Vor-
schrift zwischen den Grenzen fex) und F(x). Das Resultat ist inbezug auf x 
~bestimmt zu integrieren; in den entspringenden Ausdruck sind sodann für x 
dIe Grenzen bund a einzutragen und das letztere Resultat ist vom ersteren 
abzuziehen_ 
1. ~st beständig u = 1, so bedeutet u dxdy = da; dy o~enbar ~in Flächen-
element In der xy-Ebene, nämlich den Inhalt eines unendhch kIemen Recht-
ecks, dessen Seiten den Koordinatenaxen parallel laufen. Nach Ausführung der 
ersten Integration bleibt noch das weitere Integral 
h 
(2) JW(X) - {(x)] dx 
a 
zu berechnen. Ersichtlich bedeutet dasselbe den Flächeninhalt desjenigen Stückes 
der xy-Ebene, welches zwischen den bei den durch y = F(x) und y = fex} 
dargestellten Kurven und den zu x = a 
~~d x =. b gehörenden Ordinaten gelegen y 
18 (cf. FIgur 14). Man wird im Anfange , 
~m besten thun, sich nur mit der Gestalt (2) 
es Int.~gral~ und also mit Ausmessungen I 
von Flachelllnhalten der bezeichneten Art 
Zu beschäftigen. 
11. Bedeutet etwa u das Gewicht einer 
auf dem beschriebenen Stiicke der Ebene F~~iegenden Schicht Gold pro Einheit des 
d lac~enmarses, so wird u cl x dy das Gewicht 
1 er uber dem Flächenelement dx dy cre-
degenen ~chicht sein. Das Integral aber wird 
Ellis GeWIcht der ganzen über dem fraglichen 
------u---.. 
-- ------- -b ------ .. -
enenstücke gelegenen Schicht sein. -
d :Wiinscht man allgemein anzuzeigen, Fig_ 14_ 
afs ll"gend eine von den drei Variabelen . R' y, z a?hän~ge Gröfse u über irgend einen nic.ht näher a~gegebenen Tell ~es 
alUnes Integnert werden soll, so bedient man sIch des dreifachen Integrals. 
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[1. 42 
bestimmte Integral von f(x) zwischen den Grenzen a ~nd. b bezeichnet. 
Man beachte, dafs eine willkürliche Konstante, dIe 1m Ausdruck 
des unbestimmten Integrals enthalten ist, bei der zur Berechn~g 
des bestimmten Integrals erforderlichen Subtraktion einfach fortfallt. 
Bei der Integration zwischen bestimmten Grenzen verfährt man 
b 
zweckmäfsiger Weise so: Um z. B. J x2 dx zu berechnen, bestimmen 
a: 
wir das unbestimmte Integral J x2 dx = t x 3 und bedienen uns der 
Schreibweise: h 
{ x 2 (lx = Ci X 3]b = t b3 - t a S• ~ " 
a 
Allgemein haben wir entsprechend, wenn das unbestimmte Integral 
J fex) dx gleich F(x) gefunden wird: 
b 
jfex) dx = [F(x)J~ = F(b) - F(a). 
Offenbar er~eben sich aus der Definition des bestimmten Integrals 
die beiden Regeln: 
JfjUdxdydZ, 
ebenso wie man in unbestimmter Form bei Integrationen über Bereiche in der 
Ebene die symbolische Bezeichnung braucht: 
jjvdxdy. 
Ein solches "Fllichenintegral" schreibt man auch manchmal: 
JVdS, 
unter rl Sein Flächenelement verstanden, wobei sich alsdann die dnrch f an-
gedeutete Summierung auf alle Elemente des in der Ebene vorgeschriebenen 
Bereiches bezieht. Auch bei Integrationen über Bereiche gekrümmter Flächen 
benutzt man die Schreibweise: J 
vdS. 
Diese Bl'Zeichnung schlierst sich derjenigen eines sogenannten "Linienintegrales" : 
jwdS 
an, welches ~ich anf ein Stück ircrend einer ebenen oder im Raume gelegenen 
Kurve bezieht. deren Element da ist. 
Das Linienintegral der Zugkraft, welche auf einen Eisenbahnwagen a~s­
geübt wird. li .. ferl die insgesamt geleistete Arbeit. Beim Strömen einer Flüsslg-
keit durch eine Fläche ist, sofern v die normal gegen die Fläche gerichtete 
a:schwindigkeit ist, d~s . Flä~henintegral J t' d S einfach gleich der pro Se~nde 
hindmchgeströrnten Fluss~gke~ts.menge. Der Ingenieur hat bei seinen praktIschen 
Arbelte~ unausg<:"etzt mIt LIDlen-, Flächen- und Raumintegralen zu thun, und 
e: hat In. den hIer gebrauchten symbolischen Darstellungen der Integrale gar 




1. 42] Flächeninhaltsbestimmungen. 81 
===-=====-:-==-=--
a I • 
• (r(.tld.1" = --.(rCx)dx, 
b It 
(' b 
(rex) d,r = (t(.r) dx + (nx) dx. 
t" " f 
a a c 
4:3. Flächeninhaltsbestimmullgell. Es sei in der xy-Ebene eine 
Kurve durch ihre Gleichnng gegeben, und es sei PS (cf. Figur 15) 
ein Stück dieser Kurve. Für das 
in der Figur durch M P Q T be-
zeichnete Stück der Ebene soll der 
Inhalt bestimmt werden. 
Der zu bestimmende Inhalt 
heifse I, und es werde gesetzt 








Ist entsprechend der Inhalt des Stückes ]}[ PB W durch I + Ll1 
bezeichnet, so bedeutet offenbar Ll1 den Flächeninhalt des Streifens 
TQRW. 
'\Yäre das Stückchen QR unserer Kurve gerade, so wäre: 
und also: 
LI I = t LI x . (T Q + B 1V) = LI x (y + t LI y) 
J I 1 A 
-=y+"LJY· ßX • 
Nun weicht das Kurvenstück QB 
bei mehr und mehl' abnehmendem 
L1 x immer weniger von der Ge-
raden Q R ab; somit wird für den 







eintreten. :Mithin ist I eine solche ~O...i--~~l~f~-Th--~V~--·X 
Funktion VOn x, deren Differential- E 
quotient gleich y ist· d. h. I ist . I .' Flg.16. 
g elch de~ Integral von Y·. 2 
In FIgur 16 möge durch C Q D dIe durch y = a + bx g~gebene 
Kurve dargestellt sein, und E])[ G F sei die Kurve von der GleIchung: 
Perry, hGhere Analysis. 6 
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sodafs Yl das Integral Von y ist. In welchem Sinne stellt Yl das 
Ergebnis der Flächenberechnung bei der Kurve CD dar? Offenbar 
liefert die Ordinate G T der zweiten Kurve in einem bestimmten 
Mafsstab gemessen die Mafszahl für den Inhalt der bei der e~sten 
Kurve auftretenden Fläche NIPQT, wobei ltlP als Ausgangsordmate 
gewählt ist. 
Umgekehrt gilt der Satz: Die einzelne Ordinate TQ der ersteren 
Kurve mifst die "Steigung" der zweiten Kurve EF an de~ ent-
sprechenden Stelle G. Man beachte gleich noch, dafs, wenn Wir alle 
Ordinaten der Kurve EF um ein und dasselbe Stück zu- oder ab-
nehmen lassen, hierbei die Steigung der Kurve EF an keiner Stelle 
verändert wird; folglich wird auch die Ordinate y der zuerst .~e­
gebenen Kurve, welche allein die Steigung der Kurve EF mlfst, 
hierbei nicht verändert. Zu einer gegebenen Kurve CD gehöre? 
demnach unendlich viele Kurven von der Art der Kurve BF; d18 
einzelne unter ihnen werden wir durch die Festsetzung bestimmen, 
dafs der Flächeninhalt bei der gegebenen Kurve CD von einer ge-
wissen Anfangsordinate , wie in Figur 16 von M Paus, gemessen 
sein soll. 
Knüpfen wir die Betrachtung an das unbestimmte Integral F(x)+c 
von y, so bleibt die Anfangsordinate für die Flächenmessung selber 
unbestimmt. Setzt man alsdann x = G.M ein, so gewinnen wir für 
den Flächeninhalt von der unbestimmten Anfangsordinate bis zur 
Ordinate MI> den Wert F(OM)+c. Setzen wir weiter x= 01V, so 
entspringt F( OS) + c als Flächeninhalt von der gleichen Anfangs-
ordinate bis zu N.R. Mithin ist der Inhalt der Pläche zwischen j[P 
undNR einfach gleich der Differenz F(ON) - F( OM) der beiden 
berechneten Inhalte, wobei die unbestimmte Konstante c ausfällt. 




d~gestellte ~ahlw~rt würde somit nach folgender Regel zu herechuen 
sem: Man mtegrlere zunächst 11 unbestimmt, berechne den Wert 
de:; unbestimmten Integrah alsdann für :t = ON, endlich für x = (iM 
und ziehe den zweiten so entspringenden Wert vom ersten ab. Das 
Ergebnis dieses Yerfahren\! ist gleich dem Inhalt der wiederholt ge-
nannten Fläche zwischen den Ordinaten MP und NR. 
Auch wenn die Variabele .t: und die von ihr abhänO"ende Gröfse 
y irgp]Hl welche andere Bedeutung haben, kann es vork~mmen, dafs 
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1. 43] Flächeninhalt bei der Parabel. 83 
man solche Summen von Gliedern y. ß.c zwischen bestimmten Grenzen 
x = a und x = b Hir unendlich abnehmende Faktoren Li x zu be-
stimmen hat. Wir werden uns dann die Funktion y von x lmmer 
durch ihre Kurve deuten und verfahren für die Berechnung der 
o 
Summe J y d./J nach der angegebenen Regel. 
Beispiel. Man bestimme die 
Fläche, welche bei der in Figur 17 
dargestellten Parabel durch die Kurve 
OA, die Endordinate AB und das 
Stück OB der Abscissenaxe einge-
grenzt ist. Die Gleichung der Parabel 
hat die Gestalt: 
(1) , y = ax"'. 
y 
Für den Einzelwert x = 0 Q ist -,.4;-----~~--B-';:;---=X ~. 1 _ 0 (jE 
Y = PQ = ax". Ist QR = Lix die 
Breite des Streifens P QR S so wird 
Fig.17. 
, 1 
der Inhalt des Streifens um so eher gleich {lX" ·Lix sein, je kleiner 
dx gewählt wird. Entsprechend ist die zu bestimmende Fläche gleich: 




Wir können nun a durch die Abscisse. OB und die zugehörige 
. Ordinate AB ausdrücken. Aus (1) folgt nämlich: 
AB = a(OB)4 und also a = AB 1 • 
(OB? 
Die III (2) dargest.ellte Fläche ist somit gleich: 
1. AB (OB)'~' = 1.AB· OB ~ I 3 , 
(OB? 
d. h. sie ist gleich zwei Dritteln des Rechtecks O.illAB. 
Der Kreis von der Gleichung 
(./J = 1')2 + y2 =r2 
mit dem Hadius r = 1. ([2 ist in der Nähe des Nullpunktes,wo für 
die Punkte der Periph:rie x gegen y sehr klein ist un~l also. x 2 neben 
y2 vernachlässigt werden kann, näherungsweise du~ch dIe ~leIChung (1) 




84 }~lächenberechnung bei den Kurven y = rfl :1;- n [I. 43 
nahezu denselben Verlauf, so dars das für die Parabel soeben ge-
wonnene Ergebnis der Flächenberechnung nahe beim Nullpunkt an-
genähert auch vom Kreise gilt. 
Aufgabe 1. Man führe die J<'läclH'nbl:\l'echnung hei der Kurve 
von der Gleichung 11 = 'mx- It zwischen den zn ;:(; = (( und x = b 
gehörenden Ordinaten aus. 
Der gesuchte Flächeninhalt ist: 
Man beachte (cf. Art. 40), dars diese Formel für n = 1 nicht. ~ilt. 
In diesem Ausnahmefalle n = 1 haben wir mit der gleichseItigen 
Hyperbel zu thun. Der Flächeninhalt ist alsdann gegeben (lnrch: 
h 
/11 f 1 dx = mr1og:rl" = In log (b)._ 
• ,r (I (t 
rt 
1st cme Kurve von der Gleichung: 
y = a + bx + cx2 + C:J;'I + (:1;1 
vorgelegt, so ist der vom Nullpunkt :X: = () an gemessene Flächen-
inhalt: 
IIX + tbx2 + tCX3 + ke:J} + 1 (x5. 
Hieraus kanu man dann wieder leicht für irgend eine andere Anfangs-
ordinate die Fläche nach obiger Regel berechnen. 
Aufgabe 2. Man bestimme den Flächeninhalt bei der Kurve 
y = a v.;; zwischen den zu x = c, und x = ß gehörenden Ordinaten. 
Derselbe ist: 
,1 
I" Jf I ,[ 3 tJ,1 ;\ (t (;\ ~.) fI x'· ( x =, a '4 x = -4- ß" - ce' . 
• ' a 
" 
Aufgahe ;\. Man bestimme den Flächeninhalt bei der Kurve 
y J;2 = I! zwischen den zu x = a und x = ß gehärenden Ordinaten. 
Hier nndet man: 
,~ 
11 I',e '! • d:c = 11 1- ,r- 1]" = I/ (c;- I - ß- 1). 
.. . U "-
a 
. H. Arlleitsleistll~.g. bei .Allsdelm~ng einer Flüssigkeit. Bei Gebrauch eines 
beshmmten Integrals la[st ~lCh der In Art, 40 hestimmte Arbeitsbetrag noch 
e~~as. kÜ!7.er dar~tdlf'n. 1st l'=cr-" 80 ist die hei der Ausdehnung der 
Flusslgkelt ,'om \ (l!nmf'n /', auf v. gel~i8tete Arheit: 
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Doch gilt diese Formel nur fiir 8 ~ 1; fiir s = 1 tritt an ihre Stelle: 
c jIog er; = (' log C:)· 
45. Sclnvel'punkt. Eine besonders wichtige Anwendung der 
Integralrechnung betrifrt die Berechnung des Schwerpunktes. Hat ein 
homogener Körper einen geometrischen Mittelpunkt, so ist dieser zu-
gleich der Schwerpunkt. Allgemein gilt betreffs der Bestimmung 
des Schwerpunktes bekanntlich folgendes: 
Multipliziert man ein sehr kleines Teilchen m einer vorgelegten 
]Iasse mit seinem Abstande x von einer festen Ebene und addiert 
alle für die Teilchen der Masse so gebildeten Produkte, so ist die 
Summe gleich der Gesamtmasse, multi-
pliziert mit dem Abstande x des Schwer-
punktes von jener Ebene. In einer Formel 
ausgedrückt lautet dies: (0 
2Jmx = x· 2Jm. , . 
." .y 
Wenn man andrerseits jedes kleine Teilchen 
/L .einer ebenen Schicht (cf. }i'igur 18) mit Fig.18. 
selllem Abstande x von einer in der Ebene 
gegebenen Geraden multipliziert und alle Produkte addiert, so ist die 
Summe gleich der Masse der ganzen Schicht, multipliziert mit dem 
Abstande x des Schwerpunktes der Schicht 
. Yi VOn Jener Geraden. Hierfür lautet der 
mathematische Ausdruck: 
2J fL::r = x· .EfL. 
. Beispiel. Es soll der Schwerpunkt Od!? ___ -4-+--'Bq--==X~ 
eInes geradt'u Kreiskegels bestimmt wer-
den. Derselbe liegt offenbar auf der Axe 
OB des Kegels (cf. Figur 19), dessen 
Mantelfl.äche wir uns durch Rotation der 
Ger~den OA um die x-Axe erzeugt denkel!. ~ 





OQ = x und x + L1x. senkrecht gelegte Ebenen schneiden aus dem 
~egel eine Scheibe der Dicke "da' aus. Wir fassen die~e Scheibe, 
mdem wir L1x sehr klein wählen, als Cylinder vom Radius 
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AB 
1J = OB x 
auf und finden daraufhin als Masse der Scheibe mny2 Li.:r:, unter m 
die Masse der Volumeneinheit verstanden. Wird nun Li x kleiner 
und kleiner so werden alle Teilchen der betrachteten Scheibe von 
einer durch '0 senkrecht zur Kegelaxe gelegten Ebene übereinstimmend 
den Abstand x = 0 Q bekommen. Somit wird die auf alle den Kegel 
bildenden Scheiben bezogene Summe jmnxy2 dx gleich der Gesamt-
masse (t:7l m ,leE. OB) des Kegels, multipliziert mit der Abscisse x 
des Schwerpunktes sein. Setzen wir noch für y2 seinen auS der 
letzten Gleichung hervorgehenden Wert ein, so folgt: 
OB 
AB ~--9 r (-)2 • mn OB x3dx=x·tnmAE· OB 
o 
oder nach Fortheben gemeinsamer Faktoren: 
OB 
(x3 dx = x· t oll. 
~ü 
Nun hat man aber: 
und also folgt: 
X=10 B, 
d. h. man erreicht den Schwerpunkt, wenn man drei Viertel der Axe 
vom Scheitel nach der Basismitte zurückgelegt hat. 
4:6. Wir haben hierbei die Formel für den Rauminhalt des 
geraden Kl'f'iskegels als bekannt angesehen. Prüfen wir jetzt diese 
Formel! 
Das Y olumen einer einzelnen Scheibe von der Dicke dx wird 
gleich rey2(Lr sein. Das Gesamtvolumen wird somit dargestellt durch: 
/:y2d.7' = /: I AB_)" ,J.'"rl.c = re (XB)2 lL x3tS 
'0 ~l \ 0 BOB 3 0 
(" Xli ')2 1 T.3 ~ 9 B = re ------- . ~" On =1. nAß-· 0 . () R 3 :l 
Der Rauminhalt des Kegels ist somit gleich dem dritten Teile des 
Volumens eines Cylinders von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe. 
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~--==-=~~ -~ -~ ~~~--~~~============ 
Wir hätten die Formeln noch ein wenig abkürzen 
überall y = ax gesetzt lüitten. 
können, wenn wir 
Beispiel. Man bestimme das Volu· y 
men und (leu SchweI'punkt I'iul's Rota· 
tionsparaboloids von konstanter Dichticr-
keit m. '" 
Es wird (cf. Figur 20) gesetzt: 
P-Q= y, OQ = ;~, QS = ,r.t. 
Die Gleichung der in Figur 20 an-
gegebenen Meridianknrve eR 0 PA der 
Umdrehungsfläche sei: 







Volumen der in der Figur durch P Q R Sangedeuteten 
ist :r:y2dx. Das gesuchte Volumen ist somit: 
Oll (2) 
• (:r:u:2.1:dx =~.:r:a2. OB". 
o 
Was ist nun hier die Bedeutung von a? Setzt man: 
y= AB, .1' = OB 
in die Gleichung (1) ein, so folgt: 
AB = a· OBj und also AB a=--' OB~} 
Für das gesuchte Volumen ergiebt sich demnach aus (2),: 
(3) l AB2 OB2 =l AB". OB • JT: _ __ • JT: , 
- (JB " 
d. h. das halbe Produkt aus der das Paraboloid bei AC begrenzenden 
Kreisfläche und der Höhe OB. Das Volumen des Paraboloids ist 
somit gleich der Hälfte des Volumens eines Cylinders von gleicher ~rundfläche und Höhe. Wir können den Satz aussprechen: Die 
Volunüna des Cylinders, Paraboloids und Kegels mit gemeinsamer 
Grundfläche und gemeinsamer Höhe verhalten sich wie 1: t : t· 
R ~chreitell wir nun zur Bestimmung des Schwerpu~ktes vom 
S otahonsparaboloid! Derselbe wird offenbar auf der Axe hegen. An 
teile von .J:mx in der Formel fli.r die Schwerpunktsabscisse x tritt: 
OB 




88 Schwerpunktsbestimmung bei Hotationskürpern. [1. Aß 
Dieses Integral bestimmt sich weiter zu: 
OB 
m:ra2.{x2 dx = m1ta2[tx3J~H = tm;r/f:!' OlJ'. 
o 
Setzt man für a2 den oben bestimmten Wert 





Dieser Wert ist nun gleich der Gesamtmasse , multipliziert mit der 
Abscisse x des Schwerpunktes, d. i. gleich 
sodafs sich ergiebt: 
x = t OB. 
Der Schwerpunkt liegt, somit um t der Axenläuge vom Scheitelpunkt 
entfernt. 
Beispiel. Die durch y = ax" gegebene Meridiankurve er~euge 
durch Drehung um die x-Axe eine Rotationsfläche. Man bestnume 
das Volumen des eingeschlossenen Körpers zwischen den Grenzen 
x = 0 und x = b. 
Das Volumen jedes solchen Rotationskörpers gewinnt mau dur,ch 
Integration von 7ty2 dx. Die Lösung der vorgelegten Aufgabe wird 
also gegeben durch: 
b j . na2 I:! 7t a2x 2T1 dx=, -[x211+11"= ,,"u, b21l +1• 
2n+l 0 2n+l 
\l 
Man bestimme weiter den Schwerpunkt unter Annahme der kon-
st:mte~ Di?htigkeit 2 m. Für einen beliebigen Rotationskörper haben 
wu' hle~beI ,mxny dx zu integrieren und den entspringenden 'Yert 
durch die Gesamtmasse, d. i. das Integral von -m 7t y2 dx, zu teIlen., 
Ist tiI, wie hier, konstant, so haben WÜ': 
I, b 
mn j~a2x2" . dx = 1n7tu2Jx2n+1dx =mna2 . [x2n + 2]" = 1~!_7t(t', b21l+2, 
o 0 2n+2 0 211+2 
Da nun die Gesamtmasse . lJ!_~a_2 b2/1 + 1 ist, so folgt für J': 
2n + 1 
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Wir machen jetzt die An naJllllt' , tlafsm nicht konstant sei, 
sondern sich nach dem Gesetze: 
11/ = 1110 + c.c' 
ändere. Es soll dann wieder die :Masse und der Schwerpunkt des 
eben betrachteten Rotationskörpers bestimmt werden. Das Integral 
im Zähler des Quotienten für x wird nunmehr: 
Die Masse wird geliefert vom Integral: 
I, 
a2:r:.!(illo + cx,) x 2 ,' dx 
() 
und findet sich somit zu: 
Indem wir die obere Grenze b eintragen und den entspringenden 
Ausdruck (1) durch (2) teilen erO"iebt sich der Wert der Abscisse X. 
E. , 0 "In geübter Leser wird sich leicht noch eine ganze Reihe weiterer 
Beispiele bilden können, welche nur die Integration der Funktion x" 
erfordern. 
Ein Bogen der durch x: + y' = 1 dargestellten Ellipse Totiere 
(t" b2 
um die x-Axe. Man bestimme alsdann das Volumen des entsprechen-
den Teiles vom entstehenden Rotationsellipsoid. Möge dieser Teil 
etwa durch die Grenzen x = 0 und x = c festgelegt sein. Hier gilt 
2 b'. 0 
Y = (12 (w ~ x 2), und also wird das Integral von :r:y2 dx: 
b' 9 1 3 ~ b2 ( 2 1 S) :r: --. [a" x - -3 X Jo = :r:"2 a c - 11 c . a a 
Das Volumen des ganzen Ellipsoids ist ~:r:b2(( und dasjenige der 
Kugel t:r:as• 
. 47. Berechnung der BoO't'nlänge yon Km'ven. Der in Fig. 21 
mIt P bezeichnete Punkt ein~r gegebenen Kurve habe die Koordi-
naten x, y. Diejenigen des benachbarten Punktes Q seien x + d x 
und y + dy. Nennen wir die von irgend einem festen Punkte der 
Kurve bis P gemessene Bogenlänge s, so ist die Zunahme ds dieser 
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(I. 47 
LänO'e bis zu dem mit P benachbarten Punkte (I für sehr kleines 




oder richtiger beim Grenzübergang 
ohne Ende abnehmendes Ll.r: 
ds = 1/ 1 +(~!)". 
dx t der 
Um von hier aus s zu finden, ha.be11 
wir: 
o CI> X 'l/. ' (dY)~ ; 1 -t- -
Fig.21. . d:1' 
zu integrieren. . 
, ' 1 f" .Jx"d:x Leider haben wir bisher allein erst dle Integrahonsrege ur 
kennen O'elerut und können mit dieser einstweilen noch nicht viele 
'" Beispiele von Bogenberechnungen durchführen . 
. Beispiel. :Man bestimme die Länge der Kurve y = a + u:r 
(d, i. der geraden Linie) zwischen den Grenzen x = 0 und ;;; = c' 
H" 't dy b d 11.. 1/1 + (d y)2 ,/1 + i~ Man findet· le1' 18 d.T = un dx = dx = y", • 
Aufgabe. Man bestimme die Bogenlänge für die Kurve von 
der "Steigung" -V a2 {rl! - 1 zwischen den Grenzen 0 und x. Es wird 
, h b 2 (( 1 (11 + ") SlC erge en s = ~ -- X" " 
n+2 
'Yeitere Beispiele über Berechnung der Bogenlänge folgen später. 
4:8. Ansmessnng der Oberßächen VOll Rotatiollskörpel'll. Rotiert 
die in Fig. 22 mit APB bezeichnete Kurve um die A.xe QX, so 
entspringt eine Rotationsfläche mit 0 X als Axe. Den Rauminhalt 
des t'ingeschlossenen Körpers etwa zwischen den von ACA' und 
BlJ B' gelieferten Grenzen haben wir durch InteO'ration von 1t1/2dx ~ 1:>' 
zwischen den Grenzen 0<' lmd OD gewonnen, 
Man betrachte nun das unendlich schmale Flächenband auf der 
Oherfläche, welches l)ei der Rotation vom Bogenelemente ds = pi; 
geliefert wird. Der Flächeninhalt dieses Bandes ist durch 21tY d s 
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gegeben. Um also die dem eben betrachteten Körper zugehörige 
Rotationsoberfläche auszumessen, haben wir das IntegTaI zu bestimmen: 
UD 
/
',) . cl, d . 
• _ny clx :l. 
(J(' 
Ist das Gesetz, nach welchem die 
Meridiankurve O'ebildet ist bekannt 
'" , , 
so kann man y, sowie auch l' cls 
.I dx 
a~s Funktion von x in das Integral 
ellltragen. 
Beispiel 1. Die Gerade 
A 
pf2 
Y=a+bx rotiere um die x-Axe' 
man bestimme die Mantelfiäche de~ 
entstehenden KeO'els zwischen den 
A' ~---L.I 
TU 
Grenzen 0 und c~ 1!'ig.22. 




'h:fy V1+-(~~r dx = 2nY1 + b2fca + bx) dx 
o 0 
für die Fläche gewinnt. Dasselbe berechnet sich zu: 
2nYf+ l/L~a:;c + -}bl,2l = 2ny1 + lJ2(ac+pc2). -
- ~o 
Die BerechnunO' der KuO'eloberfiäche betrachten wir im Beispiel 2 
nur erst beiläufiO'. '" Wir set~en ja hier nur erst die Regel der Diffe-
rentiation von ~n voraus während bei der Berechnung der Kugel-
oberfläche bekannt sein ~uss dass der Differentialquotient von y2 , 
nach x sich als das Produkt 2y dy darstellt. Diese Regel dürfte für 
d dx " 
en selbständigeren Leser keine Schwierigkeit darbieten. Ubrigens 
kann der Leser unter Vermeid unO' des O'enannten Satzes die Kugel-
obe Ho. h '" '" D V I V r ac e auch auf folgendem Wege bestimmen. as 0 umen 
einer KIR" 4 I' h 4,.. S I t V+ d V uge vom adms r 1st nach Art. 6 g elC "3 r . s 
das Volumen der Kugel vom Radius l' + dr, so folgt: 
dr = (elf') dr = (4nr2)dJ'. 
d/' 





. , . 1 ' '-' I' = (-! n: )'2) clf S ,(h' das Volumen dleser Schale, 1\Ian hat a so "' ( J, " 
woraus für die Oberfläche der BetxaO' 8 = 4n: J'2 folgt. 
b Bei s pie 12. Man messe. tlie Ober· 
fläche einer Ku<rel \"Olll Radms r au~. 
'\Vir können hi;rhei so \"orgehen, d~ls 
wir den in Figur 23 dargestellten Kret 
quadranten AB \"Olll Radius r um le 
'e _ &xe rotieren lassen und das Doppel~e de; entsprechenden Fli1che nehnien. Dl~ 
B Gesamtoberfläche wird hiernach liure 1 
das Integral 
" 




1 -L. (I !I)- ",I' 
I ".l' 
-O+----A+----X gegeben sein. d 
Nun liefert <1ie lHeichurH! es 
l:'ig.23. Kreises: 
.:.;' + Y' = J'e, 
)Ian findet somit hei der Differentiation: 
cly dy 
:!.e+ 2y· <Ix = 0 oder <Ix = 
Folglich wird: 
(d Y)' _ x
2 
_ 1" 
1 + 7[i - 1 + y' - y"' 
l,nd wir erhalten für die Kugeloberfläche : 
r r 
hj'y Vi + (~;r dx = b.fl'dX = h[1'a;J~ = hl", 
o 0 
4:9. Multipliziert man jedes einzelne Bogendifferential d8 einer 
im Raume verlaufenden Kurve mit seinem Abstande x von der y!5-
Ebene des Koordinatensystems, bildet dann die Summe aller di~ser 
Produkte und teilt letztere durch die gesamte Bogenlänge, so gewUUlt 
man die Koordinate x des Schwerpunktes der Kurve*). Man wolle 
beachten, dars der Schwerpunkt eines Flächenstücks im allgenleinen 
nicht mit dem Schwerpunkte der Randkurve dieses Stückes zusam-
menfallt. 
Gnldin'scht' nl'gl'l. 1. Volumen eines Ringes. 
Das in Figur 24: gezeichnete ebene Flächenstück Be möge ulll 
die in seiner Ebene gelegene Axe 00 rotieren und auf diese ';Veise 
(>inen Ring erzeugen, Zllfolge der sogenannten "barycentrischenii oder 
'; Handelt e' "ich um eine Kun'e in der J' y- Ebene, so wird man dll:s 
B"genelt>ment rl,~ entspre( helld mit seinem A lJ,tande ,I' von der y - Axe zurnu1h-
pli zieren haben u. ~. w. 
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"GlIldin'schen lle.rtcl" gilt alsdann der Satz: Das Volumen dieses Ringes 
ist gleich dem Flächeninhalt des Querschnittes BO, multipliziert mit 
der Länge derjenigen Kreisperipherie, welche vom Schwerpunkt der 
Fläche Be beim Hotieren heschrieben wird. 
1Ian denke sich an der Stelle P (cf. Figur 24) ein sehr kleines 
Stlickchen vom Inhalt a auf dem Flächenstück Be markiert und 
nenne r den Abstand dieses Stiick-
chens a von der Hotationsaxe. 
Dieses Stückchen wird alsdann 
einen sehr kleinen RinD" vom Y olu-
b 
men a· 21ll' erzeugen, und das Ge-
samtvolumen V des RinD"es stellt 
sich als Summe solcher Glieder dar: 
V=:hcL:ffr. 
B p c 
Nun setze man kai' = rA unter 
A den Flächeninhalt des Ebenen- 0------7;0,------0 
stückes B C verstanden. Der Leser 
wird sich die vorstehende Glei-
Fig.24. 
chung gleich selbst in Worte fassen und in i' den Abstand des 
SChwerpunktes der Fläche Be von der Axe erkennen. Somit ist 
V=21lr.A, womit die aufgestellte Guldin'sche Regel" bewiesen ist. 
" , 
H. Oberfläche lies Ringes. 
. VI{ eiter ergiebt die Guldin'sche Regel den Satz: Der Inhalt der ~In.g?berfläche ist gleich dem Umfange des Flächenstücks BO, mul-
tIplrzIert mit der Länge der Peripherie desjenigen Kreises, welcher 
Vom Schwerpunkt der Randkurve der Fläche BO erzeugt wird. 
. Man nehme nämlich ein Bogenelement ds dieser Randkurve 
an Abstande r von der Axe' dasselbe erzeugt auf der Ringober-
fläche einen geschlossenen Str;ifen vom Inhalte ds . 21lr. Die ganze 
Oberfläche stellt sich hiernach in der Gestalt 2 n L: (cl s . r) dar. Man 
~!ze nun E (d s . r) = r . S, wo r den Abstand ~es Schwer?,unktes. der 
ndkun-e von der Axe bezeichnet und s dIe Gesamtlange dIeser ~:~dkurve, .~. h. den l!mfang des Stückes ~O. .Es folgt, dars die 
mtoberflache des Rmges in der That 2 nr . s Ist. 
M ,~eispiel. Man bestimme die Oberfläche eines Ringes, dessen 
l . erldlanscbnitt ein Kreis des Radius a ist, wenn der Mittelpunkt ~eses Kreises den Abstand R von der Rotationsaxe hat. Antwort: 
s:' Umfang jenes .Schnittes i~t 2na,. und ~er U~fang. d~s vom 
fl" w:er~)Unkt beschl'Iebenen KreIses bestlmmt SICh zu 2nR, dH~ Ober-






Aufgabe. Man berechne das Volumen und die Ober~äche eines 
Schwungradkranzes. Der mittlere Radius des Kranzes sei 3 m lang, 
sein Querschnitt sei ein Quadrat von 0,25 m Seitenliinge. . ~ , 
Antwort: Volumen = (0,25)2·2:n:.3; Oberfläche = 4.0,2D:2n. 3. 
60. Wenn man jedes kleine Teilchen einer Masse mit dem 
Quadrat seines Abstandes von einer Axe multipliziert und die Summe 
aller dieser Produkte bildet, so gewinnt man das Trägheitsmoment. 
der gesamten Masse in Bezug auf diese Axe. . 
P
Es ist leicht zu zeiO'en dars das Trägheltsmo-
M , • h . t dem 
In ment in Bezug auf irgend eine Axe gletc IS 
Trägheitsmomente in Bezug auf eine parallele Axe 
durch den Schwerpunkt vermehrt um das Produkt 
aus der Gesamtmasse ~nd dem Quadrate des Ab-
standes bei der Axen. . 
Man nehme nämlich an, dars in Figur 25 dIe 
Axen senkrecht zur Papierebene gerichtet sind; und 
Fig.25. zwar stehe die ursprüngliche Axe in 0' sen~echt 
auf, die durch den Schwerpunkt gehende Axe m O. 
Ein einzelnes Teilchen rn der Masse liege an der Stelle p der 
Papierebene. Das gesuchte Trägheitsmoment ist alsdann eine Summe 
von Gliedern der Gestalt m . (r/pt Nun gilt aber: 
(o'pl = (o'of + (oEl + 2(OO')(OQ), 
wo Q der Fusspunkt des Lotes von P auf 00' ist, d. i. des Lotes 
von P auf die durch die beiden Axen festgelegte Ebene. Wir 
setzen nun zur Abkürzung: 
Em(O'P}" = J, Em(UPl= J o, 
wo also J o das Trägheitsmoment bezüglich der durch den Schwerp~nkt 
gehenden Axe ist; alsdann gilt: 
J = (O'oy 11m + J o + 2 (00') Ern OQ. 
I~ Em ?Q ~aben wir nun die Summe aller Teilchen In, jedes multipli-
zIert mIt seInem Abstande von der zur Axenebene und zur Papiereben~ 
senkrechten Ebene durch den Schuerpunkt· diese Summe ist nach Art. 40 
gleich NulL Hiermit ist aber der ausges;rochene Satz schon bewiesen. 
Schrt'iben wir für die Gesamtmasse Em kurz ]}1, so wird: 
J= Jo + M. (0'6)2. 
~an bestimme das Trägheitsmoment eines Kreiscylinders von 
dt'r Hohe l bezüglif'h seiner Axe. 
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In Figur :!\i liege ein axialer Schnitt vor; die Axe selber ist 
durch 00 bezeichnet. Iu der Figur ist ein Streifen von der Breite 
d r durch PR T Q angedeutet; der 
Flächeninhalt dieses Streifens ist 
7· clr. Durch Rot,ation des Sh'ei-
fens um die Axe 00 entsteht eine 
Cylinderschale vom inueren Radius 
l' und äufseren Radius r + cl r. 
Denkt man 171' unendlich klein, so 
ist das Volumen dieser Schale 
~r S 
~ ft 
0--- --------------------------- ----0 
Fig.26. 
2 7t r . 1 . dr und ihre lIasseln' 2 n rl . cl r, wenn m die Dichtigkeit 
b~deutet. Das Trägheitsmoment dieser Schale in Bezug auf die Axe 00 
WIrd 
2nmlr3dr, 
und dieses haben wir, um da;,; Trägheitsmoment des ganzen Cylinders 
zu berechnen, zwischen den Grenzen r = 0 und r = R zu integrieren, 
unter R den Radius des Cylinders verstanden. "ViI' finden so: 
R R 
,Jo = (2nml 1'3 dr:= 2nml (1'3dl' = t7tlitlR4. 
o 0 
Die Masse des Cylinders ist ffI = mlnR2, sodass wir erhalten: 
J[R' 
,1, = ._--. 
o ;] 
Bezeichnen wir als Tl'ägheitsl'adius diejenige Länge k, für welche 
Mk2 = J o zutrifft, so gilt im vorliegenden Falle k2 = t R2 und also 
k=~R V2 . 
Von hier aus finden wir als Trägheits-
moment des Cvlinders bezüO'lich der auf seiner 
Obe fi" h' ~ r ac e gelegenen Axe S S (cf. Figur 26): 
J = ,1, + MR2 = 1l-ffIR2. 
o 2' 
für die Axe ~r S ist somit der Trägheits-
radius R,/J. 
r 2· 
Trägheitsmoment einer Kl'eisscht\ibe be-
:ogen auf ihre Axe (cf. Figur 27). Man be- Fig. 27. 
y:ch~e den in der Figur gezeichneten Ring ..' 
.m inneren Radius rund äufs'eren Radius (1' + dr); der Flachemnha.lt 
dieses Ringes ist für unendlich klein gedachtes r gleich 2 7tj' d 1', sem 
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[I. ml 
In · .' lier zwischen den Trägheitsmoment 'In' 2:rr:r3 dr. tegnerell ~Wl~' Wie. 
Grenzen 0 und R, wo R der Radius der KreH;Schelbe ist, so finden 
wir für das gesuchte Trägheitsmoment: 
R 
f 111 Jo = m'2:rr:?,3dr = m:rr: -'2" 
o 
Da die Masse ]}I = m:rr:R2 ist, so erhiilt man als Quadrat des Träg-
heitsradius i- R2 , . 
- 0 . zu eln-In einer Ebene ziehe man durch den Punkt zwei . 
ander senkrechte Axen 0 X und 0 Y. Ein Teil der Ebenel :81 gleichmäfsig mit einer Schicht bedeekt (cf. Figur 28), von we c er 
ein Element a den Abstand x von OY, 11 von OX und die Entfer.nu~~ 
r von 0 habe. Dann gilt ax2 + ay2 = ar2.Wenn man SOlmt 01; 
Trägheitsmomente der Schicht in Bezu<t auf die Axen OX und . 
addiert, so ergiebt sich das Trägheits;oment in Bezug auf eine .1~ 
o auf der Schicht senkrecht aufstehende Axe. Infolge dessen. 18 
z. B. das Trägheitsmoment einer Kreisscheibe in Bezug auf el~en 
Durchmesser gleich der Hälfte des vorhin berechneten Träghel.ts-
momentes, (1. i. gleich im 7t R4. Das Quadrat des TrägheitsradiUs 




}'ig. i~. Fig.29. 
Trägheitsmoment einer elliptischen Scheibe in Bezug auf ~ 
grorge Axe AOA (cf. Fig. 29). Man setze die Halbaxen OA und 013 
der Ellipse gleich a und b. Das Trägheitsmoment des einzelnen 
Streifens S T ist dann gleich dem ~ -fachen vom Trägheitsmoment des 
Streifens PQ vom Kreise über den Durchmesser BOB; denn der Ab-
stand yon der Axe AOA ist für beide Streifen derselbe, und eS 
hesteht die Gleichung 11IT = a. Letztere Gleichung drückt eine 
JI(J IJ 
wohlhekannte Beziehung 7.wisehen der gegebenen Ellipse und dem 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1.50] 'l'rägh('itslllUlllellt Wlll Kranz eines Schwungrades. 97 
Kreise über BOB allS. )\nu ist aber, wie wir soeben gefunden haben, 
das Trägheitsmoment Ile:-; Ü'aglichen Kreises hezüglich der Axe AOA. 
gleich 1 m ltl}. Es folg·t als das gesuchte Trägheitsmoment der Ellipse 
f1l!:t:b"u. Auf ähnlichl' \Veise findet man im ltha3 als Trägheits-
moment der elliptischen Scheibe in Bezug anf die kleine Axe BOB. 
Die vorstehende Entwieklnng beruht auf einem mathematischen 
Kunstgriff, welcher nicht ganz nahe liegt, und dessen Verwendung 
vielleicht für die alWiglü'hen Aufgaben des Ingenieurs nicht recht 
praktisch ist. vVir haben aber diesen Entwicklungsgang einge-
schlagen, weil wir der Intfc'uration, welche das direkte VeIfahren 
nötig macht, noch nicht cre1\~achsen sind. Das Integral ist offenbar 
d' '" ~ses: Die Fläche des ohen herangezogenen Streifens von der Länge 
S T = '2:f' und der Breite d '1 ist '2.(. dll. Aus der Gleichung der 
Ellipse: .,
.t'~ 11":!. 
((~ + i)~ -~ 1 aber folgt 11 1/1" ., .r = - . r~ 1r. /; . 
Somit hat man: 
J ~~ :Jj'II/!J~ '2:l' d!J = -tJil 
o 
Wir werden Gelegenheit haben, dieses Integral im dritten Kapitel 
als Beispiel zu betrachten. 
51. Träglieitsmollll'ut YlUIl Kranz eines Schwungrades. Hat der 
Kranz eines Rchwunm:ades die Gestalt eines Hohlcylinders von der 
Breite l, dem Innenr~dius R und dem Aufsenradiu~ R2 ) so ist sein 
Trägheitsmoment: 1 
112 R 
:J:rlilzj r:Jd r = '2lt m l [ ?~' Je: = ~ lt11l l(R2 ± ~ R14). 
H, 
Di M 0 R 9) l sodass für e masse dieses Hohlcylinders ist M = :r(R2" ~I- 1/1, 
das Trägheitsmoment die Gleichung gilt: 
,j = -}1JI(R/ + R I2); 
als ~rägheitsradius findet man vt(R22 + R/). Eine in der !raxis geb~auchliche Näherungsformel für das Trägheitsmoment des Kra~es 
gewmnt man wenn man die Gesamtmasse in der Entfernung des mltt-~eren ~adius 'tcR2 + R I ) von der Axe annimmt. Der auf .. dies~ Weise 
ntsprmgende Näheruncrswert des Trägheitsmomentes verhalt SICh zum 




)2 zu 2 (R22 + ~ 2). Setzt man ~ = R + a 
Bi = B - a, so ist der Qu otient des Näherungswertes und des genauen 
Perry, höhere Analysü5. 7 
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[I. 51 
J 1 · h 1 (1 (t
2
) d h l' 1 kleinem {( angenähert Betrages von g elC : + R" . . Oe! se H' 
u" h cl unter Ein-
o'leich 1 - -' Ist die Gesamtmasse des Sc wuugra es, 
o R' . 
Bchlufs der Speichen und der Nabe, gleich M, so begeh~ h~: 
meistens keiuen grorsen Fehler, wenn man das Gesamttrag el -
moment J = M R2 annimmt. 
02. In Figur 30 bedeute OR eine Stange von dßl·.Liin~e 1, ~elc~~ 
so dünn ist, dars ihre Dicke gegenüber der Länge lUcht 111. Be ra? 
kommt; ihre Masse pro Längeneinheit sei m. Welches ist lhr Trag· 
heitsmoment bezüglich einer Axe, welche am Ende 0 senirrecht zur 
Stange verläuft? Der Abstand einer beliebigen Stell~ P der St~fe~ 
von der Axe 0 seI x. Das 
~_ .... ..x_H"~X~ 'R ment PQ der Rtange habe die Länge 
OC f ;, A Das 
'" dx und also die Masse Ift""X. ~ .................. ' l ...... H ........... _ Träaheitsmoment dieses Elementes 
Fig.30. ist ~nx2dx. Das Integral des .Aus-
drucks mx2dx zwischen den Grenzen x = 0 und x = l liefert somIt als 
das gesuchte Trägheitsmoment der Stange t ml3 • Da m1 die Gesamt-
masse ist, so findet man als Quadrat des Trägheitsradius t l2. Dar~uS 
ergiebt sich nach einem in Art. 50 ausgesprochenen Satze als Tr~ghe~ts­
moment bezüglich einer zur bisherigen parallelen Axe durch dIe 1I'htte 
der Stange: 
J o= tml3 - m1 (~·r = ml3 (t - 1) =;2rnl3. 
Das Quadrat des hier zugehörigen Trägheitsradius ist 12 l2. .' 
Untersuchen wir jetzt, welcher Fehler der vorstehenden Entwicklung Infolge 
der V e~achlä88igung de.r Stangendicke anhaftet. . 
. DIe Stan~e h~be dIe Gestalt eiues Kreiscylinders von der Länge I ~nd dem R~dius R.; d:e DI~htigkeit, d. i. die Masse der Volumeneinheit ~Cl (!. In 
FIgur 31 1st eIn aXIaler Schnitt des Cylinders dargestellt· das TräO'heltsmOJIlent 
, OE d . der o . werde für die an einem ~ ~ In 
t ~\ \ Papierebene senkrecht zur Gylmderaxe _ _ ____ ~~ __ ._ _ ___________ A liegenden A-s.e 00 berechnet. In ~r p -.--- --- Entfernung OP = x betrachten ,,?r o eine aus dem Cylinder heraus~eschnIt­
tene Kreisscheibe von der DICke dx 
Fig. 31. ',s~ehe Figur. 31). Das Träghei~smoJIle.nt 
. ". dIeser Kreisscheibe des Radius R. 1st ~lelch n R- (> d x· X·, vermehrt um das Trägheitsmoment der Scheibe bezüglich eInes 
Ihre.: l?urch~esser. Nun war der Trägheitsradius des Kreises vom Radius. R b~zughch ell~es I?urchmessers 1 R, und der Trägheitsradius unserer unendli~h 
dnnnen Sche!be 1st offenbar d~r gleiche. Das Trägheitsmoment der Scheibe Jll 
Bezug auf eInen Durchmesser 1st somit: 
tR·nR"Qd.'C = tR'n(!dx. 
Als Trägheitsmoment der Scheibe in Bezug auf die Axe 00 folgt demnach: 
rcR'Q(x"d,r; + {-R'dx). 
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Da die Liinge 0;1 des Cylinders gleich I sein sollte, so haben wir zwischen 
den Grenzen 0 und / zu integrieren; wir finden so: 
J - J'2 (/" + lR2Z) • -- 1f 1 r;> 3 :"" 
Die Masse 111 für die Einheit (11:1' I~iinge des Cylinders ist n R 2 r;>, sodafs man 
gewinnt 
( 7" ) 1111' ( Bi) J = 1/1 :1 + 1 R'/ = 3 1 + t l" . 
Weiter finden wir hieraus: 
/" ) Jo = 111 (1~ + lR" I 
als rrrä,gheitsmoment bezüglich einer zu 00 parallelen Axe durch den Schwer-
punkt. Es ist somit das Glied m R'7 welches in der oben erhaltenen Formel 
4 ' 
l" 
J = m 12 vernachlässigt ist. 
53. BeispieL Man bestimme den 
Sellwerpunkt des in .FiO'ur 32 durch OAG y 
hezeichneten Parab~l;~gments , dessen 
Flächeninhalt nach Art. 43 gleich 
~.xc. OB ist. 
Offenbar liegt der Schwerpunkt auf 
der x-Axe. Der 'Flächeninhalt des Streifens 
?QRS ist 2ydx, sodafs wir 2xydx zu 
lUtegrieren haben. Es ist nun: 
p 
R 
1 AB Y = a.,:" , wo {/. = __ ._.1- Fig.32. 
OBt 
c 
gilt. Die Formel für die Abscisse x des Schwerpunktes liefert somit: 
(!li j' AB 1 1 2 A (' OB ;c 2 ;;t? _ \ .P G X = '3' ' • . x. 
o OB-
Der Wert des links stehenden Integrals ist: 
2 AB [2 -irJOB = A. ~!I_ OB% 
==i- rr X - 0 - 5 _-!) . 
O'B" OB-
Es folgt hieraus: 
1 AB, . (jB~ =~AB. olf=-~-fB. nB· x, 
u7P 
Und also findet sich die gesuchte Abscisse x zu: 
J = tOB. 
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[I. ;,3 
-----==-== 
Man bestimme den Schwerpunkt eint'" hezüglich der :r-lue 
symmetrisch gestellten Flächenstücks, welches oben und unten d~rch 
die Curven y = + axT! und y = - ax" begrenzt ist, rechts und lmks 
aber durch zwei in den Abständen ,;; = b und x = c zur y-lue 
parallel gezogene Gerade. Die Abscisse ;r findet man hier gleich 
dem Quotienten der Integrale: 
c 2.fx, ax"dx und 9 ., f' _. a . .c'(/;".c, 
/, /, 
,on denen das letzt,ere den Inhalt des fraglichen Fliichenstückes dar-
stellt. Es ergiebt sich: 
oder 
c"+" - b"+" 11 + 1 
,/ = c"+l-_..-b"+l . 11+ 2 
Dieser allgemeine Ansatz schliesst eine ganze Reihe intereHsanter 
:::ipezialfälle ein. Bezeichnet man übrigens das hetrachtete Flächen-
stück, wie in Figur 32, mit APRC, so kann man die Länge x leicht 
in den in der .Figur sichtbaren Strecken AB, P Q, ., ausdrücken. 
In der That stellt sich die berechnete Ahscisse :; des Schwerpunktes 
in jenen Strecken wie folgt dar: 
Fig. 3.~. 
:c: _ n+1 jB· OB'- Fi;J. OQ' 
.1 - • -- -~-=:~ - --~---~ • 
n+2 AB·OB -PQ·OQ 
5<1. Trägheitsmoment eines Rechtecks. Es soll 
das Trägheitsmoment des in FiO'ur 33 Cfezeichneten ~ '" '" Rechtecks hezüglich der Mittellinie 00 berechnet 
werden, welche zur Seite AB parallel läuft. Für die 
Länge der Rechtecksseiten benutze man die abkürzen-
den Bezeichnungen AR = b. BC = d. 
Man betrachte den FHlchenstreifen zwischen 
() p = y und 0 Q = !I + cl '1/. Der Inhalt dieses 
:-;trf'ifens ist "d!!. Ist die Dichtigkeit O"leich 1 sO 
. h' '" ' 
.. . Ist lernach das Trägheitsmoment des Streifens be-
Zll!/:hch der Ax: 00 ~leil'h hy2 dy. Das Trägheitsmoment des ganzen 
Rl'l'htecks heshmmt ><Ich zu: 
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Dieses Trägheitsllloment ist bei Berechnungen von Balken besonders 
wichtig. 
, 55. Scltw(,l'kl'an. Eille homogene Kugelschale aus einer an-
ziehend wirkenden Ma,;;.;e übt keine Anziehungi'lkraft auf einen im 
Innern der Schale befilllllichen Massenpunkt aus, Auf einen aufser-
halb gelegenen Ma::;sellpunkt aber wirkt die Kugelschale gerade so, 
als wenn ihre Uesamtmasse in ihrem J\lIittelpunkt vereinigt wäre. 
Hiernach wird die Erde auf die Einheit der Masse an einer 
aufserhalb ihrer Oberftäehe gelegenen Stelle P eine Anziehungs-
kraft ausübell, weIcht' indirekt proportional dem Quadrat der Ent-
fernungr deI' Stelle P vom Erdmittelpunkt ist. Befindet sich 
die Stelle P jedoeh im {nnern dt'r Erde, so ist dortselbst die 
a~f die Masseneinheit wirkPnde Anziehungskraft gleich dem Quo-
henten aus der Masse dpljenigen Kugel, welche von einer mit ~er 
Erdoberfläche kOllzentrischen KugelfHiche durch P eingeschlossen 1st, 
und dem Quadrat de::; A hstandes r des Punktes P vom Kngelmittel-
punkte, 
, 1) Es gelte die Allllahme, dafs die Erde eine homogene Kugel 
SeI. Ist alsdann 1It die Masse der Volumeneinheit und R der Erd-
radius, so ist die Anziehun<Yskraft aufserhalb der Oberfläche im Central-
<:> 
abstande/' auf die 2\Iasseneinheit: 
4,'lO R" • -.~ Jn .": 1'". 
iJ 
Die Anziehungskraft auf die innerhalb 
gelegene ~Iasseneinheit ist: 
4,,,, ') >7 4,,,, 
3 mr :,r=-3 Jnr . 
Im Cenh-alabstande r 
Multipliziert man mit dem von r unabhiingigen Faktor 4;;'~nR und 
nimmt dies Produkt als Mass der Anziehungskraft, so wird letztere 
an der Oberfläche o-erade o'leich 1· aufserhalb im Centralabstande r 
ist sie R,~, innerha~b /'. ODer Le~er wolle sich die Abhlingigkeit 
r- R 
der Kraft vorn Abstande r durch eine Kurve deuten. 
2) Wächst die Dichtigkeit m O'egen das Erdcentrum hin, etwa 
nach dem Gesetze In = (/ _ b r so'" berechnet man als Masse einer 
Kugelschale vom Inuenradius }" und der Dicke dr: 
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Als Gesamtmasse der Kugel vom Radius r hat man: 
r 
4:7t Jr2 (a - h)clr = j-:7tar3 - :7tbr4 . 
o 
Für einen innerhalb der Erde im Centralabstande r gelegenen Angriffs-
punkt berechnet sich alsdann: 
t:7tar - :7tbr2 
als Anziehungskraft, während sich für einen aufserhalb gelegenen 
Punkt einstellt: (4; aW- :7tb R4): r2. 
Teilt man die Gesamtmasse der Erde durch ihr Volumen}:7tW, 
so finden wir als mittlere Dichtigkeit a - i b R, sowie als Verhältnis 
der mittleren Dichtigkeit zur Dichtigkeit, an der Oberfläche: 
(4a - 3bR): (4a - 4bR). 
56. Festigkeit dicker Cylinder. 
Im ersten Teil der folgenden Auseinandersetzungen beschränken 
wir unsere Betrachtungen auf die Vorgänge in der dünnen Wandung. 
eines unter Druck stehenden Kessels. Um Irrtümer in der Verwen-
dung der + und - Zeichen zu vermeiden, stellen wir uns (abweichend 
von den wirklich herrschenden Zuständen) 
~ \ I I \' vor, dars der Flüssigkeitsdruck aufs.eu 
'\ \ i () grö(ser als innen ist, und dafs das :Matenal 
.. folglich einer Druckbeanspruchung unter-
worfen wird. 
f'ig.34. 
Wir betrachten nun einen dünnen 
C,linder vom Radius r und von der Dicke 
Ar. Es sei p die Spannung innerhalb des 
Cylinders, p + LI P diejenige aufserhalb 
desselben; die Druckspannung im Material 
rechtwinkelig zum Radius sei q. Wir be-
trachten das Ringstück P Q B R, dessen 
Ausdehmmg recht winkelig zur Papierebene 1 cm betracte. 
In radialer Richtung haben wir zunächst von aufsen'"' nach innen 
wirkend einen Druck von (p + Llp) kg pro qcm. Er wirkt auf eine 
Fläche RS von (r+.,h·).dO qcm Inhalt, wenn der Winkel QOP mit L18 
bezeichnet wird; es ist nämlich der Bogen RB ctleich dem Produkt aus 
R.adi,us und Winkel. Von innen nach aufs:n wirkt dagegen eine 
Kraft IJr.dO, Der Ausdruck (p+L1p) (r+.dr).dO-prL18 be-
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1. 56] Festigkeit dicker Cylinder. 103 
zeichnet also die gesamte von aufsen nach innen wirkende resultierende 
Kraft; und zwar um so genauer, je kleiner .df) angenommen war. 
Dieser Kraft leisten zwei Kriifte das Gleichgewicht. Jede der-
sel.ben ist gleich fJ . .d r, und sie sind gegeneinander geneigt unter den 
Wlllkel A6. Genau wie anf Seite 71 
konstruieren wir also ein Dreieck, A ~~ 
dessen zwei Seiten CA und AB pa- C
r~llel und gleich den Kräften fJ·.d r . 
sllld, so dars der Winkel BA C etleich FIg. 35. 
. . 0 
d() wird; dann stellt Be die radiale Kraft dar. Wir sehen sofort, 
dafs diese radiale Kraft o·leich (1 • .d 1" • .d f) ist und dafs dieser Ausdruck ~ J , 
um so genauer zutrifft, je kleiner wir .d6 annehmen; folglich ist: 
oder: (p+ .d}}l (r+ dr)· dO - pr· A6 = q . .dr.dO, 
pdr + r.dp + dp.dr = q.dl". 
L.assen wir jetzt d r und damit .d p unendlich klein werden, so er-
giebt sich hieraus: 
(1) ll+rdp=q. 
dl' 
. Wenn ein Material den Druckspannungen p und q in zwei zu 
el~and~r rechtwinkeligen Richtungen unterworfen wird, welche aber 
belde III der Ebene des Papieres liegen, so ist die Verlängerung, 
welche die Dimension senkreeht zur Papierebene erfährt, proportional 
der Summe p + q. 
Soll nun ein ebener Querschnitt auch nach der Dehnung eben 
bleiben, so müssen wir annehmen dafs die lineare Ausdehnung der 
Cylinderwände von 1· unabhängig' sei; und diese naheliegende An-




worin 2.A. eine konstante Gröfse bezeichnet. 
Wir setzen nun den Wert für q aus (2) III (1) ein und erhalten: 
oder: 
Nun können wir 
Genüge geleistet wird 
(3) 
p + r ~~ = 2 A - p, 
dp = 2_A _ _ 2jl. 
dr ,. r 
durch Probieren finden, 
durch: 
B 
)J = A. + r' . 
dafs dieser Gleichung 
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Daraus folgt unter Zuhilfenahme VOll Gh,il·b\lJl~ \:!I: 
11 (4) q=.1-,." 
. 1 1 l' zu 1Jestinnllen. 
Es sind nun noch dIe Konstanten -" uJl( .) . h dr ll-
I r l' ner y a Handelt es sich um eine Kanone oder mn den (y JIl( PI el . h" sei.' 
. I k' -0 i' o·telC 10 ' lischen Presse, so kennen WIr den huc" Po lllnPll,. \\ .:-'1 N 11 ist. 
d d D k I, b ' r o-}P1C 1 U und wir wissen, ars er ruc au sen, el r = l' '? . 
, . -.;u ,.y . t· e 1 tiwlen WH Indem Wll' also dIese yy erte von P m (iJ) emse Z I, 
B 11 
Po = A .. + Q und () = A + ~:" . 
~- 1 




J'l::! - ro:::' 
und 
_ = P .. 1'0' (1..-L I',~) . 
q r ' _ r 2 I r" 
, 0 
Die Druckspannung q wollen wir nun durch eine Zugspannung f 
ersetzen. Dann gilt also: 
• '1'02 1',2+1" 
\'Ö) t = Po :;:?-=-:::i·O' . "'r' . 
Der Wert für fist am gröfsten bei I' = ro und betriigt dort: 
16) .. r,'+l'o' \ to = Po 1·2~-r •. 
1 0 
Man beachte, dafs Po niemals gleich der zulässigen Spann~ng d~ 
Materials werden darf.. Ferner sehen wir aus (1)), dars r mit waC 
sendem r kleiner wird; und zwar ändert es si~l{ umgekehrt p~opor­
tional dem Quadrate des Radius sodafs wir mit LeichtigkeIt den 
'Wert von r durch eine Kurve da:stellen können. So sollte der Leser 
eine Kurve ziehen unter der V oraussetzUllO' dars 1'1 = 30 mn1, 
1'0 = 20 mm, Jl = 100 kg pro qcm ist, und d~' Werte für ( von del: 
Innenseite bis zur .A.ufsenseite des Rohres graphisch darstellen; dabel 
ergiebt sich natiirlich t' in denselben Einheiten wie p. .. 
Gleichung (5) kann benutzt werden, um die Spannungsverhalt-
nisse in einem dicken C,linder zu ermitteln der innerem Überdrucke 
. , -~ 
zu widerstehen hat, tcem~l:On t'ornhf"rein keine Spannun,q vorhl}!l/A.t~ 
war.. Nun wollen wir alJer annebmen, dafs auch für p = 0 berel~s 
Spannungen im Material herrschen; in diesem Falle addieren sich dle 
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Spannungen, weh'he durch (5) gehnnzeichnet sind, algebraisch zu 
denen, welche an jedem Punkte bereits vorher vorhanden waren. 
Deswegen kühlen wir einen C.dinder für eine hydraulische Presse 
beim Giefsen von innen ab, und deswegen setzen wir einen Ge-
schützlauf aus mehreren dünnen Rohren zusammen, von denen jedes 
das von ihm umschlossene mit fester Spannung zusammenpreist; und 
zwar suchen wir solche Allfangsdruckspannungen bei I" = To und 
solche Anfangszugspannungen bei r = 1"1 zu erzielen, dafs, wenn die 
:on 1)0 herrührende Spanllllllg auf das Material wirkt, und der Cylinder 
1m Begriffe steht, zu bersten, an allen Stellen der Wanelung von 1'0 
bis Tl eine und dieselbe Materialheanspruchung stattfindet. 
Dünner Cylindl'r. 
Wir setzen I'u = Rund 1"1 = R + t, wobei t im Vergleich mit 
B sehr klein ist. Dann ist 
t' t Nun wird sowohl t als auch '., und -R immer kleiner und H' :!R-:l. 
kleiner, je kleiner WIr t werden lassen. Folglich können wir die ab-
gekürzte ]'onnel: 
anwenden, wenn die "\Vandstärke aufserordent-
lich klein ist, und: 
(8) t'=~!i + p t :! 
als eine etwas genauere Annäherung, welche 
dasselbe Resultat o'iebt als wenn wir in (7) F' 3" ' ~, > 'g, '. 
en mittleren Radius eingesetzt hätten. 
Bei einem wirklichen Dampfkessel oder einem Rohr hel'l'scht aber 
schon in BezuO' auf den O'cnauen "Vert von ( für die äufserste zu-r ' 0 ~ .' 
asslge Beanspruchuno' eine solche Unsicherheit dafs WIr getrost (he K 0 ,~ 
orrektion vernachlässiO'en und mit der O'cwöhnlichen Formel (7) 
n ~ 
rechnen können. 
57. Indikatol'diagl'amm einer Gasmaschine. 
Das Gesetz für die Zustandsänderung eines vollkommenen Ga~es 
lautet: p. v = R . t für 1 Kilorrramm des Gases. Dabei ist Reine 
v ~ 
u.onstante, nämlich die Differenz cp - ('. der specifischen \V1irme t p 
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(1.51 
------
bei konstantem Druck und der spezifischen ·Wärme (·v bei konstantem 
Volumen. Den Quotienten cl' bezeichnen wir weiterhin durch y. 
c 
Wir nehmen ein für allemal an, dars die 'V~irmemenge in Ar-
beitseinheiten ausgedrückt wird, sodafs wir die unnötige und .~ang. 
weilige Einführung des Koeffizienten 424 für das mechanische Warme-
äquivalent vermeiden können. 
d .. d rung er-Wenn 1 kg eines vollkommenen Gases eine Zustan san e d 
fährt, bei welcher der Druck p um dp und das Volumen v um v 
zunimmt, so ist die zu diesem Zwecke aufzunehmende Wärmemen~e 





1 dQ = --ld(llv) + 1) dt 
"1-
1 dQ = --l-(vdp + 'Ypdv). )'-
Der Leser beachte, dars dp und dv von einander unabhängig 
wählbar sind, und dafs folglich hierbei dp noch jedem beliebigen 
dv 
Werte gleich werden kann. Dies wird natürlich sofort anders, wenn 
wir, wie z. B. in der gleich folgenden Aufgabe, eine Beziehung zwischen 
1) und v vorschreiben. 
Aufgabe. Das Gas möge sich ausdehnen nach dem Gesetze 
(3\ 
.! P • v' = constans. 
Es soll der abgekürzt durch h zu bezeichnende Quotient (~~, d. i. 
die pro Einheit der Volumenänderung erforderliche Wärmeaufnahme, 
gefunden werden. 
Auflösung: 
(4) I "1- 8 1= ····-1). 
"1- 1 
. ~ür s =:= r wird offenbar h gleich Null; und folglich erke~en 
wir die GleIchung: 1)' vY = const. als das Gesetz für die adiabatIsche 
~usdehnung eine~ voll~m::uen~n Gases. Übrigens ist 'Y l?leich ~,41 
für Luft und gleIch 1,3t fur dIe Gase, welche in dem Cyhnder eller 
Gas- oder Petroleummaschine arbeiten. . 
Ist andrerseits s gleich 1, sodafs das Ausdehnungsgesetz lautet: 
]J • v = eonstans, so haben wir das Gesetz der isothermischen E:x:-
pansion eines Gases. Wir erkennen, dars jetzt h gleich p ist; d. h. 
der Betrag der aufgenommenen Wärmeenergie ist gleich dem Betrage 
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der geleisteten mechanischen Arbeit. In jeuem Falle, wo das Gesetz 
der Zustandsänderung uurch Gleichung (3) gegeben ist, ist h genau 
proportional mit p. Ist s gröfser als }', so heifst dies, dafs das Gas 
nicht Wärme aufgenommen, sondern Wärme abgegeben hat. 
Wir bemerken nun, da[s im zweiten Gliede auf der rechten Seite 
der Gleichung (1) das Produkt p clv = d TV das Differential der me-
chanischen Arbeit TV ist. Tragen wir dW ein, so folgt durch Inte-
gration: 
(5) (/01 = .. ~ i (hV1 - Jlo'fo) + WOl ' 
I 
Hierin ist (JOl llie Wärmemenge, welche einem Kilogramm des 
vollkommenen Gases zwischen den Zuständen POl vo, to und Pi? vl1 t1 
zu?eführt wurde; TrOt ist die mechanische Arbeit, welche das Gas 
bel der Expansion vom ersten bis zum zweiten Zustand leistete. 
Dieser Ausdruck kann auch in andere Formen gebracht werden, 
da wir ja noeh die Beziehung hahen: 
(6) p. r = R· t, 
welche sich bei Berechnungen über Gasmaschinen mit Nutzen ver-
wenden läfst. 
Auch folgende lTberleauna schliefst sich hier an: Bleibt das 
Volumen konstant, so ist ll\1 ~ 0; und die Änderung der Spannung, 
Welche durch die Entzünduna der Gase' oder die Aufnahme einer be-
kannten Wärmemenge entsteht, kann also ermittelt werden. Bleibt 
andererseits die Spannuno' konstant so wird WOl = p(vl - vo); und d "" d' a:aus ist dann die Änderung des Volumens, welche durch 1e 
Warmeaufnahme bewirkt wurde, leicht zu bestimmen. 
Eine andere fruchtbare Ausdrucksweise unseres Gesetzes ist die 
folgende: 
(7) 
wobei die Konstante C W1e 
t v, s antern Y olumen bedeutet. 
finden wir: 
(Il) 
bisher, die spezifische Wärme bei kon-
Inteo-rieren wir diese Gleichung, so 
" 
Dies Resultat stimmt genau mit dem nach der vori~en Met~ode 
gefundenen überein und wir hätten dasselbe auch ohne weIteres direkt 
aus .(5) durch Ben~tzung von (6) ableiten können. Bei dieser. For-
mUlIerung sehen wir leicht ein dafs wenn keine äu[sere ArbeIt ge-l . '. ". . 
eIstet wIrd, dIe zugeführte Wärmemenge gleICh C~(tl - to) 1st, und an~erseits, da[s, wenn keine Temperaturänderung e~tritt, die zu-
gefuhrte \VärmemenO'e O'leich der O'eleisteten Arbeit sem murs. ~ l:"I 0 
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58. Elastizität wird definiert als Xndenmg der Spannung, .divi. 
diert durch die zugehörige Inderung einer Dimension. Zum BelspIel 
erhalten wir den Elastizitätsmodul, wenn wir die Zug- oder Druck· 
spannung (oder die Belastung pro qcm Quers('hnitt einer Zugstange 
oder einer Strebe) dividieren durch die prozentuale Längenänderung, 
welche der Zug oder Druck herbeiführt. Den Schubelastizitittsmodu1 
erhalten wir, wenn wir die Schubspannung durch die eingetr~ten~ 
Verschiebung dividieren. Die V olumelastizität ergiebt sich bel ~l­
vision des Flüssigkeitsdruckes oder der Zunahme des FlüssigkeIts' 
druckes durch die von demselben hervor~ernfene prozentuale Ver· 
kleinerung des Volumens. Geht z. B. die FlüHHigkl'it von dem Zu' 
stande p und v in den Zustand p + Ap und v + Av über, so is~ dIe 
Zunahme des Flüssigkeitsdruckes A p und die ]lrozentuale Vermlllde-
d V 1 .:1 v J) fi ·t· der rung es 0 umens: folglich ist nach unserer (' mlOn -
v' '-J 
Elastizitätsmodul: 
oder .J)I e = - v· .-.. 
.Je 
Für eine genaue ErklärunO' des Moduls e ist hier indessen an· 
zunehmen, dafs die Anderungen'" Ap und Av von Spannung und Vo· 
lumen unendlich klein sind; genau genommen, müssen wir also 
schreiben: 
(1) e = - v . ~E . 
dv 
Der 'Wert von :~ ~ ist übrigens nur <lann eindeutig bestimmt, 
wenn p und v durch eine feste Relation aneinander O'ebunden sind. 
Kommen noch weitere Gl'öfsen, wie z. B. die Tempe~atur t in Be· 
tracht, so wird ~~ und damit e je nach den Beträgen von t und elt 
verschiedene "N erte annehmen können. Gehen wir z. B. auf die bei 
einem vollkommenen Gase hestehende GleichunO" 
"'. 
pv = Rt oder p = IUv- 1 
zurück. so wUrde es. am nächsten liegen, den Modul e bei konstanter 
Temperatnr zn h!'shmmen. Hi!'r ergiebt sich (cf. Art. HO'!: 
, / 
dp ., 
ilC = - lUr-- lind e = Rtr- 1 = p. 
EH ist gebräuchlich, diesen Wert von e mit e zu bezeichnen, 
und wir sehen also, dafs PI' 11. h. die Elastizitiit hei tkonstanter Tem-
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peratur, gleich }J ist. Diesen 'Wert für die Elastizität nahm Newton 
als allgemein mtreffend an. Indem er ihn seinen Berechnungen für 
die Geschwindigkeit des Schalles zu Grunde legte, erhielt er aber ein 
Resultat, welches von der experimentell bestimmten Schallgeschwindig-
keit stark abwich. Die Temperatur der Luft bleibt nämlich während 
der schnellen ~~nderungen des Druckes keineswegs konstant. 
Aufgabe. Gesucht sei die Elastizität eines vollkommenen Gases, 
wellll. das Gas dem Gesetze folgt: JI' vi" = c, worin c eine Konstante 
bedeutet. Dies ist das adiahatische Gesetz, welches wir schon in 
Artikel 57 kennen lernten, d. h. das Gesetz, welches die Beziehung 
der. Werte ]I und l' zu einander angiebt, wenn dem Stoffe keine Zeit 
bleIbt, wiihrend der Druckschwankungell Wiirme durch Leitung auf-
zunehmen oder abzug-ehen. 
Jetzt "ilt)i = ('. cl" folO"lich ist djl = - 1}(;/"-y-1 und daher: 
M ' ''' du I 
C = 1'I'CV-;'-1 = I'c1'-,' = 1'1'. 
Es ist gebräuchlich, diesen Wert von e mit eQ zu bezeichnen, 
und wir sehen, dafs bei einem vollkommenen Gase eQ = l' . et ist. 
Wenn dieser Wert für die Elastizität der Luft in die Newtonsehe 
Berechnung eingesetzt wird, so stimmt das Resultat mit der experi-
mentell gefundenen SchallO'eschwindio'keit überein. ~ t"l t"l 
;)9. Rfibuug finfs Spm'zapfflls. Wir betrachten einen Spur-
zapfen ,om Radius R Meter mit einer Gesamtlast von W Kilogramm, 
Welche über die O"anze Oberfläche des Zapfens gleichmäfsig verteilt 
• t"l W 
sem mag; die Belastung des Zapfens in kg pro qm ist dann: u; = trR' . 
~ie Winkelgeschwindigkeit der Drehung sei u. Die Last, welche auf 
ellle Ringflilche zwischen den Radien r und r + d1' entfällt, ist gleich 
u; .. 21l1' d 1'; die Reibung beträgt also für diese Ringfläche p, .~v 2 n:r . d r 
Ktlogramm, wenn p, den Reibungskoeffizienten bedeutet. Dw Imeare 
Geschwindigkeit v ist gleich ur m sodafs die in jeder Sekunde Zlll' 
- sec' 
Yberwindung der Reibung aufgewendete Arbeit für dieses Ringflächen-
element gleich p.2rrwcxr2 • dl' Meterkg. wird. Die gesamte pro Sekunde 
,erlorene Arbeit ist demnach: 
R 
~rrlfu,u (1'2. dr = trrlccxf.LR3 = tcxp, WB. 
o 
. Bei einem ringförmigen Zapfen vom inneren Radius Bi und äufseren 





110 Biegungsgleichunf!. o.~l 
R, 
2nWC,!L )'r2 • elr = ~1tlr«!l(H23 - Bi:')' 
die gesamte pro Sekunde verloren~ N, und in diesem Falle ist folglich 
Ab't I' h 2 W R,3- R,S 
r el g eIC aal-'- R/'-=--il,~' 
60. Aufgaben über die Biegung von Balken. Wenn das :Bie~ 
gungsmoment M an einem bestimmten Querschnitt des Balkens .~ekann 
ist so können wir die in diesem Punkte eintretende Krummu1 
be;echnen vorausO'esetzt dars der Balken im unbelasteten Zustan e 
, Ö , K" ung 
gerade war; anderenfalls berechnen wir den Zuwachs der rumm D.' 
wenn der unbelastete Balken bereits von vornherein krumm war. le 
Biegungleichung schreibt man gewöhnlich in der Form: 
1 :JE 1 1 jl1 
-- - ------ beziehungsweise: - = J 






Darin bedeutet J das Trägheitsmoment des Querschnittes i~ 
Bezug auf eine Linie, welche durch seinen Schwerpunkt geht u~. r~~~twinkelig zur Bie~ungsebene gezogen wird; E .ist der Ela~: 
zItatsmodul des Matenals und r der Krümmungsradius an der 
treffenden Stelle. Ist z. B. der Balkenquerschnitt ein Recht:eck ;~)~ 
der Breite b und der Höhe d, so ist J = ;2 b d3 (siehe Artikel [) , 
hat der Balken kreisförmigen Querschnitt, so ist J =: R\ wenn R 
den Radius des Kreises bezeichnet (siehe Artikel 50). Hat der Balken 
elliptischen Querschnitt, so ist J = .!!. a3b wobei a und b die beiden 
4 ' 
Halbmesser des Querschnittes in der Biegungsebene und senkt'echt ZU 
1 
derselben bedeuten (siehe Artikel (0)*). . 
Krümmung. Die Krümmung eines Kreises wird definiert als der 
r~ziproke Wert seines Radius; die Krümmung irgend einer Kurve an 
emer bestimmten Stelle ist gleich derjenigen des zu dieser S~ene 
gehörenden Krnmmungskreises, d. i. des Kreises, welcher sich an dIeser 
1 
1 
"') Wir halten es nicht für nötig hier noch zu bemerken da[s die Drucl>-
spannung in irgend einem Punkte H des' Balkenquerschnittes AC :.1(vergl. Figur 47, 
Art. 68) gleich ~ z ist, wenn z den Abstand J H des betreffenden Punktes auf der 
Druckseite ,on der neutralen Linie AA bezeichnet. 
pie neutrale Linie geht d"?Tch den Schwerpnnkt des Querschn~ttes; .. ist ! l~egatw, sn bedeutet das, dars dle Spannung eine Zugspannung ist; die gr?fste. Sp:"nn~ngen tret;>n da. auf, wo ! ~m grörst~n ist. Balken von gleicher Slcher -
heit. smd solche. be~. de~en dl~ m den emzelnen Querschnitten auftretenden 
















I. 60J Krümmung flach verlaufender Kurven. 111 
Stelle der Kurve enger anschmiegt als irgend ein anderer Kreis. Die 
Krümmung einer Kurve kann hiernach, wie man leicht sieht, auch 
e;klärt werden als die "Winkeliinderung (in Bogenmafs) der Kurven-
rIchtung pro Längeneinheit der Kurve", 
Nun wollen wir eine recht flache Kurve ziehen mit sehr ge-
ringen Werten der "Steigung" ~; . Dann bemerken wir, dafs die 
~derung dieser Steigung beim Fortschreiten von einem Punkte P zu 
emem Punkte Q fast gen au die korrespondierende Winkeländerung 
bezeichnet. 
In Wirklichkeit ist die Änderung von ~~ allerdings eine Ände-
r~g der Tangente eines bestimmten Winkels; aber wenn dieser 
~mkel sehr klein ist, so dürfen wir den zugehörigen Bogen, seIllen 
Smus und seine Tangente sämtlich einander gleich setzen. 
Wenn wir also den Zuwachs von dy vom Punkte P zum Punkte da: 
Q, durch die Länge der Kurve P Q dividieren, so erhalten wir die 
mIttlere KrümmunO' zwischen P und Q' und wenn wir alsdann PQ 
, b , 
Immer kleiner und kleiner werden lassen, so bekommen wir immer 
genauer die Krümmung im Punkte P selbst. Nun sollte aber die 
Kurve sehr flach sein; die Länge des Bogens PQ ist demnach nähe-
rungsweise gleich der horizontalen Projektion Llx von PQ zu setzen; 
dann aber ist die Änderung von dy dividiert durch Llx, wenn Llx 
. da: 
Immer kleiner und kleiner wird nichts anderes als der Differential-
. d ' . d 2 y . 
quotIent von-Y nach x und das Symbol dafür 1st d-----' FolglIch da: 'x
können wir als Krümmung eines Balkens in irgend einem Punkte 
den Wert dd 2Y2' annehmen vorausO'esetzt dass seine Biegung überall x , b , 
Dur gering ist. 
War der Balken nicht von vornherein gerade sondern war y' seine geringe 
, d' ' 
Abweichung von der geraden Linie in irgend einem Punkte, dann war dJ seine 
ursprüngliche Krümmung Auch auf diesen Fall können wir die sämtlichen 
nach t ' . "b II d'( s e ~nden Ableitungen ohne weiteres anwenden, wenn wrr nur u era 
~) d·y. dx' - anstatt des Ausdruckes -. ernsetzen. 
E dx . d 1 . Balk s i.st leicht zu zeigen, dafg ein Balken von gleicher Sich~rhe.lt, . 1. em 
h ~n, lll. dem f, die Beanspruchung der äufsersten Fase~, m Jedem Quer-~c ~nItt~ glel~? grofs ist, auch überall gleiche Krümmung erfahrt, vorausgesetzt, 
a s selDe H?he gleichmäfsig ist. .." . . ,., 
Ist d die Höhe des Balkens so lautet dIe Bedmgung fur dIe glelchmafslge 
Sich h' jlJ' MI' h 
er eIt: J' td = ± {, worin feine Konsta.nte ist. Nun ist aber J g elC 
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dem Produkt des Elastizitätsmoduls und der Krümmung, folglich ist die Krüm-
mung gleich ± --lLJ , d_ b_ konstant. 1 
Beispiel. In einem Balken von gleichmäfsiger Sicherheit sei: d = a+ bx' 
. d'y 2( . 
Dann Ist dx' = E Ca + bx) _ Durch Integrieren finden WIr: 
E dy - E tb " 
2(' d:1; = C + ax + _~bX2, 2"(' Y = e + CJ' +~u,r + ß X"· 
Darin müssen noch die Konstanten e und c durch irgend eine g~ebene 
Bedingung festgelegt werden. Zum Beispiel sei bekannt, dars der Bad en an 
h y - 0 
einem Ende horizontal eingespannt ist, Dann ist bei x = 0 auc dX-
und e]Jenso y = 0; daraus ergiebt sich dann: c = 0 und e = O. h 
\Var der Balken von vornherein gerade, so können wir nun~e r 
die Biegungsgleichung aufstellen: Bedeutet x den von irgend e~nem 
Allfangspunkt gemessenen Abstand längs des Balkens bis zu elnem 
gewissen Querschnitt, und bezeichnet y die Senkung des Balkens 
bei diesem Querschnitt, ist ferner J das Trägheitsmoment des Que~­
schnittes, M das Biegungsmoment an dieser Stelle und E der Elastl-
zitätsmodul des Materials, so gilt die Beziehung: 
(1) d'lJ _ :ll 
di"- E.T 
Wir geben dem Ausdruck el'y ein solches Vorzeichen, dars er 
d:r' 
pORitiy wird, falls 1l'1 positiv ist. Wenn ein positives Biegungs-
moment 1l'[ einen Balken nach oben konvex macht und y von oben 
na:h unt:n ?emessen wird, so ist also (1) in Bezug auf die.': or-
zeiChen rIchtig. Ebenso wÜl'de (1) richtig sein, wenn ein posltrve~ 








Beispiel 1. Ein prisß1ati: 
scher Balken von der Länge l seI 
an einem Ende horizontal ein-
gespannt, am anderen, freien Ende 
mit W kO' belastet. Es sei X der 
Abstand "'eines zu betrachtenden 
Querschnittes vom eingespannt~n 
End\' des Balk\'lJs: dann ist 111 = W(Z _ x), sodafs (1) übergeht )ß: 
(2\ E.J d'y 
W dx; = {- J'. 
nun'lI Integratitlll findell . d E d J Gro"fsen SI 'nd: ~ WU', a un konstante 
.B.l,/IJ 
W d ,;, = l,r - }.1'~ + c. 
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Daraus können wir, falls c bekannt ist, die Neigung des Balkens 
gegen die Horizontale an jeder beliebigen Stelle berechnen. 
Um C 7,U finden, müssen wir die Neigung an irgend einer Stelle 
kennen. Nun wissen wir, dafs am cÜlgespannten Ende keine Neigung 
stattfinden kann, d. h. es ist bei x = 0 auch :; = 0; daraus folgt 
aber c = U. Durch nochmalige Integration erhalten WIr: 
E J. __ 1 7 .2 _ l. 3 C W!l-2.1 6 X +. 
Um die neue Integrationskonstante C zu finden, beachten wir, 
dafs y = 0 wird, falls x = 0 ist, und finden daraus: 0 = O. Demnach 
lautet die Bipgungsgleichung des Balkens, d. h. die Gleichung, welche 
uns die Senkung y für jeden Punkt des Balkens angieht: 
(31 W· ll " 1'·') ?I = E.r (2 r - ß x" . 
Gewöhnlich handelt es sich darum, den Wert von y am Ende 
des Balkens, also für :,f = l zu ermitteln' dieser Wert von y, den wir 
D, die Durchbiegung des Balkens, nenn~n wollen, ist: 
(41 lVI" 
aEJ' 
Beispiel 2. Ein Balken von der Länge l sei an beiden Enden 
llntel'stiitzt uud in deI' ]Iitte mit W kg belastet. Wir denken uns, 
dafs die linke Hälfte des Balkens 
in seinem belasteten Zustande (etwa 
durch Umgiefsen mit Gement) voll-
kommen starr in ihrer LaO'e und 
Form festgehalten werde:" dann 
kann die rechte Hälfte einfach als 
ein selbständiO'er Balken von der 
Fig.38. 
L" t"l 
auge t l angesehen werden, welcher an einem Ende (der Mitte des 
ursprünglichen Balkens entsprechend) eingespannt, am anderen mit 
der nach oben wirkenden Kraft 1. fV belastet ist. Entsprechend 
2 
unserem vorigen Beispiel ist seine Durchhiegung also: 
} W(_P)3 Wls 
]) = . j]{.r = 4S-Ei 
Der Leser sollte selbst eine Skizze machen um diese Methode zur 
Lösung der Aufgabe zu illustrieren. ' 








Beispiel 3. Ein an einem Ende eingeslJanntt'r Balken trage 
eine gleichmäfsig über seine ganze Länge ycrteilte Last von w kg 
pro cm Balkenl~nge *). .- . _ x) k 0 
Auf den Tell P Q kommt eme Belastung oie· P Q oder ~c (l O~t 
Die Resultierende dieser Last grelQ ">\""'~"".". in der Mitte zwischen P und 0 
an sodafs wir durch MultiplikatlOli 
------------x 
Fig.39. 
! 1 'z _ ) das 
mIt dem He bela:-m '2 ( x fin-
Biegungsmoment 1m Punkte P . 
den. Dasselbe beträgt demnach. 
(6) ~I=}u;(7=x)2 .. 
Indem wir diesen Wert in Gleichung (1) einsetzen) erhalten WIr: 
2E! d2~ = l2 _ :2lx + ;;;2. 
'10 tlX" 
Die Integration ergiebt: 
2EJdy = l2 X -lx2 + +x3 + C. 
w dx 3 
Diese Gleichung zeigt uns wieder, sobald wir c bestimmt hab~n,. die 
Neigung des Balkens gegen die Horizontale an jeder belIebIgen 
Stelle. Jetzt ist aber bei x = 0 auch ~ly = 0, weil ja der Balken 
dx 
dort eingespannt ist. Daraus folgt c = O. 
Wir integrieren nun nochmals und erhalten: 
2!iJ.!. y = .Q2x2 -llx3 + 1 x4 + O. 
l(" 2 3 12 ' 
da für x = 0 auch y = 0 zutrifft, so folgt, dafs auch C = 0 wird. 
Somit lautet die Biegungsgleichung: 
Den gröfsten Wert erreicht y am Ende des Balkens bei x = l. Die 
Durchbiegung beträgt also: 
(s\ 
\ 
1e.-, lVI" D =--- -') 14 = 1. _ 
24E.J 8 EJ' 
worin W = tel gesetzt wurde; hier bedeutet somit lV die gesamte 
Belastung des Balkens. 
. " ':ir machpIl .darauf .~u~omerksa~, dafs man bei Berechnungeu ~ber di~ Ble~1Dg ,.on Balken 7.weckmafslg ,die Langenmafse in cm ausdrückt. Dle Q~~r sC~ll1tte slIld dann natilrlic~ in 'lern, die lIiegungsmomente in emkg, die Trag-
beltsmomente der (~nerschUlttßächen in em" zu messen. 
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Beispiel 4. Ein an behlen Enden unterstützter Balken von 
der Länge 1 sei g'leichmäfsig mit w kg pro cm seiner Länge belastet. 
Jeder der beiden Auflagedrucke ist gleich der halben gesamten 
Last. Der rechte AuflaO'edruck hat in Bezuo' auf den Punkt P einen 
H o n ebelarm ~·l - :r. Der Dreh-
sinn seines Biegungsmomentes ist 
gegen die Zeigel'bewegung einer 
Uhr gerichtet, und wir wollen 
diese Richtung positiv nennen. 
Das Biegungsmoment der Last 
p Q 
Eig.40. 
U' U 1 - x) mit dem mittleren Abstande ~ P Q ist dann negativ und 
das gesamte resultierende Biegungsmoment im Punkte P beträgt: 
(9) ~wl(~l- J') _ ;u'(~I-c)2 =~u;12 - }1l'.r2, 
soda(~ aus Gleichung (1) folgt: 
EJ d2y = L zcl2 _1 u:x2 • dx' ~ 2 
Darin ist y die senkrecht gemessene Höhe des Pnnktes P 
üuer der Mitte des Balkens (siehe Artikel 60). Durch Integration 
finden wir: 
eine Formel welche uns nach Bestimmung' von C III den Stand ~etzt, 
die Neigun; des Balkens O'eo'en die Horizontale an J'eder beliebigen S '" '" 00 
• telle zu ermitteln. Der Wert c ergiebt sich daraus, dafs bei x = 0 
auch ~:~ = 0 ist; hieraus folgt nämlich: c = O. Eine nochmalige In-
tegration ergiebt: 
EJy = 1~lcl2X2 - J4WX4 + Ci 
auch hier verschwindet wieder die Integrationskonstante , weil für 
~ = 0 auch y = 0 ist. Folglich lautet die Biegungsgleichung im vor-
hegenden Falle: 
(10, /I' (" lQ 2 ".\' 
'1'= iJ"X -~X)· 
,J 48E.J 
Die Senkung y ist am O'röfsten bei X = t l nnd hat dort den Wert, 
den wir gewöhnlich als die Durchbiegung -D des Balkens bezeichnen; 
demnach ist]) = ij Wl" worin W = lw die O'esamte Belastung des 
3RJE,J' " 
Balkens bedeutet. 
61. An beiden Enden einO'('spannter BalkeIl. Die an den heiden 




Beiderseits eingespannter Balken. 
---=-~~--=-- -~ 
(I. 61 11G 
sind, um die Endquerschnitte in senkrechten Ehenen zu erhalten., sin.d 
gleich !!TOrS und entgegenO'esetzt O'erichtet, wenn die Belastun.g sym' 
metrisch auf die beiden Hälften de: Balkens verteilt ist. Diese letztere 
Annahme wollen wir zunächst machen. k 
Da die Drehmomente gleich sind, so sind die A uf'lagedrllc'~ 
genan dieselben, als wenn ifm' Balken nw' tlnterstiitzt wäre. Ntill S~l 
111 das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle, welches ~urch dle 
Belastung und die Auflagedrucke erzeugt würde, wenn dle Ende~ 
nicht eingespannt, sondern nur gestützt wären; und zwar wollen WJI 
es wieder positiv rechnen, weun es den Balken nach aufwä:ts kon-
kay zn gestalten sucht. Dann ist das wirklich auftretende Blegungs-
moment mit Rücksicht auf die Einspannung des Balkens gleich j)/. - C, 
weil die Einspannungsmomente c an den Enden gleich grofs u~d e~t­
gegengesetzt gerichtet sind und die Auflagedrucke durch dw Elll' 
spannung nicht verändert werden. Folglich gilt jetz.t: 
(rl (Fy m-(' rl:~' = 'RT' 
'IYir nehmen nun an, dafs der Balken prismatisch gestaltet sel. 
Dann ergiebt die Integration der Gleichung (1): 
(:2\ EJ· ~~ =fm. dx - cx + coust. 
'Wir messen dabei x von einem Balkenende aus. Aufserdem haben 
\\')r nun noch zwei Einspannungsbedingungen, nämlich: 
dy = 0 für J = 0 und dy_ = 0 für x = 1, dx . rlx 
;l'E'nn I die Balkenlänge bezeichnet. 
Indem wir nUll in die Gleichung (2) einmal den Wert :r = l und 
sodann den 'IV E'rt J; = 0 einsetzen, sowie die im letzteren Falle e~t­
stE'hellde Gleiclmn~ von der zuerst gebildeten abziehen, erhalten Wlr: 
1 





(L,.h.: (' ist tlt'l· Jlitt4'lwert aller Wel·telrt längs des gallZ('ll Balkens: 
'1\ Ir hallen also folgende.Regel (für symmetrische Belastung) gefunden. 
)[all konstrmere (las Dlagramm der Bieguno-smomente 111 O'erade so, 
ab WE'lILl <11'1' Balkrll an den Enden nur 1(11fc~'stiitzt wäre. Man suche 
,li .. mittll'l'I' Hi)}w (h'r Mornentenfiiiche und verschiebe das Diao-1'aIIlUl 
gl'gl'Jl die XullJinie um diesen Betrag. Das so erhaltene Dia;'ramm, 
weldws an heiden Enden negativ wird, giebt dann die wahre Gröfse 
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der Biegungsmomente an. Der Balken ist nach oben konkav, wo dus 
Biegungsmoment positiv ist, nach oben konvex, wo das Biegungs-
moment negativ wird; aufserdem besitzt er -Wendepunkte, u. h. Punkte 
ohne Krümmung, und zwar dort, wo kein Biegungsmoment herrscht. 
Beispiel. Wir wissen bereits, dafs bei einem Balken von der 
Länge I, der an bl'idl'n Endl'n unterstützt uml in (ll'r )Iitte mit 
einem Gewichte lV belastl't ist, das Biegungsmoment in der Mitte 
gleich t Wl, an den Enden gleich Null wird; das Diagramm besteht 
demnach aus zwei geraden Linien. "Wir nehmen an, dafs der Leser 
dieses Diagramm wirklich zeichnet (siehe auch Art. GO, Beispiel 2). 
Die mittlere Höhe desselben ist aleicl~ der halben Höhe in der Mitte 
n 
oder gleich t Wl, und so grols ist folglich das Biegungsmoment, 
welches wir an jedem Ende anbringen müssen, wenn wir lIen Balken 
ll~l'izolltal 1'i1lspaUllf'1l WOIlf'Il. Indem wir das gesamte Diagramm um 
dIesen Betraa ernieclrio·en erhalten wir offenbar als wirkliches Bieg:unQ:s-
r;. 0' '-' '-' 
moment des eingespannten Balkens in der .Mitte ~. TYl, auf halbem 
Wege von der Mitte nach jedem Ende hin den vVert Null, so dafs 
d~rt zwei Wendepunkte entstehen, und an jedem Ende - t W l. 
Ern rechteckiaer Balken oder ein aewalzter 1-Trä(fer oder ein Balken 
<> " " von irgend einem anderen zur neutralen Achse symmetrischen Qua-
schnitte ist bei dieser Belastung in der :NEtte dem Brechen gerade so 
nahe, wie an den beiden Enden. 
Beispiel. Ein prismatischer Balken sei mit to Kilogramm pro 
cm Länge gleichmäfsig belastet und an heiden Enden unterstützt; 
das Diagramm für In ist eine Parabel (siehe Art. 60, Beispiel 4, wo 
JJ~ = tw F - '§-lCX3 war); der gröfste Wert von )Jl henscht ~ll der 
~Iitte und ist (fleich l w p· an beiden Enden ist m = o. Nun 1st der 
M· '" ~, . I lttelwert von }J~ gleich % s~ines Wertes. in ~ler }\;litt; .(:ergl~H>' 11' 
A~. 43, Inhalt elller Parabelfiache). FolglIch 1st c = l~ /( I. DIeser 
Mittelwert von )Jt mufs von jedem Einzclwerte subtrahiert werden; 
~ann erhalten wir den Wert des wirklichen Biegungsmomentes an 
Jedem beliebigen Punkte ftil' den an heiden Enden eingespannten 
Balken. 
Hiernach ist in einem solchen an den Enden eingespannten 
Balken das Bie(fun(fsmoment in der Mitte (l'leich ;41l~ F, an den Enden 
I . t:J '" "0. .1 g elch - :, lcl2 • das Dia!ITamm ist natürlich parabolisch, da es p uas 
Diagramn:- für' den an "den Enden unterstützten Balken ist. das wir 
nur um den Betrao· 1 Id2 überall nach unten verschoben haben. Die 
Wendepunkte lieg:n l~äher an den Enden, als im vorigen Falle. Die 
Gefahr des Brechens ist an den Enden am gröfsten. 
Der Leser möge auch für verschiedene andere Fälle einer SYlIl-
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. h I . haben wir die 
metrischen' Belastung DiaO'ramllle zelC nen. 111111 e1 d 
" , ' wen en. O'ewöhnliche graphische Methode zur Ernuttelung von /Ii anz~ . 
" . 'ttl H"h' u ermedrwen. und dann die gefundene Kurve um Ihre m1 ere 0 e z . 0 
lk .. b 11 gle1chen Nun wollen wir die BedinO'Ulw, dars der Ba en u era . 1-~ '" b • emsen Querschnitt besitze, fallen lassen. J)el' Querscllmtt des syI!'~ r b'g 
belasteten und an beiden Enden eingespannten Balkens SeI e le I 
wechselnd. Dann ergiebt die Integration der Gleichung (1): 
(3) dy Im j'dX t E -- = ~ dx ~ C -J- + eons . dx J • 
Wie vorhin ist ~1f gleich Null sowohl bei x ~= 0 als 
, dx 
auch hei x=l. 
Demnach ergiebt sich analog, wie oben: 
I I 
J11t f'dX J dx = c. ---:r' 
o 0 
Lm c, das Einspannungsmoment, zu finden, brauchen wir also nur 
m d 
2 Diagramme zu konstruieren, von denen das eine den Vt{ ert J' aS 
andere den Wert !t für jeden Punkt des Balkens angiebt. Von beiden 
Diagrammen mitt~ln wir die Flächen aus und dividieren den Inhalt 
h· us-der ersteren durch den der zweiten. Oder, was auf dasselbe lna 
kommt: wir dividieren die mittlere Höhe desj~-Diaarammes durch 
.J .., 
die mittlere Höhe des >Diagrammes und haben damit c gefunden. 
D ur f" '/Il en n; ert (' subtrahieren wir nun von jedem Einzelwerte ur , 
und erhalt~n so das richtige Diagramm der Biegungsmomente des 
Balkens. 
Die graphische Behandlung derartiger Probleme ist viel ~b­
wechselungsreicher und interessanter als die analytische da es so elll-
fach ist~ bei gegebener Belastung graphisch die Diagra~me für 1J! zu 
komtnueren. 
Die soehen ge gehe ne Lösung ist anwendbar auf jeden Balken, 
dessen Trägheitsmomente J in den einzelnen Querschnitten vorher auf 
irgend eine heliehige \Veise festgestellt wurden solange nur die Werte 
yon ,J und die Bf'lastungen auf den beiden Hinften des Balkens sym:-
metriseh sind. Wir wollen nun einmal J solche Werte geben, d~s 
der Balk.t·1l iibel'all ;rleicbe Sichel'ht'it hesitzt. Diese .Forderung WIrd 
allsgt>flrüekt dnreh die GJeiehung: 
l-tl ],I t' d 
.J Z = ,/ () er (; 
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dabei bedeutet z für den betreffenden Querschnitt den Abstand der 
äuisersten Faser von der neutralen Axe auf der Druck- oder Zug-
seite, und fd und r sind die gröfsten Druck- resp. Zugspannungen, 
welche das Material in dem betreffenden Querschnitt erfährt, und 
welche konstant sein sollen für alle Querschnitte. Nehmen wir fd 
und fz einander gleich an und setzen z = td, wobei d die Höhe des 
Balkens ist, so wird aus Gleichung (4): 
(;'») :1! r7 = + 2 f'. 
.1 --_. 
Darin müssen wir das + Zeichen für alle Punkte des Balkens an-
wenden, an denen JYI positiv ist, und umgekehrt. Nun sind beide 
Enden des Balkens horizontal aerichtet. d. h. es ist: 
'" . 
I 
.! '!f dx = 0, 
u 
oder, unter Benutzung von Gleichung (6): 
I 
(Li) j ' 2{ -• ±ddx=ü. 
o 
Dabei gilt das neaative Zeichen von den Enden des Balkens bis zu 
den Wendepunktm~ das positive Zeichen zwischen den beiden Wende-
punkten. 
Die Auffindung der \Vendepunkte selbst können wir nun offen-
bar als rein geometrische Aufgabe behandeln: In Figur 41 stelle 
EFG die m - Kurve des Balkens dar, welche bei gegebener Be-
lastung leicht aufgezeichnet werden kann. Femel' sollen die Ordi-
naten der KurVt AT U eden 
,y 1 
ert d' d. h. den reziproken 
F 
R \Yert der Höhe des Balkens dar-
stellen. Die Höhe kann dabei 
ganz beliebig aewählt werden nur 
soll d immer a~ zwei symmet;isch '?----i!------~"'-----4(J 
ZUr Mitte gelegenen Punkten des A 
Balkens gleich grofs sein. 
Unsere Aufgabe besteht nun T d . :k'ig.41. 
0' c 
u 
arlll, einen Punkt P so zu er-
mitteln, dars die Fläche EPTA O'leich der Fläche POO'T wird, 
Wenn 0 die BalkeullliHe bedeutet. '" Der so gefundene Punkt P ist 
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hin c genannt haben. Folglich ist J)l ~ P 1: das wirkli?he Biegungs· 
moment M an jeder Stelle; das Diagramm R F G mufs nach u~ten 
so weit verschoben werden bis der Punkt 11 auf den Punkt P fallt; 
dann erhält man das Diag:amm für JYl. Kennen wir aber ]VI und d, 
so ist es ein leichtes, aUS Gleichung (5) auch ,I zu finden. . 
Wenn ein solcher .Balken von gleicher Sicherheit überdies glelch-
mäfsige Höbe besitzt, so liegell offellbar die Wendepunkte auf halbem 
Wege zwischen der Mitte und den eingespannten Enden; denn ~ann 
wird das untere Diagramm zn einem Rechteck. Balken von glelcher 
Sicherheit und gleicher Röhe haben überall die gleiche Kriimmnngi 
nur ändert dieselbe an den Wendepullkten plötzlich ihren Sinn. 
Ist die Belastung des Balkens eine ganz belillbige, so sind di~ beide~ f~r die Einspan~llng erforllerlichen l\lomente an den Enden i~ allf?emelf.e~ '~e 
emander verschIeden. Es bezeichne m1 das gegen den UhrzelgerSmn (~e e; .. Einspannungsmoment am Ende A, m. das im Uhrzeigersinn drehen ~ ,111 
spannungsmoment im Punkte Bund m das BiegungsJUomellt in einem be.heblge1l 
Punkte für den Fall, dars der Balken nur unterstiit;;t würe. t . 
'ViI' betrachten zunüchs ewen 
m, C 'Tl,> O'ewichtölosen unbelaöteten BalkeJl 
. ==~~: - '" tel' dem ~ \ von der O'lei<ohen Länge un .. A. alleinigen" Einflufs der J.liegunEgsdmo~ ~"'" x',,· ", t, u d .n seInen n en, p ········--·l ...... --... :~n ;e~IIBal~enll~~ aGleichge~ich~ ~~ halten, ist es notwendig, zweI gleIß . 
Fig, 42_ und entgegengesetzt gerichtete UnteI: 
stützuno-skräfte P an den Enden aJl 
zubringen, wie sie in der Figur 42 eingetraO'en sind. "\;-nd zwar murs Pl+IiI,~'Il, 
sein, wenn die Richtung der Kr>ifte so an~enommen wird wie Ficrur 42 angtebt; 
daraus folgt dann: P = 'In,~ -~ '»I" b ,,,, 
I ' 
Die. beiden Biegungsmomente 1111 Und 1/10 müssen also aufgehoben werden d~lrch .. dIe beiden Kräfte P; (l. h.: bei B IDlll's eine abwärts gerichtete Kraft e~ngefuhrt werden. Das bedeutet abe~., dafs der Balken bei B die Ten~eIlz ha:; s~ch na~h oben .zu bewegen; fO~glich 1st der Auflagedrnck, welcher bel blof6 DnterstiIt~ng emtreten. Würde, In unserem Falle der Einspannung um den Betrag 
p zu verTl~gem.. Be1:elchnet 'II! für irgend eine Stelle 0 das BiegungsIllOme~t, 
welches bel llo1ser Cnterstii.tzung der beiden Enden auftreten würde, sO WIrd 
das Moment an derselben Stelle bei Einspannung des Balkens gleich: 
',1) m _ 1112 - P . B O. 
\~:ill man. <lurch möglichst einfache Überlegung zu diesem Resultate koDll?en. 
so gl'llUgt es, folgendermafsel1 Zu schliefsen : Der Balken war im Gleichgevncht, 
als er helast~t war u!ld an aen Enden nur unterstützt wurde; das Biegungs-
n;~~lent Il:n lr~t'nd ewer Stelle War 111; wir haben nun eine neue Gruppe von ~ften _emgefnhrt, welche s!ch unter einander aufheben; das BiegungsIllOIllent 
1m PUllkte C, welches von dIesen neuen Kri'tften herrührt l' st o-leich 
, n 
- (m, + l' . Be); 
infolge dessen i8t das wirkliche Biegungsmoment im Punkte C: 
m --- 1/1, - T' . R'(>, 
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A '.1' 1 1Il1 B' ngenommen, es seI JJt2 = 0, uann Wlf( P = l ' und das Iegungsmo-
ment bei C wird: liI - 11/1 E(} = jJl - P . Be I . 
b 62. Ein Balken sei am Ende A eingespannt, am Ende B nur unterstützt, wobei a er der Punkt B mit dem Puukte A genau in einer horizontalen Ebene liegen 
BolL Wir haben dann tI1, = 0 und 13 C = x zu setzen und erhalten also genau 
den zuletzt angedeuteten FalL Die Biegungsgleichung lautet demnach: 
(2) rl'y EJ ~l ., = m - Px. ( X" 
Zunächst wollen wir einen gleichmäfsi~ belasteten prismatischen Balken 
betracJIten, wie in Beispiel 4 Artikel 60. Ber blo[8e1' l'nterstützung des Balkens 
an belden Enden wird das Biegungsmoment 
In = .} lelx - t lCX'*}. 
D b" t Ba 81 18 X vom nicht eingespannten Balkenende aus gerec?net, 
elastung pro cm Balkenlänge. Weichung (2) lautet also Jetzt: 
n' bedeutet die 
(3) FJd2!f _ 1 lcl ,c _ '_!.7UX' - Px, 
n d:J;2 - ~ 
wOraus durch Integration folgt: 
(4) EJ dt
Y 
= :l-Ieix' _ ir/ex" -~-Px' + c. ( x 
o • Ferner haben wir die Einspannungsbedingung, da[s bei x = I für die 
::Jtelgung gilt: 
(5) dy = o. 
dx 
Integrieren wir zunlichst die Gleichung (4) nochmals, so finden wir: 
(6) EJ1t = _1 wlx3 _ ~~ wx' _ 1 Px3 + cx, 
;J 12 24 6 
h Eine Integrationskonstante haben wir nicht hinzuzufügen, weil für x = 0 aue y = 0 wird. 
Auch für x = 1 wird y = O. Diese BedinguIlO' und die gleichfalls für :C~l ""olt' GI' '" 'n 116' 
- "ll 'Ige eIchung (5) benutzen wir zur Umformung von I,"') UIl( '.}: 
(7) 
o = 1~ tel" - ~ PI' + c, 
(8) 0 = _1 /VI" = 1 P T" + cl, 21 ö 
Und dar~us können wir dann leicht P und c besti=en. 
steh Wir diyidieren zu dem Zwecke (8) durch I und subtrahieren die ent-
ende GleIChung von (7); so erhalten wir: 
0= 1 1013 _ 1 P1 2 • P =!- Icl. 
24 3' ~ 
Aus (7) folgt dann: 
0= lId" _ 1 '!el" + c' c = __ 1 11·/". 
1:! 16 ' 4~ 
be h*) Die Abweichung dieser Gleichung fürm von der in Art. 60 Beisp.-1 
ru t auf der 'Wahl eines anderen Nullpunktes für ;1:. 
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Bemerkung über Integraphl·n. 
. t \"1'1',1 ',ll~o cr._emäfs Gleichung (3) Das wirklich auftretende Blegungsmomen,. "u 
+"Idx -- J, ".:>;~ - .~ 1/"1,(". 
, '1 1" .' t • der crefIDldenen lmd die BIegungsform des Balkens erhalten wir dun' 1 ',LU~" zen " 
Werte für P und c in Gleichung r,ß;. h itt sieb. 
63. Wenn die Belastung eine ganz jleliejlige i~t IInll M~' QllerSCt~ (le an· 
ebenfalls in ganz beliebiger Weise änllert, so murs eme. graphische Me 0 
<Yewandt wernen um die zweimalio-e IntpQTation auszuhihren. n wir 
" Eine FunkÜon z von .7; sei d~rch ei~e Kurve dargestellt: (lunn wo en 
-, d h d' Ordinate der durch eine neue Kurve den 'Wert J ,r . d:r ausdrücken; . .: re b 
neuen Kurve soll die Fläche der z - Kurw lJis ZU jenem 'Vert.e von x a~~:lu~; 
gereclmet von irgend einer festen Anfangsordinate ab. ~ei dIeser !.'.usä Kurl'~ könn~n wir so ver~a~ll'en: Wi; zeichnen die zur F~lll~tlOn :: .gehoren c~t kom-
auf emen Bogen Mrlhmeterpupl€r und zählen <lann emtuch dU' 111 Betr.a t . die 
mende Anzahl der Quadrate aus. Oder wir können mit einem Plal1l~: r. an 
}'l:iche bis zu einzelnen, heliebig herausgegriffenen \Yerten \'on x. el·unt :t~blich 
diesen Stellen tragen wir dann neue Ordinaten derart auf, dars 818 mars. eIne 
den zugehörigen Flächenwert angeben. So suchen wir vielleicht ~O-12 elf rre. 
Punkte und ziehen (larauf durch dieselhen aus freier Hanrl dle neue uo"e. 
Aber diese Methoden sind umständlich und uno-enau. Man hat daher 18 "gte 
I ..". 1 h re ver an ll.annte ntegraphen oder Integnermaschmen konstnuert, we c e (I d I te. 
lüm-e auf mechanischem '''ege unmitti<lbar zeichnen; so arbeitet .z B. er nbe. 
gl'aph .on Abdank-Abakanowicz !hercrestellt von Coradi in Zünch~ ganz. de 
sonders präzise. Leider ist der Preis'" eines solchen Instrumentes nIcht ge:.a de e~n geringe~: ~in ':.ohlfeile\' Int~graph, der aber genan arbeiten .miifste, d ";.~ er 
l1l:ht nur inr dIe Losung graphIscher Probleme sehr wertvoll Bel.n, SOll .. f für 
wurde uns auch, wenn wir ihn eifriO' O'ebrauchten eine vorzüglIche Hul e 
das Verständnis der InteQTalrechnun~ bieten. ' t t 
Wir nehmen nun a~, dars de; Leser mit irO'eud einer Methode ver r(\U 
" ,. ~~i. welche den "" ert von J z . r/ x durch eine neue Kmve darzustellen ermög· 
I) T" licht: die Belastung des Balkens sei eine ß"anz beliebige auch sei das rft 
heitsmoment .7 nicht an allen Stellen gleich~ Die Biegungsgleichung lautet 
unseren zuletzt lJetrachteten Fall: 
d',/ JtI = 111 - Px = E.J·-' .. , d,c-
uwt flie Integration ergiebt: 
, = '. dx - P . (1'1' r C E dy Jm J"'" r/,l' J ./ ' T . 
Wir müss"n also ein Diagramm zeichnen, dessen Ordinate in jedem punkte 
,,1"1' ~ll m . t d der 
,.. C J 18, un müssen diese Kur,e integrieren. Zur Vereinfachung 
x 
J:'.'n11eln ,,"ollen wir den Ausdruck r~; (l:t: mit dem Buchstaben /L bezeichnen; 
fitr ,r ~c, ~ wird !! gleich der gesa~ten Fläche der ~n -Kmve und diesen Wert 
w,·llpll wir 1'1 nennen. J 
A1ll'sl'nlem müssen wir eiu Diagramm konstruieren, dessen Ordinate überall 
3" 
gleich :~ ist, uwl alleh (lieses integrieren. Der Wert f"·x fl,r 
• .J 
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bezeichnet werden. Für x = 1 wird X gleich der gesamten Fläche der 
x }-Kune, und wir wollen diesen ~Wert X, nennen. Nun ist in Gleichung (9): 
d y = 0 für x = 1. (he 
Darans folgt die Beziehung: 
1)0) 0 = 11, - P X, + c. 
Jetzt integrieren wir (9) nochmals und erhalten: 
Ey = fit. da: - P Ix, dx + cx + c. 
, B~rücksichtigen wir nun, dars y = 0 wird für x = 0, so sehen wir, da~s 
( = 0 1st. Bezeichnen wir noch die Gesamtflächen der 11'- und X-Kurven mIt 
JI'lbezw. X; und stellen die letzte Gleichung für den Balkenpunkt x = 1 auf, 
so erhalten wir: 
(11) 0 = M , - p. X; + cl.*) 
I Aus (10) und (11) kann P und c leicht gefunden werden, und mit I;Iülfe 
~~s gefun~enen Wertes von P läf~t sich nat~irlich. das Biegungsmoment an Jeder 
" elle bestImmen. Der Wert c glCbt uns dIe Nelgung des Balkens am Punkte 
J;=O an . 
. 64. Beispiel. Ein Balken von beliebig wechselndem Quer-
s~hl~Itt sei an bei den Enden eingespannt und in irgend einer be-
liebIgen "\Veise belastet. Wir messen x von einem Ende aus, an 
---------------
t *) '>Vollen wir die eingeführten Buchstaben /L, X, /L" X, u. s. w. nicht be-
nu zen, so bietet sich die folgende Ableitung dar: 
[ , d1fJ'" fXill f·rx E . -'-- = -~ ~ d x - P - d x. dx 0 J J 
o 0 
(10) 
Hier j'st d' b G . d W rt le 0 ere renze x variabel zu denken. Bezeichnen WIr en e von 
Edy .. 
rli: fur x = 0 mit c; so können wir Gleichung (10) auch so schreiben: 
.1' X 
E ~ly = ('/li dx _ P i-x dx + c. 
d.'C • J • J 
o 0 
. WÜ' inteO"rieren erneut und zwar zwischen den Grenzen 0 und l und er-
Innern d " ur rt h t d finden wir: uns al'an, dars y an beiden Grenzen denselben .. e a; ann 
l x l x 
[E. y J::::= 0 =.f(fjd'X)dX - P f(f ~dX) dx + cl. 
o 0 0 0 
(11) 
wir d yr en~. die Integrationen in Gleichung (10) und (11) ausgeführt si!Id, so können 
Von 1: ?rofsen P und c ermitteln. Das wahre Biegungsmoment 1st dann, wo-
Wir Ja ausgingen: IJ/ _ P:r. 
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welchem das Einspannungsmoment gleich J11 2 sein mag. 




JJI=m-1Il 2 -PX, 
E'l'y = 'In _ 111" _ l' .,; , 
clx' .J.f ./ 
E~!J =J"m. dx - m.,J"dJX - p {' xJ' dx + C. 
dx J -. ' 
der Balken bei x = 0 eingespannt ist, s~ ergiebt sich C ~ ~. 




I'" für J '~" dx und 1"'1 für die Gesamtfläche der J; _Kurve, 
Y für JdX und Yl für die Gesamtfiäche der~ - Kurve, J 
X nlf .li dx und Xl für die Gesamtfläche der ; _Kurve. 
Dann ergiebt sich für den Punkt x = l: 
O=!Ll - II!:lY1 - PX1 · 
Die zweite Integration liefel·t: 
I 
I 
Ey = J!L' dx - 1I1 2J Y. dx - P J' X· <Zx + c, 
wo sich durch Eintragung des speziellen Wertes x = 0 auch hier 
c = 0 ergiebt. 
Wir bezeichnen wieder die Gesamtfiächen der /1--, Y- und Xa 
Kurven zwischen den Ordinaten 0 und l mit 1l'I1 , Yl nnd Xl un 
erhalten dann für den Punkt x = l: 
(5) 
. *". \\'i.: haben die Abkürzungen /L, X, Y, /L" X" Y" N, , X" Y, benll~~~ 
well WIr furchteten, dars der Leser mit den Symbolen der Integralrechnu~g n 1 
zn wenig vertraut sei. Vielleicht würde es jedoch besser sein, die Ableü.?-ng~. 
ohne Benu~zun~ (l~r genannten abgekürzten Bezeichnungsweise durc~z~f~:~el; 
dadurch wurden WlI den Leser dazu amegen dafs er sich an die gebrauchli . 1 
Bezeichnungen fler IntegralrechnunO" gewöhnt uIld nicht neun neue Symbole 11 
,lie R.>chnung- einschleppeu. "', . b 
Wir lllih~>l1 alsda~n. folgendermafsen zu verfahren: Erstlich ergi~bt ·~~t 
durch IntegratIon der GleIchung (2) zwischen den Grenzen 0 und x, uut Ru 
sicht auf den rm~tand, rlars der Balken bei .e = 0 eingespannt ist: 
x x x 
. ({'i [m [,({.e f' x /'. d:e = ./ .Ix - 111. -./ - P '.1 dx. 




I. Si] Graphische Ermitt\'lung der Biegungsmomente. 1:!5 
Aus (4) und (5) lassen sich leicht die Werte von 1112 und P be-
stimmen, die dann in (1) einzusetzen sind. 
65, Graphische Lösung, Die Kurve ACB (Figur 43) stelle 
das Biegungsmoment m dar, bei der Annahme, dafs der Balken an 
beiden Enden nur unterstützt wäre; AD bezeichne das Einspannungs-
moment m1 und BE das Ein-
spannungsmoment Ul 2 . 'Vir 
verbinden D mit E. Dann J) 
ergiebt die Differenz zwischen 
den Ordinaten der Kurve AC B 
und denen der Geraden D E 
F 
die Gröfse der wirklich auf- A <--__ ~---------.,_-----" 
h:etenden Biegungsmomente " .H I 1 Ib Fig.43. (lese en sind also durch die 
E 
senkrechten Ordinaten des Zwischenraumes zwischen der geraden Linie 
DE ~nd der Kurve AFCGB dargestellt. Das Biegungsmoment ist 
l~egahv von Abis H und von I bis B, positiv von H bis I. Fund G 
sllld Wendepunkte der Biegungslinie. 
6.6, Nützliche Analogien für die Bel'echnung der Balkenbiegnng, 
Es se~ 10 die Belastung des Balkens in kg pro cm Länge, und M 
das Bl€gungsmoment in einem Querschnitte [dasselbe werde positiv 
gerechnet, wenn es den Balken nach aufwärts konvex zu machen 
strebt *)]. Ferner sei x der horizontale Abstand des Querschnitts 
Von einem irgend wie O"ewählten Koordinatenanfangspunkte. Dann be-
haupten wir, dafs folg~nde Gleichung gilt: 
(1) d'M 
d.zo O = U', 
Integr' Ieren wir nochmals, und zwar zwischen den Grenzen 0 und 1, so folgt: 
j E[yJ:: =o=j;(J; dX)dx-m2jCt~;)dX-P J~(JJdX)dX' 
o 0 0 0 0 0 
k" \renn die in (6) und (i) anO'egebenen InteO"rationen ausgeführt sind, 80 ~tnnen die unbekanllten Gröf.~en ~n, und P ausgewertet und in Gleichung (1) 
ngesetzt werden. 
ist OlDer L:ser murs selbst ausprobieren, welcher ~ eg fi!r i~n an: geeignet~ten 
. ' .. ) er dIe etwas gef:ihrlich aussehenden aber 1Il WIrklIchkeIt doch leIcht 
\erstandlichell Symbole 'dieser Fufsnote ve~enden oder ob er lieber mit elen ~:~~ ~uch8taben rechnen will, deren Bedeutung man' immer wieder vergifst. Man 
g elche auch die vorige Note. -
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Im Querschnitte P (Figur 44), dessen Abstand vom ~wei~er links 
angenommenen) Anfangspunkte gleich x cm ist, herrsche elll Blß~gs­
moment JYI welches durch zwei glelChe 
, pI' il 
s 
Fig.44. 
und entgecrencresetzt crerichtete 1e -
M 0 0 h 
spitzen angedeutet, ist, und eine Sc. er-
kraft S welche ebenfalls in die SkIzze eingezei~hnet wurde. (W ir wollen die-
selbe positiv rechnen, ';'enn das Material 
rechts vom Querschnitte einen nach unte~ 
gerichteten Zug erleidet.) P Q werde nnt 
Li x bezeichnet sodafs die auf dieses Balken-
stück zwisch:n den Querschnitten P und 
Q kommende Belastuno- crleich ~c· dx 
'" '" ·tt ist· das BiegunO'smoment im Querschm e 
'0 (f ~------« Q sei ]! + Li M und die Scherspann~n" 
S + Li S. Auf das betrachtete klellle 
Balkenstück wirken demnach die Kräfte, 
wie sie in der Skizze eingetragen 
Ihre Gleichgewichtsbedingung ergieht folgende Gleichung: 
sind. 
(2) S dS 
,d = w·Lix; dx = w. 
Die Aufstellung der statischen Momentengleichung für den Punkt 
Q ergiebt: 
M+S·,dx + tw(Lix)2 =]! + AM, 
LlJl -~ = S + l IV • Li x' Llx 2 , 
wenn wir nun L1 x immer kleiner und kleiner werden lassen, so er-
halten wir als Grenzwert: 
dM_ S da; - , 
womit Gleichung (1) bewiesen ist. 
Nun wissen wir, dafs für y, die Durchhiegung eines Balkens, 
die Gleichung gilt: 
(4) (1' Y ~ll dx' = E,y 
Die augenf'ä.llige Analogie der Gleichungen (1) und (4) erlaubt 
uns aber. auf Glelchung (4) alle diejenigen graphischen Methoden anzu-
'~enden, welche. uns zur Lösung der Gleichung (1) längst geläufig 
~Uld',Haben wlr zum Beispiel ein Diagramm, dessen Ordinate an 
.Jeder SteUe den 'Wert von w zeigt, also ein Belastungsdiagramm, so 
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können wir daraus sofort mit Hülfe der O'raphischen Statik ein Dia-,., 
gramm konstruieren, welches den 'Wert von ]){ an jeder Stelle mafs-
stäbli~h angiebtj d. h. wir können die Gleichung (1) sehr leicht auf 
graph1schem VVege lösen *). 
Nun sehen wir aber aus der Gleichung (4), dars wir auf ein 
Diagramm, welches den Wert ~~J für jede Stelle angiebt, genau die-
selbe Methode anwenden können, um den zugehörigen vVert von y 
zu finden, d. h. um die BieO'unO'slinie des Balkens zu konstruieren. V' I ,., ,., 
.Ie e unserer Biegungsaufgabell erleichtern sich durch die Ausnutzung 
dIeser Analogie ganz bedeutend. 
Beispiel. Haben wir einen beliebigen Balken, ganz gleichgültig, 
ob die Enden unterstützt oder frei sind, so finden wir unter der 
Annahme, dals tC konstant ist, durch Integration: 
(,5) d J1I 
lI.i: = b + lex; Jll = a + b,r; + t l l'X2. 
Bei einem bestimmten vorlieO'enden Falle haben wir dann immer 
noch Angaben, aus denen sich die Konstanten a und b ermitteln 
lassen. 
Nehmen wir z. B. an, es handele sich um einen prismatischen 
und gleichmäfsig belasteten Balken, welcher an den beiden Enden 
nur unterstützt ist. 
Wir messen y vom tiefsten Punkte des Balkens in der Mitte 
~ach oben und x von der Mitte aus nach den beiden Enden. Dann 
1St Jt[ = 0 für die Stellen x = 1_1 und x = - } 1. 
Für diese beiden Punkte l~utet also Gleichung (ö): 
und o = a + t bl + t wl2 
0=(1·- tbl + lwl2• 
Folglich ist 0=0, a=-.1 w12 und aus Gleichung (5) wird nun: 8 , . 
(61 M = - t lcl2 + t UlX 2• 
A Das ist genau dieselbe CHeichullO', die wir auch in Beispiel 4, 
n. GO, benutzten, wo wir hernach"'.J1 durch EJ dividierten und 
dann zwe' l' t . I Ima m egnerten, um y zu fine en. 
B lk *) Gewöhnlich finden wir J1 für einen an den Enden nur unterstützten ~d en, z. B. im Diagramm AC B Fi!!Ur 43 (Art. 65\ Sind dagegen an d€'n 
IlEen noch Biegun<>smomente vorhand~n welche dnrch die Ordinaten AD nnd 
stelltdar!5estellt w~rden, so verbinden wir' D mit E (lurch. eine ~erade. Dalll~ 
"h dIe algebraIsche Summe aus den Ordinaten der belden DIagramme da, 
are Di . 
agramm der Bleguugsmomente dar. 
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[1. öl 
---_:_~-~ ~----". __ :.--:--
. .. d Q t' t d 1I 1 h die "Steigung'1 des Es möge Jetzt mIt ~ er uo Ien dx' (.. " 
Balkens bezeichnet werden. 
Nun haben wir die Beziehungen gefunden: 
dy = i di 111 dN = S d8 =/1'. 
dx 'dx E.J' dx 'dx 
"Wir haben also ein System von Kurven, welches wir durch 
mehrmalige Differentiation a~s der gegebenen Form y der Bie~ngs' I 
linie ableiten können oder welches wir durch mehrmaliges Integneren 
, d B lkens 
aus den bekannten Werten von 1e, d. h. aus der Belastung es a I 
erhalten. 
Um aus w den Wel't llf zu finden haben wir nun aber eine 
. . , jW finden 
bequeme graphrsche Methode; um aus .E' J den Wert y zu , 
können wir folglich genau denselben gr~phischen W eg ei~schl~den. 
.. 'h'ktbei er Alle Uberlegungen und Rülfskonstruktionen deren RlC tig el 
, k' besOn--Ermittelung von. Maus w ~nmittelbar einleuchtet, ~nd emes ohne 
deren mathematIschen BeweIses bedarf, können WIr demnac~ 
weiteres, ebenfalls ohne besonderen mathematischen NachweIS, aUS 
blofsen Gründen der Analogie, anwenden, 
zu ermitteln. 
JJI W rtY 
um aus ltJ den e 
So ist z. B. die .Fläche der 1tf _ Kurve zwischen den Ordinaten 
. EJ d x' 
:tl und ;tz glelCh dem Zuwachs von i zwischen den Werten Xi U11 il 
die Tangenten an die Biegungslinie des Balkens in den punkten Xl 
und x2 schneiden sich in einem Punkte, welcher auf einer Senkrechten 
't 1 S h 1It Kurve n11 (em c werpunkte des fraglichen Flächenteiles der Ef 
liegt. Ferner ist die gesamte Fläche der M -Kurve für eine Spann-
EJ 
weite Hf gleich der Zunahme von dy von einem Ende H des Ab-
o • dx . d 1 
schni.ttes . bIS zu ~e:n anderen I; der Schnittpunkt P der bel II U~ber 
an dIe Biegungshme gelegten Tangenten befindet sich senkrecht u 
dem Schwerpunkte des zugehörigen Teiles der ~ -Kurve. Diese 
. G EJ ZW~I esetze können als Ausgangspunkt fÜT eine vollständige gra-
plnsehe Behandlung der Probleme über die Biegung VOll Balken be-
nutzt werden. 
~(>·hneidet . das du:ch den genannten Schwerpunkt nnd du~ch! 
w·legt.> Lot du' AbsClssenaxe im Punkte G und bezeichnet ?H die 
Steigung der Tangente im Punkte H so lie~t deI' Punkt P ul1l den 
- , ö 
Betra!! G H . i f{ hi)her als der Pnnkt H; I liegt um den :Betrag 
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GI· 'i/ höher als der Punkt P, worin 1'/ die Steigung der Kurve im 
Punkte 1 bedeutet. Daraus folgt, dars der Höhenunterschied zwischen 
I und H gleich Ha ·iH + aT i/ ist; von dieser Beziehung kann man 
mit Nutzen Gebrauch machen, wenn über die relative Höhe der Unter-
stützungspunkte gen aue Angaben vorliegen, wie es bei zusammen-
hängenden Balken auf mehreren Stützen der Fall ist. 
67. Balken auf mehreren Stützen. Früher verbanden die Brücken-
bauer, anstatt für jede Spannweite einer Brücke einen einzelnen Träger 
zn ,erwenden, die einander berührenden Enden derselben mit ein-
ander, um das Aufbäumen derselben zu verhindern. Die ganze Brücke 
besteht dann aus einem zusammenhängenden Träger, der an mehreren 
Pnnkten unterstützt ist. 
Wenn wir absolut sicher wären dafs die Unterstützungspunkte der 
fertigen Brücke auf den Millimete:' aenau in der bei der Rechnung 
t:> 
angenommenen Höhe lieO'en so würde wie sich leicht zeigen läfst, der 
I:> " ~ 
zusammenhängende TräD'er wesentlich billiger sein, als einzelne Binder. 
Leide:' ändert aber ein;' wenn auch nur ganz geringe, Senkung eines 
der lJnterstützungspunkte die Verteilung der Krlifte in dem ganzen 
Balken vollständiO' 
o' 
Auch bei vielen anderen Aufgaben der angewandten Mechanik 
begegnen wir derselben SchwieriO'keit und müssen zwischen Sparsam-
k:it mit einer gewissen UnsicheI~eit einerseits, gröfseren Kosten mit S~cherheit andererseits wählen. So bringt z. B. die starre Nietver-
blndu~lg an den Knotenpunkten einer Eisenkonstruktion immer eine 
AbWeichung der wirklich eintretenden Kräfteverteilung von der be-
l'echneten mit sich weil sich eine Ausführung mit mathematischer ~enauigkeit unmöglich erreichen läfst. Deswegen zieht man oft vor, 
dIe Knotenpunkte scharnierartiO' zu konstruieren obwohl diese Anord-
" , 
nung bedeutende Mehrkosten verursacht. 
Dem Leser welcher sich für die Theorie der zusammenhängenden 
B" k ' . W k tue enkonstruktionen näher interessiert empfehlen WIT, das er 
VOn Müller-Breslau Die neueren Methoden der Festigkeitslehre 
und '" . h 
el' Statzk der Baukonstruktionen" *) zu studIeren, wo er aue 
graphische Methoden für die Lösung der meisten wichtigen Probleme ~nden kann **) . 
• :J Zweite Auflage, Leipzig 1893. ., .. . 
L" " George Wilson hat eine aufserordenthch emfache Methode fur. die 
QSung der allgemeinsten Aufgabe über zusammenhängende Ba~ken angegeben: 
.wi Es lUö~~n Auflagestellen bei A, B, C, D, E ~orhanden sem. p~n~ stellen 
. runs :zunachst vor dafs aufser A und E keme Auflagen ~Xlstleren, und 
suchen dH? Durchbiegu'nO'en welche unter diesen rmständen bel B, (' und lJ 
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Wir wollen hier als ein (tutes Beispiel für die Anwendung der 
Integralrechnung einen Trä(tero von gleichmäfsigem Querschnitt be· 
trachten, welcher auf meh::eren in gleicher Höhe liegenden v.~ter­
stützungspunkten aufruht. Es sei ABC die Mittellinie des Trägers 
für zwei Spannweiten; der Träger sei ursprünglich gerade gewesen 






und seI In den Punkten A, B, C unterstützt; der Abstand YO~ J 
bis B heifse 7
1
, der von B bis C: 19' Die Belastung auf belden 
Spannweiten sei eine ganz beliebige. 1Vir bezeichnen die Biegungs-
momente in den drei Unterstützungspunkten etwa gleich selber durch 
'A, Bund C und rechnen sie positiv, wenn sie den Balken nach 
oben konkav zu lllachen suchen, 
Bei dem Querschnitte P im Abstande x vom Punkte A möge 
m dasjenige Biegungsmoment sein, welches eintreten würde, wenn 
der Balken in jeder Spannweite vollkollllllen von den übrigen Balke~­
teilen unabhängig wäre. Wir haben nun bereits gesehen, dars WH 
durch die Einführung von zwei neuen Biegungsmomentell 111-2 und 1111 
in den Punkten A und B (welche den Balken bei A und B nach 
oben konvex zu gestalten suchen) das wirkliche im Punkte p auf-tr~tende ,Biegungsmoment finden können (Artikel 61). Unser 111! 
wud gleIch - A, Inl = - B, und folglich gilt für den Punkt p: 
(1) m + A+ xl!-A = EJ d2y 
1 
1, dx" 
worin m, wie gesagt, das Biegungsmoment bezeichnet, welches, bei 
blofser Unt~rstützung des Balkens eintreten würde. Gegenüber dieser 
Annahme wud der Auflagedruck bei A durch Einflufs der benachba.rten 




~intreten wür.rle~. Nun nehmen wir da.zu noch eine aufwärts gerichtete Belas}; 
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Wir integrieren Gleichung (1) mit Rücksicht darauf, dafs EJ 
als konstant angenommen wurde, ~d finden: 
(3,) r d • 1" B - A EJ dy 
• 111· X + ~'1.X +2 X- --r~ + Cl = 1 • dx' 
1 
wo das links stehende Integral so gewählt sein soll, dafs es für 
x = 0 verschwindet. 
Die nochmalige Int.egration von Gleichung (3) liefert weiter: 
(4) J(Jm.dx)dx+ tAx2+tx3J3.-f~+clx+e=EJ.y, 
J 
und auch hier soll das an erster Stelle stehende Integral mit x ver-
schwinden. 
!m Punkte A, wo x = 0 ist, verschwindet auch Yi also ver-
schwmdet die zweite Integrationskonstante e. 
Auch im Punkte B, wo x = 11 ist, wird Y = O. Bezeichnen wir al~o noch den Wert des Doppelintegrals für die ganze Spannweite 
mIt 111: 
I, x 
(tl =.f (J'm .. dX) d x, 
o 0 
so gilt für den Punkt B: 
(5) !LI + tAl12 + tll2(B - A) + Cl II = O. 
Nun wollen wir aus (3) den Wert EJ ;; für den Punkt B 
ermitteln. Bezeichnen wir die Fläche der m -Kurve für die ganze 
Spannweite mit a . 
l' 
so wird für den Punkt B: 
(6) 
, Denselben Wert können wir aber auch noch auf einem anderen 
Wege bestimmen. Für irgend einen Punkt Q der zweiten Spannweite 
erhalten wir nämlich wenn wir x von B aus rechnen, dieselben 
Gleichungen (1), (3) ~d (4), nur dafs wir überall B für A., C fü~. B 
und c2 für Cl einsetzen müssen. Auf diese W~ eise finden WIr aus ,,;) I, 
dars EJd y . 0 t .. dx Im Punkte B, für welchen wir jetzt x = se zen mussen, 
gleich c2 ist. Die Vergleichung mit (6) giebt also: 
0) A 
' C2 - Cl = al + All + PI CB - ). 9* 
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Aus (5) erhalten wir in analoger Weise: 
(~) /L2+{Bl22+il/CC-B)+c212=O. 
Wir subtrahieren (5) von (8), nachdem wir durch 11 resp. /2 
dividiert haben: 
(9) c - c = 1'-, - 1'-2 + l Al _L BI + II (1J - A.) - ~ 72 (C - B) . ~ 1 1, 1
2 
2 1 2 2 6 1 . 6 
Die Gleichsetzung von (7) und (9) ergieht: 
(10) All + '2BU1 + 12) + C{2 = 6 (~' - (l1 - ~:). 
Damit halJen wir nun eine GleichunO" O"efunden, welche die Werte 
A, B, C, d. h. die Biegungsmomente i~ '"'den drei auf einander. fol-
genden Unterstützungspunkten mit einander in Beziehung b~lllgt. 
Hat der Balken mehr als drei Stützpunkte, so ergeben je dreI auf 
einander folgende derselben eine der obigen analoge Gleichung- Im 
ganzen erhalten wir also zwei Gleichungen weniger, als Stützpunkte 
vorhanden sind. 
Haben wir nun aussel'dem noch zwei Bedingungen, z. B. die, 
dars die Balkenenden nur unterstützt sind also ein Biegungsmoment 
Null besitzen, so können wir die Biegun~smomente an allen Stütz-
punkten durch Auflösung der Gleichungen ermitteln. 
BeispieL Zwei auf einander folO"ende Spannweiten von d~r 
Liinge 11 resp. 12 seien mit w1 resp. w2 kg per cm Länge gleichmäfslg 
belastet. Dann ist: 
m = t Il'l:r - tu:x2, ,{mdx = i lcl:x2 _~WX3, 





J'C{mdJ) d.l' = Awlx3 - f<imx\ 
/LI = htfl l1\ f-t2 = 2141f2124. 
Gleichung (10) auftretende Ausdruck: ~2_ + (/1 _~: "ird 
2 
Jj U;2 1.:;+ '/(", 113 - lW 13 = 1(nf 13+"(j'l3) 
- - 12 24 1 1 24' 2 2 ' 1 'I , 
soda~s die Gleichung (10) für den vorlieO"enden Fall lautet: 
'"' ()O) All + '2 B(ll + 12) + Cl2 +H w2 123 + w1 l13) = O. 
Ist atwh noch 'I = 12 und tl'l = 1C2 , so vereinfacht sich die Glei-("hung zu: 
I t 1) A + 4 B + C + -; lC l2 = O. 
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Falll. Ein gleichförmiger, gleichmäfsig belasteter Balken ruhe 
ohne Einspallllung auf drei Unterstützungspunkten, welche gleichen 
Abstand von einander haben. Dann ist .A = C = Ü und B = - -}wl2• 
Im Punkte P mit dem Ahstande x von A herrscht demnach ein 
Biegungsmoment : 
fw (lx-x2) + 0 -'f t w[2, 
Der Auflagedruck bei A wird kleiner, als wenn der Balken bei 
B abgeschnitten wäre, und zwar um den in Gleichung (2) ange-
gebenen Betrag~7 B oder i w1 . Der Auflagedruck würde im an-
1 
gedeuteten .Falle +wl crewesen sein' folcrlich wird er J'etzt nur ~tf.;l 
. "e '0 0 
an Jedem der beiden Endpunkte. Da nun die gesamte Last gleich 
2101 ist, so bleibt für den mittleren Unterstützungspunkt noch 
1~0U; 1 übrig, 
Fall 2, Ein crleichförmicrer crleichmäfsicr belasteter Balken ruhe 
• Ö' ~ , b l:::I 
auf Vier gleich weit von einander entfernten Unterstützungspunkten 
auf; die Bieguncrsmomente an diesen viel' Stellen seien A, B, 0, D. 
Jetzt ist A. = iJ = 0 und aus Symmetrieo'l'ünden B = C, Folglieh 
'b ' " gIe t die Gleichung (11): 
Ü+5B+}u;l2=Ü; B=C=-föu'l2, 
w" Wäre die Spannweit~ AB vom übrigen Balken, abgetr~nnt, ,so 
urde der erste Auflacredruck crleich~1V 1 gewesen sem, folglIch wird 
er jetzt fwl- -!wl 0 das ist "_L1d. 2 Der Auflagedruck bei D ist !lat" l' h b 10' 10 k t'l . h ' Ur lC e enso grofs. Die anderen zwei Stützpun te ei en SIC III 
den Rest der Last welche im cranzen 31el beträgt, und so erhält 
folglich jeder derse{hen~~wl. Die Auflagedrucke sind also: 
·1 wl lIlcl llwl und 4 u:l. 
10 '10 '10 10 
, 68. Schel'spanllnngell im Balken. Der Ahstand von, irgend 




'---.4 -- - -------
){' 
CD' 
Fig.46. }'j~. 47. 
bis Zum Querschnitte hei.A. werde mit x bezeichnet, der Abstand 0 B 
de t ' h ' (" • " lIlen sprechend mit x + Lix. Das Biegullgsmoment el .":1 v seI 
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M, und dasjenige bei D'BD sei JJI + A JJI. Die Linien OAB 
(Figur 46) und AA (Figur 407) stellen die neutrale Fläche des Bal· 
kens in der Projektion dar. Es soll die Tangential- oder Scher· 
spannung in der Ebene CAG', und zwar im Abstande AE von der 
Neutralen bestimmt werden. 
Nach einem bekannten Satze ist diese Scherspannung gleich der· 
jenigen in der Ebene E F, welche rechtwinkelig zur Papierebene ~d 
parallel zur neutralen Fläche AB liegt. Wir stellen die Gle1ch· 
( gewichtsbedingung für das Balkenstückchen ECDF auf, 
H[ IJ welches in Figur 48 noch einmal in gröfserem ~afssta.be und in Figur 47 im Querschnitt dargestellt 1st. Em-gezeichnet sind nur diejenigen Kräfte, welche parallel der neutralen Fläche, d. i. rechtwinkelig zu den ~~er~ E F schnitten wirken. Der Gesamtdruck ~ut' D F is~ g~~(~el 
F . als der Gesamtdruck auf GE, und d~e Tangent~alhafte ~~ W 
.. auf der F'läche E F gleichen den Untel'schied aus. enn 
wir diese Uberlegung mathematisch formulieren, haben wir unsere 
Aufgabe schon gelöst. 
An einer Stelle H in der Ebene CA Cf in einem Al)stande Y 
,on der neutralen Fläche ist die Druckspannuno- bekanntermafsen 
M '" 
P = J y. Ist nun b die Breite des Querschnittes an dieser Stelle, 
-welche sich in Figur 47 als H H darstellt so beträ!tt der Gesamt· 
druck auf die Fläche EeE: '''' 
AC AC 
P f J[ Mf = _ b:j y. dy = 7 by· dy· 
AE AE 
Ist b nicht t~berall gleich grofs, so mufs es uns als Funktion 
,on y gegeben sem, damit wir das IntelITal auswerten können. Be-
halten wir die Bezeichnung P für den g~samten auf der Fläche Ee 
lastenden Dnlck bei, so ist P + A:.r ~~ der Druck auf die :Fläche DE. 
Die Tangentialkraft in EF ist: fmal Fläche EF oder gleich f-Llx·EE, 
Hnrt folgh('h gilt: 
--- dl' (. Jr· Rl-; = od.T· -d-' 
.1: t
· 1 dP 
=--------:--,,_ • EE (L>; 
Bei~piel. Der Balken habe einen gleichmäfsigen rechteckigen 
Que.l·!lchmtt .on konstanter Breite b und konstanter Höhe d. Dann 
f>rj;tleht Gleil'huDfT (f) . 
. ~ :-'. 
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1.68J Scherspannungen in prismatisehen Balken, 
(3) 
!d t 
12Mb r' 12Mf 1 2l-1d P = bdS Y , dy = - d8 2Y , 




ll[ Ctd2 - A];:2) , 
Aus Gleichung (2) folgt weiter: 
f = t. .6, (1.d2 _ AE2) d_l!.r. 
b do J dx ' 
135 
sodals wir f berechnen können, sobald wir M kennen, 
In Bezug auf M wollen wir nun eine bestimmte Annahme 
machen; z, B. setzen wir voraus, dafs der Balken an den Enden 
~~~erstiitzt und gleichmäfsig mitw kg pro cm Länge belastet sei. 
Ir sahen, dafs in diesem Falle M = twl2 - twx2 ist, worin x die 
Entfernung von der Balkenmitte bedeutet. Folglich ist ~f: = = U'x, 
sodafs GleichunO' (3) "b ht' o • U el'ge In: 
(41 , 6 (1 0 A-E-,2-t = - bd" .Td- - ,) 11'X, 
_ Es empfiehlt sich jetzt, den Buchstaben y für die Entfernung 
~E einzuführen; wir erhalten dann als 8cherspannung für irgend 
~men Punkt des Balkens, welcher x cm in horizontaler Richtung von 
L:r,BalkenmiUe nach rechts entfernt und y cm oberhalb der neutralen 
UUe liegt, den Wert: 
l5) f' 6/(' (1 d" 0) 
. = - bd" \4 - - y- :1:. 
d Das ~inuszeichen bedeutet, dafs das Material unterhalb ~F a~f a~ }Iatenal über E F im umO'ekehrten Sinne wirkt, wie die PfeIl-
sPItzen b ' E '" e1 F in FiO'ur 48 ano'eben ' W' 0 ",' " 
d. h Ir sehen, dafs (innerhalb desselben Querschlllttes) bel Y.~ 0, 
, ,an den Punkten der neutralen Linie die 8cherspannung grofser 
Ist als'" ' , ' d' 8 h 
, III Irgend emem anderen Punkte, Bel eIst le c erspan-~~ gleich Null. Von den verschiedenen Querschnitten des Balkens 
a en die Endguerschm:tte die gröfste Scherbeanspruchung, Noch 
~~cherlei .:veitere Betrachtungen lassen sich an das Resultat der I/~chullg (;)) anknüpfen, 80 ist es z. B. eine interessante Aufgabe, 
B~~!ung und ,Gröfse der Hauptspannungen für jede~ P~kt des 
senJo. ns zu bestImmen, d. h, der Spannungen in den dreI zu emander 
ec~t stehenden Querschnitten in welchen nur Nomtalspannungen 
Und kel T ' 
ne angentialspannungcn auftreten. 
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136 Scherspannungen im Flanschenträger. 
"ViI' haben soeben einen Balken niit I'echteckigem Qt~.erschnitt be-
trachtet. Der Leser sollte auch mit anderen Querschnitten Ubungen vor-
nehmen, sobald er im Stande ist, den Ausdruck by in Gleichtmg (1) nach 
y zu integrieren, wenn b irgend eine Funktion von y ist. Er beachte, 
AC 
dafs Jby.dy gleich dem Produkte aus dem Inhalt der Fläche EHOHE 
AI,' 
(Figur 47) und dem Abstande ihres Schwerpunktes 'Von AA ist. 
Bei einem Querschnitt, deI' aus einem Steg und zwei Flanschen 
zusammengesetzt ist, werden wir finden, dafs f" in den Flanschen nur 
klein ist, im Stege dagegen gröfser wird. Schon bei einem recht 
eckigen Querschnitt nimmt der Wert t" von der neutralen Axe nac 
anfsen hin schnell ab; beim FlanschenträO'er aber müssen wir, uIll f 
an den einzelnen Stellen zu erhalten ~och durch die Breite des 
Querschnittes dividieren; diese ist abe/ in den Gurten so grofs, dafs 
dort die Scherspannung nur ganz gering werden kann. Von Bedeutung 
ist sie nur im Stege, und zwar variiert sie innerhalb des Steges nur 
wenig. Jedem Praktiker ist daher die Regel geläufig, bei Berecl)~ung 
der Flanschen oder der Gurtnng nur die Biegungsspannung, bel B~­
rechnung des Steges oder der Diagonalverstrebung dagegen nur die 
Scherkraft zu berücksichtigen. 
Unsere Gleichungen zeigen uns ferner, dafs die Tangentialspannung 
nur da grofs ist, wo (~"11 oder 'Vielmehr _~_ (M) einen hohen Vi ert 
. . dx dx J . . '6 
hat. Das WIrd uns mcht mehr überraschen' denn schon 1ll Art. ti , 
sahen wir, dafs dd~[ = S, der O'esamten Scherkraft des betreffenden 
,I; '" Querschnittes ist. 
In einem gleichmäfsig belasteten Balken ist ciJ! an den Enden 
am gröfsten; nach der Mitte zu wird es kleiner d~nd kleiner, und 
wechselt dann sein Zeichen. Daher darf die Querverstrebung eines 
Hur mit seinem Eigengewicht belasteten TräO'ers in der Mitte wesent-
lich schwächer sein, als an den Enden. '" 
,ßil'~n~sal'bl'it. .Wenn ein Biegungsmoment .:11 an einem Balkenlluer-~~'hmtt~ Wlr~t, so spelChert si~h in jedem gebogenen Balkenstück eine IJoten-
tlellf' Energie auf: welche ~lelch dem halben Produkte aus dem BiegungsJ1.lo-
uwnt!' unO. d .. m BH'g-un"iswinkel ist. Ein Teil von der Länge ..:1;;; nimmt folglIch 
d' I" I 't _lI.J ,I' .:1 x ' Je Jlegung-sar WI 1- .E J auf, weil J1 F J sein BieQ'UnO"Rwinkel ist (siehe _"r-
tikel 26,' Dab~r i,t die' gf"amte in eine~~ Balken \~Jll "'dem BieQ'ungsIDolIlcnte 
Jl I"eh'l,tett' Blegung-sarl",it: '" 
1\, 1 [_11= 
:! E. .r' <1.1'. 
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I. 68J Biegungsarbeit. 137 
Ist feine Scherspannung, so ist ihre Deformationsarbeit pro V olumen-
einheit gleich 
(7) 
wenn "N (len Gleitmodul bezeichnet, d. h. den (für ein bestimmtes ~Iaterial 
konstanten) Quotienten aus der Scherspannung und der Gleitung. 
Durch Summieren beider Ausdrücke erhalten wir den gesamten Betrag der 
Formänderungsarbeit für den Balken. 
Indem wir diese durch (ö) und (6) ausgednlckte potentielle Energie gleich 
dem Produkte aus der Belastunoo und der halben von ihr erzeugten Senkung 
sehen, erhalten wir interessant~ Beziehuneten. So wollen wir z. B. den Fall 
betrachten, dars ein Balken von der Länae 1 und von rechteckiaem Querschnitte 
• . ö 0 • 
an emem Ende eingespannt, am anderen Ende mit W Kilogramm .bela:stet seI. 
Im ~bst~nde x yom freien Emie ist das Biegungsmoment M = W.1·, dIe BIegungs-
arbeit fur den ganzen Balken wird also gemäfs Gleichung (6): 
l 
(8) 1 j'lV".;:; _W2ZS 
2.b' -- ,1 - . dx - 6E.T 
6 
Der obige J.usdruck (3) ergiebt für die Scherspannung den Wert: 
(9; I" = ,~ (~" (1 (/2 - y')lV. 
Die infolge der Seher~pannung auftretende l'ormänderungsarbeit III dem 
Une dl' h k' " b . dx . dy f2 D h n le lemen leilchen b. flx . ily ist gemäfs (7): -~2N-- . ure 
Integ t· fi I . di oUb .ra ~?n nach y zwischen den Grenzen - '1 d und +} d !1( en . Wir e 
. elt fur das Scheibchen zwischen den bei den benachbarten Querschmtten: 
3 TV"· d.e 
ö~Vbd 
BOl!lkafs die von der Scherkraft geleistete Formilnderungsarbeit für den ganzen 
a en folgende ist: 
(101 3lV2l 
öNbd 
1'0 Bringt nun die Belastung lV eine Senkung z am Ende des Balkens her-(1;) so hat die Last die Arbeit: 
geleistet. }Wz 
fi Indem wir diesen "\Vert mit der Summe von (8) und (10) gleichsetzen, nllen wir: 
(12) Wl" lVl 
z = 3EJ + ~. Xbd' 
r'h t D.er erste Teil dieses Al1sdruekes welcher von der Biegungssp.annungh~~r­
; r , Ist derselbe, den wir schon in Artikel 60, Beispiel 1, für dIe DurS h le-
B ng gefundl'n haben. Dt'r andere Teil dagegen, welcher von der : c er-
;:an:ung herrührt, ist unseres 'Wissens früher noch nicht bere~hnet- BezelChJen ~ hr en von der Biegungsspannung erzeugten Anteil von & mIt &" den von er 
" e erRpannu t l' ng erzeug en mit "2' 80 erha ten wIr: 
z, 10NP 
". = 3J..'f{' . 
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[I. ß~ 
liT "E was unge"'a'hr' fu"r J' edes Material zutrifft; dann Wir setzen nun = t , 1< 
folgt: 
L" den nun Z und z, Für eiuen Balken von 10 cm Höhe und 8,65 Oll a,?ge ':rer .. d ~ u nur 
gleich grofs; bei 1= 86,5 cm wird z, = 100 z.; betragt (h~l L~ngesc~!s~kunlY, 
0,865 cm, so ist die Biegungssenkung nur der 100s'e .. : m er Balken ih;e 
Wahrscheinlich verlieren aber unsere Biegungsgesetze iur so kurze 
Gültigkeit. 
69. Gebogene Federn. Figur 49 zeiO't die Mittellinie ~iner im 
.oB d h . kIeme Last 
Punkte .A festgespannten Feder, welche bel urc eme . 
. W in der angegebenen Rlcht~g 
beansprucht wird. Gesucht wml 
I h Bunter der Betrag, um we c en h-
dem Einfiufs dieser Belastung naC 
giebt. Die Last, und infolge dessen 
.... auch die Deformation, werd~n als 
il sehr klein angenommen. WIr he-
Fig, 49. trachten das Federstück, welches 
durch die Quersclmitte P und Q begrenzt ist, Wir setzen PQ~ASt 
während die Länge der Feder zwischen Bund P mit s bezeichne 
werde. 
Das Biegungsmoment bei P ist gleich lV· PR oder gleich lVx, 
wo x die Länge des von P auf die Richtung von W geraUten Lotes 
bedeutet: BR bezeichnen wir mit y. Betrachten wir nun zunächst 
den Teil der Bewe!!1lng des Punktes B welcher durch die Form-
änderung des Stückes QP allein hervorg~rufen wird: zu dem Zwecke 
denken wir uns das ganze Stück .A Q als vollkommen fest eingespannt 
und PB .als st~rren Zeiger, ~ann ist die Winkeländerung, welch~ ~~ 
Querschllltt P mfolge der BIegung erleidet, gleich L1 s mal der An. 
rnng der Krümmung an dieser Stelle, d. h. gleich L1 s. :~ oder gleIch 
(li 48' Wx 
--EJ- . 
Darin bedeutet E wieder den Elastizitätsmodul und J das Träg-
heitsmoment des Querschnittes. Die durch diese 1<'ormänderung von 
P(I hervorgerufene LagenänderuuO' VOll Bist O'enau dieselbe, als 
PI)' -;} Z' '" 0 Z 'l1er wenn ,em geruUer .. elger wäre. In der That macht der el,? 
J> B diese \Yinkeländemng mit, und die BeweO'unO' von B ist gleIch 
dem Produkt aus diesem Winkel und dem O'er:den'" Abstand PB, oder 
gl!'ich: '" 
(2) .Js' Wx .-
. E.r- ·PB. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1. 69J Gebogene Federn. 139 
Nun wollen wir feststellen, wieviel von dieser Bewegung des 
Punktes B in die Richtung der Kraft W fallt. Diesen Betrag er-
halten wir offenbar aus seiner gesamten Bewegung durch Multipli-
k t' 't d Q' PR x a IOn ml em uohenten-.-.- oder c=-:; die Bewegung des Punktes 
PB PB 
B in der Richtung von 1V ist also: 
(3) AS . lVx" 
-~EJ·-· 
In ähnlicher Weise ergiebt sich die Bewegung von Brecht· 
winklig zur Richtung von W, nämlich: 
141 AS . TV· Xt/ -~E:t--'- . 
. Es ist immer leicht, die Integrale von (3) und (4) durch gra-
P!llsche Methoden ausfindig zu machen. Zu dem Zwecke teilen wir 
dIe. gesamte Länge der Feder von B bis A. in eine gröfsere Anzahl 
gleIcher Teile, sodaIs für alle der Wert L1 s gleich grofs ist. Wenn 
nu.n s die gesamte Länge der Feder ist so haben wir offenbar nur 
.W ' 
E mit dem Mittelwert von !j resp. il':! zu multiplizieren. 
Von einer richtig gebauten Feder verlangt man, da[s sie bei der ~anspruchullg an jedem Punkte dem Brechen gleich nahe ist. Es 
se~ b ~ie Breite eines Blattes rechtwinklig zur Papierebene und t 
seme DICke, sodafs das TräO'heitsmoment J = l2 bt!' wird; dann mufs 6W 1:0 1 
also -bf}~ = f ein konstanter ·Wert sein und die Ausdrücke (3) und 
(4) gehen über in: 
2{ ·AS x_ und y. Lls y • 
E t E t 
" .Hat nUll, wie es meistens der Fall ist, das Federblatt gleich-
~~slge Stärke, während sich nur seine Breite proportional mit x 





.- Et-- Y' 
Bezeichnen wir mit x und Y die zum Schwerpunkt der Kurve 






140 Aufgaben über die Krümmung der Kurven. ~.==--= ==~=~ 
die gesamte Verschiebung des Punktes B parallel mit TV, und: 
2(· sy 
-EIt· 
die Gesamtverschiebung rechtwinklig zu TV. 
70. Übnngsanfgaben. Das Krümmungsmafs oder die Krümmung 




(vergl. Artikel 224). 
k ·· wir Ist uns nun die GleichunO"o der Kurve O"egeben so ~onnen 0' 1 
dy d'y W t be-
aus derselben (ix und dx" ermitteln und damit den er r 
. Es 
stimmen; r selber bedeutet den Radius des Krümmungskrelse~. d· 
handelt sich hier nur um eine Übungsaufgabe , bei der Wlf l~ 
Formel für die KTümmung benutzen wollen, obwohl wiT diese Forme 
erst später beweisen werden. 
1) Man bestimme die KTÜmmung deT Parabel y = ax2 im punkte 
:r = 0, y =0. 
2) Die Biegungslinie eines Balkens, welcher gleichförmig be-
lastet und an den Endf\n unteTstützt ist, lautet: 
w 
Y = -- (3l2x2 _ 2x4) 48EJ 
(vergl. Artikel 60), wobei die Abscissenwerte von der Mitte des 
Balkens aus gemessen sind; 1 ist die gesamte Länge des Balkens, 
IV die Belashmg pro cm Länge; E ist der Elastizitätsmodul des }Ia-
terials, und J das Trägheitsmoment des Querschnittes. :Man nehme 
beispielsweise: l = 300 cm 1C = 1) kg E = 120000 ~- (Holz), 
'cm' qcm 
J - - f')- ! (20 . 15,\ . -.. . = O. 
- n )_n cm - 12 J' und suche dle KTUnllnung 1m Punkte x 
Man überzeuge sich, dafs in diesem Falle (ct. y)2 im Vercrleich mit 1 (lx '" 
vernachlässigt werden kann, und dafs also in der That die Krümmung 
<lurch den Quotienten ~J ausreichend genau angegeben wird. Man 
zeige, dafs die KrüJUlllung des ohen betrachteten Balkens 
1 11' (1 2 • 0' 
'r = SEJ - "±x·) 
ist, und dafs dieser \Vert in der Mitte des Balkens am gröfsten wird. 
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1 iO] Flüssig kei tsdruck. 141 
3) Man suche die Krlimmung der Kurve y = a log X + bx + c 
in dem Punkte x = :t1 . 
n. Druck einer Flüssigkeit auf die Wandungen des Gefäfses. 
Aufgabe 1. Es ist zu beweisen, dars bei einem konstanten 
Flüssi.gkeitsdrucke von p kg pro qm der J'esultierende Gesamtdruck 
auf eme ebene Fläche von A qm gleich Ap kg ist und dm'eh den 
Schwerpunkt der Flüche fJeht, 
Aufgabe 2. Der hydrostatische Druck in einer Tiefe von h 
Metern unter dem Flüssigkeitsspiegel beträgt tU ' h ~!, wobei w das 
Gewicht eines Kubikmeters der Fllissigkeit bedeutet. Gesucht SeI der 
gesamte von der FlüssiO"keit her-
rührende Druck auf ir:end eme 
ebene Wandfläche. ,., 
. Die Linie D E (Fig. 50) stelle 
dIe Oberfläche dar von welcher 
aus d' T' l' ' le lele h gemessen wird 
und' , 
III welcher der Druck O"leich o . '. ,., 
, ,1st. Be Ist em Schnitt der 
I andfläche. Dieselbe lieO"e senk-
recht p' b ,., E zur aplere ene, sodafs ihre 










r IUle D schneidet' der Winkel 
CD .'. . 
. E werde mlt a bezeIchnet, Der Abstand DP heIfse x, sodafs ;1: folgerichtig ITQ mit x + L1 x bezeichnen müssen. Die Breite der 
lache bei P, rechtwinklig zur Papierebene, sei fJ Meter. 
Auf den Flächenstreifen z, L1x wird dann ein Gesamtdruck von 
;:tx , W • h kg kommen wenn h die LänO'e des Lotes PH, d. h, die ~efe des Punktes P (in' Metern) bedeutet~ Nun ist h = x sin a, sodafs 
k\~~r den Druck auf das Flächenelement auch in folgender Form schreiben ounen: 
1(j • X ' sin ce • z • L1 x, 
Der Druck auf die ganze Fläche ergiebt sich dann III kg ge-
Illessen zu: 
De 
p = w . sin a . J x . z . dx. 
DB 
NUll haben wir noch den Angriffspunkt dieses Gesamtdrllckes zu 
SUchen' . E d 't X b . h t ,u'I' 
,seme 11tfernung von D wer e rol ezelC ne. 'lI 
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142 Flüssigkeitsdruck. ~. il 
h D 1 Drehkante auf und er· stellen die Momentengleic ung für a s 
halten: 
iJU 
(2) F X = w sin a J" x 2 • Z • d x. 
DB 
De 
Nun beachten wir, dafs J" x . z . cl x = Ax ist, wenn x den 
DB 'w t 
Abstand des Schwerpunktes der betrachteten Fläche von D b.eze1c ,eh 
und A der Inhalt jener Fläche ist. Diese Beziehung erglebt, sie, 
aus der Definition des Schwerpunktes in Art. 45. W enden W.~l sIe 
auf Gleichung (1) an, so erhalten wir das Gesetz, ~afs der nu e~~ 
Druck auf der ganzen Fläche gleich dem Druck Im Schwerpun 
der Fläche ist. 
Ferner beachten wir, dafs der in Gleichung (2) enthaltene AuS' 
/Je 
druck J x2 • Z . dx gleich J, dem Trägheitsmoment der Fläche in 
/JB 
Bezug auf die Axe D ist. Setzen wir J = 7.;2 A, worin k der Tr~' 




F = w sin a . Ax, FX = w sin a . Ak2 
Daraus folgt dann: 
k' X=-;::-
x 
o~er in W0:ten: Die Ordinate des Angriffspunktes finden, ,,:1r, ind: 
l\!r das Trägheltsmo~ent der Fläche in Bezug auf die Lmle ~ di 
dieren durch das statische Moment in Bezug auf dieselbe LInIe. 
B · . 1 E . - k von elSpIe . s seI DB = 0 und die Fläche ein Rechtec 
der konstanten Breite b; dann ist . 
und 
sodafs kt = i D?? wird. F emer ist x = 1. iTe folglich X = fDC j 2 , 
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d. h.: Die resultierende Kraft greift bei t des Weges D C an und der 
mittlere Druck ist gleich dem Drucke bei der Hälfte des Weges. 
. Zwischen diesen Resultaten und einem ganz anderen physika-
hschen Gesetze besteht eine interessante Analogie. Bezeichnen wir 
nämli-.?h bei einem physischen Pendel mit k den Trägheitsradius, 
m~t x den Abstand zwischen Schneide und Schwerpunkt und mit X 
seme. Schwingungslänge, so gilt auch hier die Gleichung (3). Unter 
Schwmgungslänge verstehen wir dabei die Länge eines synchron 
sChwingenden mathematischen Pendels. - Diese Analogie ist indessen 
nUr als mathematisches Hilfsmittel für das Gedächtnis von Wert; 
denn aufser der Ähnlichkeit ihrer mathematischen Behandlung haben 
die heiden Probleme keine BeziehunO'en zu einander. 
o 
. 72. Rotierende Flüssigkeit. Eine Flüssigkeitsmenge rotiere, 
gleiChwie ein starrer Körper um eine Axe 00 mit der 'Winkel-
geschwindigkeit IX' P sei ei~ Flüssig-k' . , 
eltstmlchen vom Gewichte U' Kilo- 0 
~amm; OP werde mit x bezeichnet . 
. le Centrifugalkraft irgend einer Masse 
In kg ergiebt sich durch Multiplikation p R 
der Masse mit dem Quadrat ihrer 'Winkel- 0 
ges?hwindigkeit und mit dem Bewegungs-
radlUS. In diesem Falle ist die Masse .5 T 
I' W g elCh 9 und die Centrifugalkraft folg-
lich gleich w a2;r 0 g . 
E ~~ 
s möge P Ji diesen Wen nach ~ichtung und Gröfse darstellen, während PS das Gewicht des Teilchens 
Im gleichen Mafsstabe bezeichne' dann ist die durch PT angedeutete 
resultierende Kraft leicht zu :fi~den und ebenso der 1Vinkel R PT, 
den PT mit der Horizontalen bildet. Es ist nämlich: 
w g 
tang RPT = w---- = ~~x· 
_. a2x 
Wie m . ht . 9 d' b7 '" 'on W' wir kö an SIe ,1st dieser Winkel vollstän 19 una Iwngtg v. 1 
FI~n:n d.eswegen unsere Resultate auch auf s.olche Ge:lllsche vo~ 
. slgkeiten anwenden deren einzelne Bestandte!le verschiedenes spe 
zlfisch G' , 
es eWlcht besitzen. . 
taI Es sei y die Höhe des Punktes P über einer gegebenen hOl"lzon-
en Fläche Nun denken wir uns eine Kurve durch P gelegt, für 
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welche PT die Tangente in P ist; und zwar soll diese Kurve. so 
laufen, dars ihre Richtung (d. i. die Richtung ihrer Tangente) mehl 
nur in P, sondern an· allen ihren Punkten mit der Richtung ~er 
resultierenden Kraft zusammenfällt. Die "Steigung" dieser Kurve Ist 
dann offenbar ~~ = - -~ und ihre Gleichuno- wird somit: 
dx fex' '" 
(1) JI = - :. log X + constans. 
Der Wert der Konstanten ist bedino-t durch die Lage der hori-
zontalen Pläche, von welcher y gemesse~ wird. Eine solche K~e 
nennen wir eine Kraftlinie' ihre Richtuno- an irgend einer Stelle glebt 
' ' '' di 
.'J nrriTl---'---r:c,--.,-,.---~--;;>~--~-~~ die Richtung der an esern 
Orte wirkenden Gesamtkraft 
an. Wir sehen, dars es eine 
logarithmische Kurve !st. 
Niveauflächen. Wir den-
ken uns nun eine zweite Kurve, 
zu welcher PT in jedem 
Punkte P eine N orroale bil-
det. Die "Steigung" di~s.er 
Kurve ist offenbar POSitiV, 
., r h dy IX' x sodafs 
nam IC dx = g , 
ihre Gleichung lautet: 
_r (2) y = _IX-'- x 2 + constans; 
2g 
dabei hängt die Konstant.e 
davon ab von welcher Horl-
, . en 
zontalebene aus wir y mess . 
Die Kurve ist eine Parabe~ 
und wenn wir sie um ihre 
Axe rotieren lassen, so er-
halten wir ein Hotationspara-
boloid. Eine Fläche, welche 
~~--"--L-Jll überall rechtwinkelig zur wir-
Fig "t kenden Kraft steht, nenne~ 
. wir eine Niveaufläche; un 
Wil' sehen also, dars die Niveauflächen inl vorliegenden Falle Rotations-
paraholoide sind. 
. Dip Xiveauftäch~n werden auch zuweilen Flächen gleichen poten-
tials .genannt. Es 1st nämlich leicht zu beweisen dars der Druck 
auf l'mer solehl'n Niveaufläche überall konstant ist' und dars es eine , 
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Fläche gleicher DichtiO'keit sein mufs. Haben wir z. B. eill Gemiseh 
" tl 
von Quecksilber, 01, 'Vasser und Luft in einem rotierenden Gefäfse, 
so bilden die Trennungsflächen zwischen den einzelnen Flüssigkeiten 
stets Rotationsparaboloide. 
Der Leser möge eine Kraftlinie konstruieren, und danach eine 
Schablone aus dünnem Blech ausschneiden, derart, dafs die Linie Oy 
eine Kante der Schablone bildet. Indern er diese Kante längs der 
~inie Oy gleiten läfst, kann er beliebig viele Kraftlinien zeichnen. 
Nun schneide er ebenso eine Schablone für die Parabel aus und 
zeichne damit eine Reihe von Niveauflächen. Die zwei Kurvenscharen 
schneiden einander überall rechtwinkelig. Figur 52 zeigt das erhaltene 
Resultat, wobei a a MI ce die loO'arithmischen Kraftlinien und AA, B "t  B, ce die parabolischen Niveaukurven sind . 
. , ~;~. Allgemeine Bewt'gung von Flüssigkeiten. Es sei AB ei.li 
Flussigkeitsfaden innerhalb der senkrecht gedachten Papierebene; WIr 
betrachten die Flüssigkeitsmasse zwischen den zwei Querschnitten P 
und Q, von der Länge Lls Meter in der Richtung der Bewegung 
uud vom Querschnitte ce qm, wobei wir aß. 
und d s hernach unendlich klein werden // 
lassen wollen. Der Druck im Punkte P ~ 
betrage p kg pro qm, die Geschwindigkeit -' 
v Meter pro Sekunde' die vertikale Höhe A ~s Punktes P über 'einer anO'enommenen --., 
v unebene sei hMeter. Bei Q mÖgen p+Llp, 
-!-dv, h+Llh die entsprechenden Werte 
selU, das spezifische Gewicht sei tl' (kg j 
~:~ ebm). ~esucht werden die Kräfte, Fig~. 
ehe auf dIe Masse P Q in der Richtung 
der Bewegung wirken, d. h. die Kräfte parallel zur Strom richtung bei P Q 
. Auf der einen Seite bei P wirkt die Kraft ap beschleunigend 
In d . R' " S' be . ~l lchtung der Bewegung, während auf der anderen el~e, 1 
Q" dIe Kraft a CP + Llp) kg verzögert. Das Gewicht des TeIlchens 
z~lsehen P und Q ist a. Lls. U' Kilogramm; da aber die Schwerkraft 
~,It der Bewegungsrichtung einen Winkel bildet, so ist ihre ver-
Zogenlde Komponente wie bei einer schiefen Ebene nur: 
G · Höhe der Ebene A. 4h eWlCht ' Länge -der-Ebene = a . il S . U . 4s . 
D' Folglich hahen wir insO'esamt als beschleunigende Kraft 111 der ~\Ichtu .., 
ng von P nach Q: 
4h 
pa - (p + Llp) a - aAs· W· Li; , 
Perl.}', höhere Analysis. 10 
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dr 
Nun ist (t. AS' W die Masse des betrachteten Teilchens, und at 
9 
seine Beschleunigung. Wir setzen die treibende Kraft gleich Masse 
I B hl ' h' a· .ds· IV dv und erhalten so, indem ma esc eumgung, d. . gleIch - 9-' Cl t 
wir noch durch a dividieren, die Gleichung: 
.dh .:.ls·lrdv 
-.c1p-.c1s·w--=- _ . 
...Js 9 elt 
Nun bezeichne .c1t die Zeit, welche das Teilchen für den Weg 
von P nach Q gebraucht; dann ist v = ~~ mit um so gröfserer Ge· 
Ll!' 
nauigkeit, je kleiner .c1s genommen wird; ebenso wird der Wert ilt 
. dv ~""'en-dann immer mehr und mehr mit der Beschleumgung dt zusa ....... 
fallen. (Diese Folgerung sich gründlich klar zu machen, ist für d!e 
weiteren Schlüsse wichtiger, als man nach dem ersten Anscheul 
glauben möchte.) 
Ist nun .c1 s sehr klein geworden, so wird 
d v As 
.c1S· -- = - ... .c1v = v . .c1v 
rlt .dt ' 
s.odaSs wir die Gleichung erhalten: 
(1) 
.dp + w . ~~h +U' i' . .c1 c = O. 
9 
Wollen wir noch besonders hervorheben, dafs diese Gleichung 
um s~ genauer richtig ist, je kleiner .c1 s wird, so können wir sie 
auch In folgender Form schreiben: 
~Jl+dh+ ~ .dv=O 
IV 9 
oder nach Ausführung der Integration: 
11 + -:2 + . P = constans. 1" Jd 9 U' 
Wir lassen das Integrationszeichen vor dem Quotienten ~! stehen, 
weil It' ver~nderlich sein kann. Bei einer Flüssigkeit, deren. spezi-
fisches GewIcht konstant ist, vereinfacht sich indessen die Gleichung 
folgendermafsell : 
(3) v' p It +-- + --- = coustaus 29 W • 
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. Diese Gleichungen lassen sich in allen Fällen anwenden, in denen 
die Viskosität der Flüssigkeit vernachlässigt werden kann, und bilden 
für jeden Wasserbau ingenieur eine wichtige Grundlage vieler Berech-
nungen. 
j 4. Bewegung eines Gases. Bei einem Gase ist, wie wir wissen, 
das spezifische Gewicht lu proportional dem Drucke p, wenn die 
Temperatur konstant gehalten werden kann' für die adiabatische Zu-
standsänderung haben wir dao-ecren das G~setz :lr ist proportional 1 nb 
y • 
]J , wonn y den wohlbekannten Quotienten der beiden spezifischen 
W" b' . fdP arme~ ezelChnet. In beiden Fällen ist es lelcht, den Wert 11" 
auszumitteln und also das Bewegungsgesetz niederzuschreiben. 
So ist z. B. im .f,'alle der adiahatischen Bewegung: 10 = C . jJ f; das Inte-
gral von d P wird claher: 
IV 
j 'dP=]j'p->rlP= 1 _ r pl-~ w e e ,-1 
Und folglich haben wir, wenn wir noch 8 für Y -.-:': einsetzen: 
r 
Vi 1 s h + - + --p = eonstans. 2g es 
wir k~ei Vielen Aufgaben ist die Änderung des Niveaus nur geringfügig, und 
onnen für Gase daher oft das Gesetz: 
4') 2 
v" + _ 9 ps = constans 
es 
~~~t~en. Als Beispiel wollen wir die Ausströmung eines Gases aus ~ineI?- Ge-
halb d etrachten: Ist p der Druck und 10 das Gewicht von 1 cbm Gas lllner-stattfin~ Gefäfses an d~njenigen Stellen, ;n welchen keine merkbare Be~egu~g 
et, und herrscht aul"serhalb der Mündung der Druck p, SO WITd dIe 
KollBtante in (4") offenbar gleich 0 + 2~ P~; folglich gilt für die äufsere Mün-
dun" der .\ .. es 
" --.usstrOlllungsöffnung die Gleichung: 





.Nun ist c = u; p -Y und somit können wir leicht die mannigfaltigsten 
- eCf~ungen tiber die Me~ge des pro Sekunde aus~ief8ende~ G~ses T:~nstene~: 
1'0 . der Druck p nur wenig kleiner als Po' so können WIr dIe Na.herun~ 
fInd 11 +·n , fi' kl' Werte von (t I<Ilt· dann fi 'd (t;. = ,1 + (t"/t) anwenden, welche ur eme . 
n en Wlt: 
6i 2g 
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cin einfaches Gesetz, dessen man sich mit ~utzell bei der Berec~nun~ von 
Yentilatoren und Windmühlen bedienen kann, Bei einer Aktionsturbllle Ist die 
Geschwindigkeit des Radkranzes gleich derjenigen Fallgeschw~n~igkeit, .welch; 
dem ho/ben nutzbaren Druck entspricht; ebenso entspricht bel ernem :"1~dra, 
wenn es sich nicht um grofse Druckunterschiede handelt, die Geschwmdlgke't 
des Radkranzes der halben Druckdifferenz, , ,.' k 
Ist z, B, der Druck an der Zuflufsserte emcr Luftturbllle Po = 30000 .g 
pro qm und derjenige an der Abflufsseite p = 20200 kg pro qrn, und setzen WII 
das spezifische Gewicht '/L'o der Luft bei diesem Drucke gleich 3,6 kg pro kbm, 
so wird die Urnfangsgeschwindigkeit der Ventilatorflügel: 
" V2 g 30000 - 2\)200 f = _., -.. --~~~ = JIj 7 Meter pro Sekunde. 3,6 2 ,~
.. ,Kehr,en wir nun noch einmal zu der Gleichung (5) zurüc~! Wir vernaÖ~: 
htsslgen dIe ReIbung und nehmen an, dafs die austretende Luft so ZU der., 
n,ung ,vom Querschnit~e A qm hingeleitet werde, dafs ihre einzelnen Fad~'~ 
s~lmthch parallel zu emander fliefsen, Es sei Q das pro Sekunde austrete~, 
lolumen. Dann ist Q = vA, und wenn der Druck an der Austrittsstelle gle,cU 
l' gesetzt wird, so ist das in der Sekunde austretende Luftgewicht : 
H" = v ' A 'IC 
orler, rla lC = (", pY und le
o 
= c . Po Y ist, 




Setzen wir nun noch den Wert für v aus Gleichung (6) ein und bezeichnen 
rku Quotienten Jl mit a, so erhalten wir: 
Po 
w= 
1 7 -. /~-;~ ---:V~-(- --------r=:1) 
• It Po V .,-""': 1 1 - a Y 
I Jlo 
I . /t~:f[:gabt' .. Es Holl derjenige Wert für]J d i für den Druck aufserhal~ ~ es he a shl's'dgefunden werden, für welchen b~i ~'iI~elll cre"'ebenen Innendruc 
as .. r€/l'/C t er sekundlich a t t d I f' '" '" 'd E. ' t kl I" U8 re en en. .u t em Maximum WIr ' c 
d 'e {' "1
18
, j!lrk, ~ als, wenn wir p immer kleiner und kleiner werden lassen, d' I .,e.e nnll( 10' "elt rler aust t d L f' , "Li ert un pht'n.ü Q 'b Y"l re~n en u t, SICh mehr und mehr yergro 8 ", " 
.,'. ".1 r t ull;en" Aber em hoher ,"Vert von Q bedeutet nicht notwend.!g~r ;:t~l:~e:l~" ,,~to \~n (71e;'I~/:sme~ge; jetzt, ha~ldelt es sich darum, pin,ell lIlöf!~c:; 
(.intritt fillt znsa e:zlelen, DIe]< rage, wann dieses MaxllllUlIl u (7' 
d .. n .\t;'d~llck: UlIllen llut der Frag!', welcher Wert von a in Gleichung : 
-( ;'-1) 
(I)' 1 - a"Y'- 1+ !. 
oder ai' - a Y 
zu ein:'!ll ~Ia:üllllllli werdeu läfst. lViI' ditferenzieren I nach (t und setzen 




L HJ Beißl'iele und AufgaLen aus tler Hydrodynamik. 
Wir dividieren nun Lei(lerseits durch ai' und erhalten: 
)' 
und damiJ: 




P = Po ;.-+ i . 
149 
R . t d' c~ JS Z, B, für Luft ;' = 1,41 und wir erhalten also 11 = 0,527 Po' d, h.: 
le. se undlich aus dem Gefäfse 'austretende Gewichtsmenge Luft wird am 
grofst~n, wenn der Aufsendrnck reichlich halb so grofs wie der Innendrnck ist. 
reh ,;fgabe, Es werde P immer mehr und mehr verringert und schliefslieh 
rsc WIndend klein; wie [lndert sich dann 1i? Antwort: 
VI 29' :;-JI (. = __ i __ I~. Y - 1 u'o 
Diese Geschwindigkeit ist gröfser als die des Schalles; das Verhältnis 
heider betr:u'gt :. l' I ~ F 2 >0.' • 
, . n,tm Je I V;; ""::'1' und also tur I"uft: 2,21. 
DJe höchste erreichhar~ Geschwindigkeit, welche bei Ausströmen der Luft 
ineinYa " -V--p- T , -V T CUum ellltrrtt, betr;igt demnach 221, 9'/' __ 0 "_' = 2,21 .331,1 --;;;; 
_ '7(' 213 2 •. , 
-- V T " ~ .33 m Meter pro i-it'kullde, Darin bezeichnet T die absolute Temperatur 
lllllerhalb .~es Gefäfses, 
ke't bZ,;r Ubung empfehlen wir in ähnlicher ,Yeise nun auch die Geschwindig-
Bel hel Austritt der Luft in die freie Atmosphäre ZU berechnen, Bei diesen W::; hnungen haben ~ir angenommen, dars in den Gleichun~en, (2) und (4) der 
üb d.' als unwesentlIch, vernachlässigt werden könne, Bel VJelen Problemen 
tri~~ dIe Bewegung von Gasen wie sie dem praktischen Ingenieur begegnen, 
änd as zu; bei ma,nchell physilralischen TIerechnuncren murs jedoch oie Xivean-
eruug' TI t h ' "', d' , Ra 't I III e rac t gezoO'en werden, Auf derartiO'e Aufcraben wer eH wIr nll 
PI elIzurückkommen. " " '" 
t 75. Übungsbeispiek Wir könnten hier eine grofse Anzahl ill-
f:ressanter Aufgaben übel' die Anwenduna der Gleichung (2) ein-
ugen.: Sie setzt uns in den Stand den :4.usflufs von Flüssigkeiten 
!US Offnungen zu berechnen erklä~t uns die \Yirkungsweise ,Oll 
\,trahlpu d' A' l' h' d Z. mpen, 18 nziehullO" leichter Körper durch {Ie sc wlllgen en 
,,:nken einer StimIDaabel. sie zeiat uns weshalb manche Ventile in 
d 
'ahrheit stärker O"~O"en' ihr~n Sitz O":sauat werden. anstatt durch 
en t 0 '" '"" kl··rt aus retenden Flüssigkeitsstrom abgedrückt zu werden, und er a 
~s manche andere Erscheimingen welche uns auf den erstpn Blick 
In !lrofse E t I 
" '. s . 1'8 aunen zu setzen pflegen, , 
1t, Belsplel 1. In einem flachen runden Gefiifse befinde" SIch 
II ass er d' " G h' d' k 't 
, ,essen emzelne Teilchen mit sehr gerIllO'er eile WIll 19 el . 
elUem Loche in der Mitte des Bodens zuftiefsen. "" Die Wasseiteilchf'll 
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mögen sich in einer nahezu kreisförmigen Bewegung befinden, und 
zwar sei die GeschwindiO'keit v derselben überall umgekehrt propor· 
o a 
tional dem jeweiligen Abstande von der Mitte. Wir setzen v = x' 
wobei a irgend eine Konstante und x der l~adius de~ kre~sförroig(~) 
Bahn, d. h. der Abstand von der Axe ist. Dann lautet dIe GleIchung , 
(Art. 73) folgendermafsen: 
1+ a' +)J = C. I 2 gx 2 1/.,-
Nun ist an der Oberfläche des Wassers p konstant, da hier der 
atmosphärische Druck herrscht, sodafs dort gilt: 
a"1. 
h = c - ---,' 
2g:1'" 
Diese Gleichung giebt uns die Gestalt der gekrümmten Wasser· 
. -. 11 Werte 
oberfläche. Nehmen Wlr für c und a irO'end welche spezlC e 
an, so ist es ein leichtes, h für jeden beliebigen Wert von x zu. be' 
rechnen und danach die Kurve zu zeichnen. Durch Drehung dles~r 
Kurve um die Axe erhalten wir eine Rotationsfläche, welche dIe 
Wasseroberßäche darstellt. 
Beispiel 2. Das Wasser fliefse in einer horizontalen Ebene 
spiralformig nach dem Gesetz: v = b wobei x den Abstand von 
einem festen Zentralpunkte bezeichnet. J' ~s soll bewiesen werde~ dafs 
daIDl die folgende Gleichung besteht: 
y 1 W b" i> = C - - --. 
1 2 9 :;c2 
Zu dpm Zwecke untersuchen wir zunächst wie sich p und r in 
der R~('h~un? rech~winklig zu den Stromfaden ändern. Wir bra~ch.e~ 
nur dIe hleI~hgewlchtsbedingung für ein kleines Teilchen der Flus~Ig 
kelt. P9 (FIgur 53, pg.145) zu betrachten auf welches in der RICh-tll~~ s:ukrecht. zur Bewe~g der Druck p; die Zentrifugalkraft und 
sem ElgpugewlCht einwirken. 
BczpirlUlell wir noch mit ~ ~ die Änderung von Jl in der Rich-
tunK des Kriimlllun~sradius und gerechnet vom KrüuullUngsmittel-
punkt aus. und hezeIChnen wir den -"-" 'li)}," F' -3 durch Ci, so 
I 1 . " "-j-. 'I: ,ln 19nr;) er 1a tl'n wir hel elller Bewegung der W -"-"'d' tl'kaIer EbeIle 
\. _ asserla en m ver (11' meichunK: 
1\ d}l /c 1)1 • (Fr = 0 r - lC Bill C<. 
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Bei Bewegung in 
sodafs wir erhalten: 
horizontaler Ebene fällt das letzte Glied fort, 
{2) dp '11' 1:~ 
9 r dr 
Aus dieser Gleichung folgt die Richtigkeit 
stellten Behauptung ohne weiteres. 
der vorhin auf ge-
Beispiel 3. Sämtliche Bewegungskllrven seien Kreise innerhalb 
einer horizontalen Ebene, sodafs also h konstant ist. Für v = !' 
l' ' 
. b . dp 1C bi Worm eine Konstante ist, wird: ,ii =9- :)." und folglich: 
(3) U' b' \ , P = - f· _. --. + constans. 
2 9 r-
Wir sehen also, dafs der Spannungsabfall von innen nach aufsen 
genau derselbe ist wie bei dem vorigen Beispiel. Man beweise, dafs 
dieses Gesetz v = b in 'Wirklichkeit zutreffen mufs, wenn die Be-
'I' 
we?U~g der Flüssigkeit wirbelfrei , d. h. ohne "Quirl" erfolgt (siehe 
Berspiel 5). 
. Beispiel 4. Die .b'lüssigkeit rotiere um eine Axe, als wenn sie 
eIn starrer Körper wäre, sodafs i' = br ist; dann ist: 
dp = 1V,b2r 
clr 9 , 
1C 
1) = .~ ' .. b2 /,2 + ('. 3 9 
1 Diese GleichunO' zeigt uns die Zunahme des Druckes innerhalb 
(es Schaufelrades ei~er Zentrifugalpumpe, die bei geschlossenen Ein-
und ·Auslafsventilen läuft aber mit Wasser O'efüllt ist. A ' ,., 
ufgabe. Der Druck auf der Innenseite des Flügelrades einer 
Zentrifu I kO' . ' () 1-ga pumpe betra<te 10300 --"-, der innere Radms set ,I) m, 
der" . b qm) ..' . 
b aufsere Radms 0 3 m' die \Vinkelgeschwmdwkett des Rades seI 
=30( " "'. lh d' c. g. s). Man berechne und zeichne nun eme Kurve, we c e 
le Beziehung zwischen 1) illid r von der Innenseite des Rades bis 
z\~r Aufsenseite für den Fall auO'iebt dafs die Pumpe nur sehr wenig 
'asse l' 1.'. '" , • fr . di D k-ötfn r leiert. DIe Saugöffnung der Pumpe soll dabel ei, e ruc 
. ung fast vollständig O'eschlossen sein. 
das ,Jetzt gebe. man die Drucköffnung frei;. dann ver~äfs~ da.s ~ as.ser 
Rad auf splralförmi<ten Linien sodafs dw GeschwllldlgkeIt uhemll 
Illngekehrt proportionat' l' ist. A~ch für diesen Fall möge man die 
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hn 1 h d G t ft'!'!, 1) 1'111 DI'UckI'aUll1 als Funktion Kurve zeic en, we c e as ese z 
von r angiebt, 




welcher nach der Schlufsformel von Art, 73 längs jedes einzelnt
en 
, B h t nd eingetre eu Stromfadens konstant bleIbt sobald der e arrungszusa b 
ist, wollen wir als die Ge~all1tenergie eines kg Wassers in dem e-
treffenden Stromfaden bezeichnen, 
Nun ist 
dE 1 äv 1 dp riTt 
fIT = 9 ver;: + w dJ. + d1' ' 
Daraus wird aber durch Anwendung von Gleichung (1): 
(~~ = ~i ' t (~ +:~ ~) , 
Den Ausdruck 1.('i), + dL') nennen wir die mittlere \Vinkel-
2 r dr 
geschwindigkeit (engl. "spina) oder den halben .,Quirl" der Elüssigkeit. 
Demnach ist also: 
clE v Q' 1 ([f= 9' ·Ull', 
Aus einem grofsen Gefäfse möge durch eine klei~e, Öffnnut 
Wasser ausfliefsen. Dürfen wir nun annehmen dafs in el1uger :Eu 
f
.. ' ) , R he be-
ernung von der Offnung sich die Flüssicrkeit (nahezu m n . t 
findet, so hat offenbar E in aUen Stl'o~fäden den gleichen Wer, 
(~~ ist dann gleich 0, und ein Quirl ist also nirgends vorhanden. , 
Bei dem Ausfliefsen des Wassers aus der Öffnung wollen wlr 
nun annehmen, dafs es einen Querschnitt giebt, in dem die Bewegun~ 
überall senkrecht zur Schnittfläche enolITt und in dem der Druck 
überall gleich grofs ist, In diesem Falle'" können wir die AusflU!;-
menge herechnen. Wir müssen allerdinCfs Cfestehen dars dies wII-
_ 0 'b' . S 
kiirlidH' Yoraussetznngen sind, die dem wirklichen Vorgange kellle -
weges immer entsprechen; indessen, so unsicher llie Annahmen auch 
sein miigen, so haben wir doch kein Bedenken, Rie hier zu benutzen, 
wo es sich lediglirh um Integrationsübungen handelt. -
Auf der ruhigen Wasseroberfläche möge also atmosphär~8che~ 
Dnu'k herrschen; femel' sei v die Geschwindicrkeit in der Tlefe ,! 
d 'Fl" 1 1 1 A '" '<:t (he un (/ em ac lene ellleut (es ustrittsquerschnittes. Dann I. 
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=== 
pro Sekunde austretende ~T assermenge: (J = 2J a y'2 9 11; die Summation 
ist über die ganze Querschnittsfläche auszudehnen, wenn wir die ge-
samte Wassermenge erhalten wollen. 
Z. B. sei der Querschnitt der Öffnung eine vertikale Ebene und 
habe in der Tiefe h eine horizontale Breite ß; dann fliefst durch die 
Fläche ß' L1h das Wasser mit einer Geschwindigkeit y'~igll, sodafs 
V2gh.ZL1h das durch die betrachtete Fläche pro Sekunde ausfliefsende 
Wass,erquantum ist. Nun sei 111 die Tiefe des höchsten und 712 die 
des tiefsten Punktes der MiindUlw' dann ist die O'esamte pro Sekunde 
ausHiefseude vVassermenge: ::> , 0 
lt'l. 
(J = ~/~7/r. dh. 
/', 
, Beispiel (j, Der Querschnitt der Öffnung Sel ein Rechteck ,on 
emer horizontalen Breite b. Dann ist: 
.. k. 
Q = -V2gbJI:~. dh = 1b-V2g[h~t= iby'2g(ht - hJ). 
/'1 
Beispiel 7. Die AusflufsöffnunO' sei ein Dreieck mit horizontaler 
Basis b, Die letztere liege 11
2 
~Iete~, die Spitze 711 Meter unterhalb 
des Wasserspiegels, 
Hier gilt innerhalb der Integrationsgl'enzen: 
ß = _b ___ (_ 711 + h) I 11. - 11, 
Une daraus folgt dann: 
~ -
(J = h~~hg J""(- 711h~ + I/X) dll = IbV~}Y [(- thl h1 + fh 1) J~. 
2 1 12 - 11 
]'1 
Setzen wir noch für den Quotienten 11, den Buchstaben rein, 
So erhalten ", wir: 
/Jh1 1/2 {:' • } Q=l y',Y 61'2-101'2+-1. 
1'-1 1" 
Ra ,W enll dm: Leser sich erst die Integrationsmethod.en d~s dritte~ 
. Pltels angeeIgnet hat so kann er in derselben Welse dIe theore 
tIsche A fl r ' . 11' t' h d andere Quer-us UlsmenO'e durch kreisfönmge e lp lSC e un ach 't i"l' , 
Ul ,te bestimmen. 
Wir kehren nun zum rechteckigen Querschnitt zurück und n~hmen. 
den Fall an, <lais 71
1 
= 0 wird (Überfall); genau genommen 1st er 
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zwar praktisch nicht möglich aber als mathematische Übungsaufgabe 
, - ,-
können wir ihn hier zulassen. In diesem Falle ist Q = tbV2gh~. 
Wir nehmen weiter an, dafs die rechteckige Ausflufsöffnuug 
durch eine Kerbe in der Wandung mit sorgfältig zugeschiirften Kanten 
gebildet wird. Die WÜ'khch austretende Wassermenge ist dallll nur 
ein Bruchteil der eben berechneten Menge Q. Um dieser ~hatsache 
Ausdruck zu geben, führen wir den sogenannten KontraktlOllskoefli' 
zienten c ein und erhalten für den fraglichen Fall: 
- ~; 
Q = (;. t bY2ghi· 
Das ist die sogenannte .. Theorie für den Ausflufs durch einen 
rechteckigen scharfkanticren Uberfall. Eine wirkliche Theorie wUfade 
P J '" G t "ber as YO~. rof. ames Thoms.on a~fge?aut .~uf seinem .ese .ze u. der 
Stromen durch geometrIsch ahnhche Offnungen. Dies 1st ellle~. 
wenigen Gesetze, welche der Ingenieur brauchen kann. Leider rou~sen 
wir gestehen, dars fast bei allen mathematischen Gesetzen, welche ~ber h~:drauli8ch~ P~oble~e aufgestellt sind, das theoretisch Abgeleü~~~ 
mIt der W lrkhchkelt nur durch Einführung von Erfahrungskoe 
zienten in Einklang zu bringen ist. 
:6 .. Die elektromagnetischen Grundgesetzt'o .... ts-
ZWei Fundamentalgesetze beherrschen die gesamte Elektnz1tä 
lehre. Dieselben betreffen den elektrischen Stromkreis und die magne-
tischen Kraftlinien. Beide bilden stets in sich geschlossene Kurven, 
die mit einander wie die Glieder einer Kette verschlungen sind. 
I. Das erste der beiden Gesetze lautet: Das Linienintegral der 
von einem elektrischen Strome erzeugten magnetischen Kraft läug~ 
h'I?t'.nd ei~er geschlossent'n ~urve *) ist gleich der stroms~ärk~, rou~:~ 
phZle-rt IUlt 4;1, wenn der Strom ill sogenannten c. g. s.- EmheIten a 
gedrUckt wird, oder multipliziert mit ~~ wenn der Strom in der 
10 ' 
gewöhnlichen Einheit, in Ampere, gemessen wird. 
I!. Da::; ,zweit~. Gesetz heifst: Das Liniellintegral deI' ~lektro­
motorlsrht'll Kl'aft langs einer geschlosseneIl Kurve **) ist gleIch de~ 
mal-!lll'tisrhl'u .,Flusse'" d. i. gleich der zeitlichen Geschwindigkel.t, 
mit dpr sich dip Zahl der umschlossenen Kraftlinien ändert. Ist die 
magllt'tische Induktion in absoluten (c.g.s.)-Einheiten gegeben, SO 
, 'Ein "~lch", j,inienintegral wird in EnCllancl zu Ehren von Gaufs als 
.J ""'-'''fI!ll''' bezelebnet. '" 
~) llif'sei' Linif'nint~gral henennt man in Eno-land zu Ehren von ,"oHa 
lll, .. 1 "lfllgp". '" 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1. i6J Elektromagnetische Grundgesetze. 155 
e:halten wir auch die Spannung in r.g.s.-Einheiten; wird dagegen 
die Induktion in Weber *) O'emessen, so erhalten wir die Spannung 
in Volt. ". 
Wir müssen uns jetzt daran erinnern, dars eine elektromotorische 
Kraft in einem nicltt leitelld('n Medium dielektrische Polarisation er-
zeugt. Ändert sich nun die' elekhomotorische Kraft mit der Zeit, 
s? entsteht dadurch auch ein~ Änderung der Polarisation und damit 
e~ )) Vel'schiebungsstrom", welcher der zeitlichen Änderungsgeschwin-
di~~eit der elektrischen Kraft proportional ist. Diese Verschiebungs-
str?me haben dieselben magnetischen Eigenschaften wie Ströme in 
Le~tern, und wir können daher hier mit ihnen genau so wie mit 
Lerterströmen rechnen. 
Fassen wir immer nUl' ein sehr kleines Flächenstückchen ins 
~uge, 80 bezeichnen wir die zeitliche Änderungsgeschwindigkeit der 
dIelektrischen bez. der magnetischen Kraft als die "Schwellung" der-
selben .. Das einzelne der oben O'enannten Linienintegrale bezeichnen 
~i d' F ," n lesern alle als ,'(Juirl". **) 
Lassen wir den schleppenden Faktor 47t bez. ~G fort, so er-
halte~ wir für die beiden Grundgesetze der Elektrizitätslehre in Bezug 
auf elU niclltleitendl's lUediulll die folO'ende kurze Fassung: 
"Die Schwellnng der ('lektl'iscbe~ Kraft. ist gleich dem Quirl 
dl'l' magnetischen." 
"Die Schwellung der magnetischen KI'aft ist gleich dem negativ 
genommenen Quirl deI' elektrischen." 
. Indem wir diese heiden Sätze in mathematischer Formelsprache 
~ederschl'eiben, erhalten wir die heiden Fnndamentalgleichungen der 
a:x:wellschen Theorie ***). 
Der Elekroteehlliker henutzt heide Gesetze fortwährend. Wir 
Wollen uns die Anwenduno' des zweiten Gesetzes für später aufsparen 
'" 
ma . ') Für die Gesamtzahl der durch eine Fläche tretenden Kraftlinien hat 
ma II ~n Deutschland keine besonders benannte Einheit. In England benu~zt 
1 'V 1) em d~utschen Physiker zu Ehren die Einheit "We?e:"; und zwar 1st 
e ;; gleIch 108 c. 0'. s. -Einheiten d. i. ,,-leich 108 Kraftlimeu. . . 
. IV" '" ,'" 1 h H Eb t n semem Iluth ) Ir smd hier der TerminoloO'ie gefolat, we ce. er I nik 
eHe. "Die Theorie de., Elektromagneti~l/lls" \H~ndbnch der Elektr~tech von 
";ie ehuk e, 1. B(l., 3. Abteil. LeipziO' Hirzel, 19(0) nach dem vo~gange~~ 
land c . rt henutzt. Die engli~che, vo~; Maxwell ~ingeführte, auch :r De~ d -
>ich d,:e Bfach gehrauchte BenennUllO' fiir Quirl", 1st "cl,rl". Aufser em n eu 
IC . h '" " 
••• e~eIC nungen rot. (rotation) und ,"ort. l,"ortex). y..' • 
• ich' .i Eme ausfiihrliche sehr klare DarlefTung dieser '\ erhaltm8s~ ~n~e~ 
dem In dem eben genannten' Buche von Ebert. "Dars das Minuszeichen o. 'eI 
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---=~ 
und hier nur ein leichtes Beispiel für die Benutzung des ersten 
folgen lassen. 
Jlagnetisches Feld eines geraden Leiters. Ein gerader D~aht 
mit kreisfärmigem Querschnitt vom Durchmeser 2 (l cm führe elllen 
Strom von der alJsoluten Stärke C (oder A Amp.; sodafs C = ~~ ist). 
11 
Ist H die macrnetische Feldstärke in einem Abstande rem roU 
der Mittellinie de: Drahtes so ist H· 2;t~· ihr Linienintegral längs , t . 
des Kreises vom Radius '/' da H offenbar aus Gründen der Symme fle 
auf dem ganzen Kreise ~leich grofs sein mufs. Daraus folg.t aber. 
weil ja das Linienintegral nach unserem Gesetze gleich 4rr eIst: 
H = 4_~0 = 20 = ~ A . 
2nr l' l' 10 
Um H für einen Punkt innerhalb des Drahtes zu bestimmen, 
müssen wir beachten, dars jetzt der Kreis vom Hadius r nur einen 
Strom Ton der Stärke }.2 C einschliefst Innerhalb des Drahtes, in 
u' . 
einem Abstande l' von der Axe, ist daher: 
21'0 21' A H= --- = ---. 
u' 10 (!, 
Es sei Be ein Querschnitt des Drahtes vom Durchmesser 2((. 
. -1\ 
und 0 Deine dmc h die Drahtaxe 0 creleme Ehene (cf. FIgur ;). 
"0 0 ' 
Ferner wollen wir 6P mit t· und OQ B 
mitr + ß r bezeichnen. Dann hat _I-U---,,-+----'P=+I -4(l",-----,Po.---{ij-
der Flächenstreifen PQ,welcher lcm \QJ + 
L 
(' In 
änge rechtwinklig zur Papierebene 
und .:11' cm Breite, also eine Fläche Fig. M. 
\"On l· ß1' qcm besitzt, eine Induktion von H Kraftlinien pro qClll. 
(Wir nehmen die Permeabilität des Mediums O'leich 1 an' ist dagegen 
po die magnetische Permeabilität des Stoffes 0 so wird die Induktion 
B =!t H Kraftlinien pro qcm.) H ·1· ß1' ist' also die Gesamtzahl der 
Kraftlinien auf dem ganzen in FraO'e kommenden Flächenstreifen. 
. .. Hab:.~ wir zwei p~rallele Dräht~, welche entgegengesetzt gerichtet€' 
\-ltrOlli€' fuhren, und 1st 0 D die durch die Axen bei der Driihte ge-
legte Ebene (cf. Figur 54), so addieren sich die von den beiden 
\-lhi,mell ht>rriihrendt>J1 Ft>lder zu einander. Ist 0' die Mittellinie des 
anderen Drahtf'><, "0 ist die gesamte Feldstärke H im Punkte p gleich: 
9 C ( 1 1 ) 
- ~ J}]> +/j'P . 
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77. Selbstindnktion von zwei parallelen Drähten. Der Durch-
messer eines jeden Drahtes sei 2((' und der Abstand zwischen ihren 
}fittellinien betrage b cm. Die Länge eines jeden Drahtes sei 1 cm 
und werde begrenzt durch dieselben zwei Ebenen, welche beide recht-
1f~elig zu den Drähten stehen. Wir nehmen an, dafs beide Drähte 
Te,ire von zwei unendlich langen Drähten sind, damit wir die Schwierig-
k~lten aufseI' Acht lassen können, welche die Berücksichtigung der 
llleht mehr parallelen Schlufsstücke des Stromkreises mit sich bringt. 
Die gesamte Induktion von Axe zu Axe setzt sich aus zwei ein-
b 
zeinen Beträgen zusammen: 4l JC' al' ist der Betrag von der Aufsen-
• J' 
R a 
seit . " cl' frc.ar d e emes Je en Drahtes biS zur Axe des anderen, und 41 ---T er-
, . 0 
J:~lge von der Axe eines jeden Drahtes bis zu seiner eigenen Ober-
flache, Nach BerechnunO' 'der InteO'raie erhalten wir: 
" " 
2lC \r 2100' b, + 1 1 = 21A r 2100' ~ + 1 } 
"a J 10 l "a 
als die gesamte Induktion in absoluten Einheiten. 
Lassen wir nun die Stromstärke = 1 werden, so ist die ent-
~tehende gesamte Kraftlinienzahl O'leichbedeutend mit L, dem Selbst-
~nduktionskoeffizienten der Schleif:' Dann erhalten wir also als Selbst-
lllduktl'Oll L" , h ' pro angenem elt: 
oder 
L f b" } ~ ~ = 9 100' - + 1 l - \ "a2 111 c.g. S.- Einheiten 
L 2 { b2 1 1 
- = - 100' -~ + J ( 10" ,., a' 
lIenries*)' pro L" ,1 b 'd D "ht cm auge uer €I en ra e. 
B' 78. Funktionen von zwei unabhängigen veränderlichen Gröfse~. ~slang haben wir nur erst Funktionen einer einzigen Variabelen, d.le 
;lr für gewöhnlich x nannten untersucht. Will man irgend em 
.. aturgesetz in Erfahrung brin~en so bestrebt man sich, zunächst 
" , 
indUk:) .M~n beachte, dars ein Henry gleich 10· absoluten ~inh~ite;. d;: ~bft 
linien Ion 1st, und dars unsere in der Praxis gebräuchliche Embel~ ur. le . ll: -
Die Bza~l ("Weber" genannt) das lOBfache der absoluten Indll:ktlO~sem~T\ 1St. 
llach ~~~ehun&, dieser Gröfscn zu den übrigen uns bekannten EmheIten 18 (em-
eh dIe folgenden heiden Formeln gegeben: 
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nur eme der bestimmenden Gröfsen zu einer Veränderlichen zu 
machen. So beginnt man bei der Untersuchung der Gase damit, bei 
festgehaltener Temperatur das Volumen v allein variabel anzunehmen, 
und findet, dafs der Druck p mit V-I proportional ist. ~sdann hält 
man v fest und läfst die Temperatur variieren; es zeigt slCh, dafs.p 
proportional zur absoluten Temperatur i ist (wo t gleich der. !ll 
Celsiusgraden gemessenen Temperatur + 273 ist). Durch zahlreIche 
Versuche findet man, dafs für 1 kg eines bestimmten Gases das 
Gesetz pt· = Ri sehr nahe richtig ist, wo R eine bekannte Konstante 
bezeichnet. 
Nun aber beachte man, dafs jede dieser drei Gröfsen p, v, teine 
Funktion der bei den anderen ist· in der That können wir zweien unter 
ihnen irgf'nd welche Wertf' geben, worauf alsdann die dritte Gröfs~ 
einen eindeutig bestimmten zugehörigen Wert besitzt. So folgt z. B.. 
(1) t lJ =R 
v ' 
sodaIs wir p als Funktion der beiden unabhängigen Variabelen t und 
c anzusehen haben. 
Für irgend zwei spezielle Werte t und v berechne man P aus (~." 
Man setze sodann die abgeänderten Werte t +.di und v + /lv .elll, 
wo /l~ und dv vollständig unabhängig von einander wählbar sIlld: 
man findet als abgeänderten Wert p + dp und als Abänderung /lp. 
t +.Jt p+.::1p=R····· 
v+Llr' 
. t +.Jt . t Llp = H . '. - - R-· 
1" + .JuV 
Wir sehen hieraus, dars 5~ie Inderung .dp berechnet werden kann. 
wenn neben t und v die Anderungen dt und dv bekannt sind. 
Nehmen die Zuwüchse dt und dv ohne Ende ab so wird auch 
.J p unendlich klein. Es giebt alsdann eine sehr einfa'che Regel, uJll 
Fiir dit' Rechnung mit Henries gilt: Volt = RA + L dd~! ' 
für dit' Rt'chnung mit Weber gilt: Y olt = RA + N cl I . 
df 
In .. b.'itlen F.ällen ist, R. in Ohm, A in ~-\mpere, L in Henries, I in Weber au~zndri~cken. wahrend 1\ dIe 'Vindungszahl der Spule bedeutet. . _ 
B!'I elempntaren. Reelmungen, um die es sich in diesem Buche allelll ~aD 
deIt. las8!'u WJr ':Ins ~Ie ~.lenutzung des Koeffizienten 411' und die Schwierigk~lteD, 
\\elche durch (he bnfuhrung des J'etzt "'ebra" hl' h 'ssenschaftlicheD 
" t F'" h . '", uc IC eIl unWl 
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den unendlich kleinen Zuwachs dp aus dt und du zu berechnen; diese 
Regel ist enthalten in der Formel *): 
cp Pp dp = "'-t d t + ~,--- du. 
. C ov 
(2) 
Die Richtigkeit dieser Regel soll sogleich bewiesen werden 
I Art. 81); vorab wolle sich jedoch der Leser mit der Bedeutung der 
Fonnel (2) vertraut machen. Er fasse die Formel in Worte und 
vergleiche seine Fassung mit der folo-enden: Die gesamte Änderung 
. 0" .. 
von p 1st aus zwei Teilen zusammengesetzt: erstlich der Anderung, 
welche p erfährt, wenn bei konstantem u die Temperatur t um dt 
wächst; zweitens der Änderung welche eintritt wenn bei konst~ntem 
t das Volumen 1/ Um du zunimmt. II Die er~te dieser Änderungen 
Ist ?leich dem Produkte von dt und dem Zuwachsverhältnis (Diffe-
rentialquotienten) von p in Bezug auf t bei konstantem v, ein Pro-
dukt) welches wir oben op elf geschrieben haben; entsprechend ist die 
. - ot 
zweIte Anderuno- o-leich dem Produkte von cl v und dem Differential-quotie~ten ~o~ ~ in Bezug auf v bei konstantem t. .. 
DIe entwIckelte Vorschrift zur Berechnung der totalen Abande-rn~g dp ist dem Praktiker äufserst vertraut. Nur ist derselbe 
llleIst mit der mathematischen Form der fraglichen Regel nicht ver-
traut. Ein Leser, welcher sich bemüht die Sache zu verstehen) wird 
selbst zahlreiche ganz einfache Beispiele zur Erläuterung der Regel ~~~ . . 
a Für 1 kg eines Gases sei der Zustand durch bestimmte 'Verte von p, ~. und t g~~egeben. Tritt jet~t eine Zustandsänderu.ng ein, so ~st diesel~e vo~.lständIg ~est­also~' falls. m.~n die Abänderungen zweIer unter Jenen dreI Grofsen angrebt, 
1Iir twa die .Anderungen dp und du oder dt' und dt ode! dp un~ dt; denn karm~e=en die charakteristische Relation (1) flir das vorlIegende has als be-
Jne WU:d eine kleine ZustandsänderunG des Gases durch Zuführung der 'Wärme-
d ~g~ LI Q bewirkt so kann man dies~ Menete .:1 Q aus irgend zweien unter den ~ re~ Anderungen LI'(' J t L1 P berechnen. und alle auf diese 'Veise für L1 Q ent-oi:1~.nten A.usdr.~icke m'iissen gleichen Wert haben. ~oll es sich .. hier ~m d~ufG;= 
stalt kl1C• kleme Anderungen handeln werden wir diese Ausdritcke III e 
eiden können: ' 
(3} rdQ=cc·rlt+l.dc, 
dQ=c .dt+L·dp, 
. 1 d(.!=P.dp+ V·dD, 
Wo eie L > • • f t d s sind d. i. Funk-t· '" P' ,1 V o-eWlsse FunktlOnen des An angszus an e , Ionen ir d : '" Z f':l. der Wärme-~~~_ zweier unter den drei 'Verten p, 'v, t vor U Ullrung 
*) D' S op dp h b . bereits in 
. le. chreibweise an Stelle der bisherigen d a en WIr 
<-\i-t.30 f" d ot t. B auf t in Be-
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menge. Man beachte dafs hier c . dt die "TännelllcnO'e ist, ,,'elche zur Abände-
rung der Temperatu; um d t bei konstantem Y olum~n t· erforderlichTist; in 
diesem Sinne nennt man c" die spezifische ,Yänne bei konstantem 'olumen. 
Entsprechend ist c die sllezifische 'Wärme bei konstant.em Drucke. Wa, I und p . 
L angeht, so wird man sie etwa als gewisse Arten latenter ,Värme ansehen, lD-
sofern sich diese Gröfsen auf konstante Temperatur beziehen. . . I 
Die Koeffizienten cv' I, ... sind, wie wir sehen, im allgememen mcht a s 
Konstanten anzusehen, sondern vielmehr als Funktionen des AnfangszustaI!-des des 
Gases. Kann man aber überhaupt dQ aus dt und dv berechnen, so wHd man 
sich die Berechtigung des Ansatzes d Q = c . d t + I· d IJ (lurch eine mathema-
tische Überlegung etwa so plausibel mach~n können: Man wird von der An-
nahme ausgehen dürfen, dafs d Q in Gestalt einer Potenzreihe : 
dQ = cvdt + ldv + a (dt)' + b (dv)" + c (dlJ' dt) + ... 
darstellbar ist, wo die fortgelassenen Glieder yom dritten und höheren .~rade 
sind und sämtliche Koeffizienten c lab C ... vom Anfangszustande abhangen. 
tl Y ) ) , , u 
'Werden nun wirklich dt und dv unendlich klein von erster Ordnung, so dü .e~ all~ weiter folgenden Glieder a (dt)", .. neben den bei den ersten als ~nendli~ 
klem . von höher~r Ordnung yernachlässigt werden; und al so kommen WIr auf e 
zu zeIgende GleIchung d(~=cv' dt+l·dv zurück. 
Erläuterung. Man spezialisiere die Formel (1) für ein Kilo-
gramm atmosphärische Luft. Dann ist R = 29~;' die Einheit .des 
Druckes p ist der Druck eines KiloO'ramms auf die Fläche elUes 
'" Quadratmeters, und v ist gemessen in cbm. 
Es gelten die Gleichungen: 
_ 99" t P - - ," l' 
Somit folgt aus (2): 
cp 2!J,3 cp 
ot 1" C'V 
(4). A 29,;; At l' 
LJjJ= l' LJ - l' .Jr. 
29,3t 
r"!. 
Beispiel. .Man setze als speziellen Fall: 
t = 300, p = 10000, v = 0,879. 
P 
l' 
Wächst jetzt t auf ~01 und t' auf 01-\89 so findet man leicht dars P 
auf 9920,-1 "i abnimmt. Wir wünsch~n j;doch die Druckänder~ng aUS 
(2) oder sogleich aus F'ormel (4) zu berechnen. Hier hat man: 
2!1,;; 10000 
.::1]1 = O,t!7!J . 1 - 0,879 ·0,01 = - RO,43 kg pro qm, 
ein \rert, fler .J·edoch von denl B 09 kg ab-genauen etrage noch um , qlll 
weicht. 
Man setze jf'tzt .Jt = 0,1 und .J l' = 0001 und prüfe die Reg~l 
anf~ neUe. ~odalln wähle man .Jt = 0,01 l:nd .Jy = 0,0001 oder eIll 
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anderes Paar sehr klein~r Zuwüchse. Auf diese Weise gelangt der 
Lernende zur Kenntnis der eigentlichen Bedeutung der Regel (1). 
Genau richtig ist dieselbe erst für unendlich kleine Änderungen elf, dv. 
. ~n die vorstehende Entwickelung knüpfen wir noch folgende 
Wlc~tlge Betrachtung an: Man trage dp = 0 in Formel (2) ein. Wir 
gewlllnen alsdann eine Relation zwischen dt und dv, wobei sich diese 
A.~änderungen elt, dv auf konstant erhaltenen Druek beziehen. Man 
teIle den einen dieser Zuwüchse etwa dv durch den anderen df', für , , 
den Quotienten CalV bei konstantem p erhalten wir auf diese Weise: t 
(5) (?P) fh ot 
clt = - (OP) 
rZ. 
Auf den ersten Blick WÜ'd vielleicht das Minuszeichen auf der 
rechten Seite dieser Gleichung den Leser überraschen und zum Nach-de~ken anregen; er wird alsdann gut thun, sich die Formel (5) noch 
weIter zu erläut.ern. Aus pv = Bt folgt z. B. zunächst für konstant 
gedachtes p: 
Andrerseits gilt: 
tl l' R 
i[{ = p 
op Bt jJ 8v = = v'= - v' 
und also läuft die Relation (5) auf die identische Gleichung hinaus: 
Das Beispiel eines Gases für welches die Regel pv = Bt gilt, 
hat . h h' , . d' F In 
.. s~c ler als ganz besonders vorteilhaft erwIesen, um le orme f~r dIe Differentiationen bei mehreren unabhängigen Variabeln zu er-
lautern*). 
Ie' i9. Weitere Erläuterungen. In den Formeln (3) kommen wir zu dem 
g lehen Betraue dQ mögen wl'r denselben durch dt und dv oder durch dt Und d d ". ' . . bt . h B . jJ 0 er endlIch durch d p und d v ausdrucken. Daraus ergIe SlC z. .. 
ifj 
.. ccdt + ldv = cpdt + Ldp. 
Tragen wir hier rechts den in (2) gegebenen Ausdruck für dp ein, so folgt: 
op OPd' c dt+ld!,=c dt+L;-. dt+L~ r. 
" P (jt (j!' 
*) Für den Anfänger kann diese Stelle als Schlufs des Kapitels I betrachtet 
"ll"erden. 
PeTry 1 höhere Analysis. 11 
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Diese Gleichun" ist richtig für unabhängig ,on einander wählbare ~d~ 
rungen dt und dv. '" Setzen wir demnach erstlich do = 0 und hernach dt - , 
80 folgen die Gleichungen: 
(7) 
(8) 
Setzen wir andrerseits in (6) für die Anderung d v den Ausdruck: 
cv cv dv =, elt + o;--dp 
ct vp 
ein, so entspringt: 
00 GV 
cDdt+ ITdt + lo-dp = cp llt + Ldp. vt cp 
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von elt rechts und links und ebenso 




CD + lot = Cp' 
lOV =L. 
op 
Setzen wir weiter in der Gleichung: 
cDdt + ldv = Pdp + Vdv 
·für dp den Ausdruck (2) ein, so gewinnen wir: 
eDelt + ldv = p~p. elt + p~p clv + Yelv 
vt CD 
und entnehmen hieraus: 
(11) 
~12) 
c =p GP 
D ot ' 
cp 
l=Pov+V. 
Endlich aber können wir noch in: 
für d t die Summe: 






cf Gt dt=-dp+o-dv 
op ov 
. ot ct 
cp op elp + cp-Z1vdv + Ldp = Pdp + Velo 
ct c~·+L=P Pcp , 
c ot - v. 
Pov -
hä .Die. Rl'lationen .(7) bis (1.4), welche übrigens nicht alle ,on einander un~b­.ngt~ smd lauch könnten WH noch weitere auf ähnliche Art gewinnen) haben 
wir hu~r durch Rechnung gewonnen, ohne dafs wir irgend welche Gesetze der 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
--- -- -- --- - -._---
1. 79J Elastizität eines Gases. 163 
W~rmelehre herangezogen haben. Es hatte hier ja freilich Q die Bedeutung der 
Warmemenge , t die der Temperatur u. s. w.; doch gelten die fraglichen Rela-
tlO~en auch ~iir jede andere Bedeutung, welche die durch eine Gleichung ver-
knupft~n Van~beln t, p, v und die von ihnen abhängende Gröfse haben mögen. 
~le fragl.lchen Relationen sind für jede Substanz gültig. Doch spezialisiere 
n:an sIe sogle~ch wieder für eine Substanz, bei welcher pv = Bt gilt (d. i. 
fur den Fall emes vollkommenen Gases). Hier hat man: 
op R op P OV R ov -v vt - v ' cv v ' ct p' op=- p' 
sodafs die Relationen (7) bis (12) folgende Gestalten annehmen: 
(7)' R (8)* l = - L P , cc=cp+L-
v
' v 
(9)' R (10)* -l.!:= L, c + I = C c P p' P 
(11)* R l=_pE+v c"=Pij-' (12)* v 
B Man sieht, dars diese Relationen nicht unabhänO'ig von einander sind; so ist 
z. . die Relation (7)* eine Folge von (9)* und (10l 
. 80. Noch ein Beispiel. Der Elastizitätsmodul oder kurz die Elastizität 
emes Stoffes ist, wie wir in Artikel 58 sahen, definiert durch die Gleichung: 
dp 
e = - I' ([v-· 
Ist nun t konstant, so müssen wir für diesen "isothermischen " Zustand 
schreiben: 
op 
el = - -v ov ' 
wenn ee die Elastizität bei konstanter Temperatur bedeutet, Suchen wir dagegen 
die "adiabatische" Elastizität e so müssen wir den Wert dp für den Fall er-
. Q' dv ~ltteIn, dars der Stoff Wärme weder abgiebt noch aufui=t. In den letzten ~"usdruck der GleichunO' (3) setzen wir also d Q = 0 ein und erhalten dann die 
Ir unseren Fall zutreffenden 'Werte von d P und d v. Es ergiebt sich also: 
(~l~)Q = _ ~. 
~~ei hhängen wir den Index Q an, um anzudeuten, da[s Q konstant bleiben soll. 
er alten also: 
V 
eQ = v p' 
. Betrachten wir nun das Verhältnis der beiden gefundenen Werte für e zu 





Wert Setzen ,,:ir darin für V seinen 'Vert aus 
aus GleIChung (11) ein, so ergiebt sich: 




164 Totale Abänderung ,"on f(;r', y). 
Nun sahE'n wir aber bereits bei Gleichung (5), dafB 








Dieser Quotient der bei den spezifischen Wärmeziffern wir~ gev.:ö~nli~ei~ur~: 
den Buchstaben y bezeichnet. Man beachte, dars wir auch hier .. wIci' erAbleituncr 
setz der Wärmelehre und keine bestimmte Temperaturskala fur Ie " 
unserer Formel zu Grunde gelegt haben. 
S1 . . An~emeiner B~weis. Wenn u .eine. Funktion von x und y ~stN: 
wollen WIr dIes durch dIe folgende SchreIbweIse andeuten: u =~ f(x, y) dann 
d f" u· so nehmen wir bestimmte Werte von x und y an und berechnen a. ur , d J1y 
nehmen wir statt dessen die Werte x + Llx und y + Lly, wobeI Llx un uen 
vollkommen unabhängig von einander sein sollen, und berechn~n df k~e en 
'Wert von u, den wir u + LI u nennen. Sodann subtrahieren WIr un oun 
unser Resultat in folgender Form schreiben: 
Llu = fex + Lla:, y + Lly) - fex, v)· 
Jetzt adc1ieren und subtrahieren wir dieselbe Gröf'se: (x, Y + LI'!!) und 
erhalten dann: 
Llu = fex + Lix, y + Liy) - fex, y + Lly) + fex, y + Liy) - f(X, y), 
Diese Gleichung kann man auch so schreiben: 
(16) ..1/1 = f'(x~±Lix, y +Liy) - f(x, y + Liy) Lix + fJ~,y + L1Yl=~,-YlßY' 
Lix Lly 
Y h . . werden 
.,e IDen WIr nun an, dars Llx und Liy immer kleiner und kleIller 
ohne Grenzen, so geht der Koeffizient von .:J y 
fex, y + .:Jy) ~f(.r;, yj 
~- -- - 4 y -. - -
über in r (iX ,Yj oder CU b . .. hr d d D' ff . t' . BezuO' auf 
" 1 ~ , wo el x wa en er I erentIa IOn In " 
r! () y . . f 
!I als konstant angenommen ,nrd. Denn in der That kommen wir ja hIer an 
n~sere Definition rIes Differentialquotienten (vgl. AnmerkunO' ZU Artikel 20) un-
mittelbar zurück. .,., 
Andrerseits wird rIer Koeffizient von LI x denselben Grenzwert annehmen wie: 
(x + Lla:, Y)~L(x..,_Y) 




I. 83J Innere Energie und Entropie eines Gases. 
(17) 
(18) 
Schreiben wir nun anstatt fex, y) wieder u, so erhalten wir: 
o u 01t 
dtt = OX dx + &ydy . 
Beispielsweise wähle man: H = (lX~ + b y 2 + cxy; dann erhält man: 
du = (2ax + cy) dx + (2by + cx)dy. 
82. Gegeben sei die Beziehung: 
dz=M.dx+N.dy, 
165 
;o.bei 11I und N Funktionen von x und y sein sollen. Hieraus folgt noch 
emeswegs n?h:endig, dafs auch z eine Funktion von x und y ist. 
Zum Beispiel hatten wir in Gleichung (3) die Beziehung: 
dQ = ce . dt + 1· dv, 
~obei c" und I Funktionen von t und v waren. Trotzdem ist aber Q, die gesamte 
e.
mem Kil~gramm des Gases zugeführte Wärmemenge, keine Funktion von ~ und t; SIe ist keineswegs durch den Zustand des Gases bestimmt. Vielmehr 
k ab: der Stoff ungeheure IVärmemengen aufnehmen und dennoch bei der Rück-
d e zum Anfangszustand nur geringe Wärme wieder abgeben. Dagegen sagt 
er erste Hauptsatz der Wärrnetheorie folgendes aus: 
"e . Wenn dE ~ d Q = p . dv gesetzt wird, wobei p . dv die von ~em Ga~e ~ leIstete mechalllsche Arbeit bedeutet so ist der Wert E, den Wir als die ~i~e Energie des Gases bezeichnen w~llen, eine eindeutige Funktion des je-
WeI .. Igen Zustandes des Gases. Sie kehrt immer wieder auf denselben Wert 
ZlUiicki wenn d~s Gas wieder auf seinen ursprünglichen Zustand gebracht wird. 
Unser E Ist also eine Funktion von t und v oder von t und p oder von 
P und v, aber Q ist es nicht. 
D~r. z,weite Hauptsatz der mechanischen Wärmelehre besagt folgendes: . 
d . DIVIdIeren wir d Q durch t wobei t die absolute Temperatur, also gleICh 
1 er In Celsiusgraden gemessene~ Temperatur 8 vermehrt um 273 ist und mit ~ Qm LUftthermometer gemessen sein soll, und setzen wir den erhaltenen Quotienten 
t~~ gleich d <P, so ist der Wert <P, den wir "Entropie" nennen wollen, eine 
Funktion des Gaszustandes. 
83. Wie wir eben sahen, ist z nicht immer eine Funktion von x und y, wenn 
(18) dz = 111· dx + N· dy 
ist, wobei III und N Funktionen von x und y sein sollen. Es ist nun von 
fOfser ~Vichtigkeit, die Kennzeichen dafür aufzufinden, wann die Gleichung (18) 
(urch eIne Funktion z von x und y befriedigt werden kann. 
Angenommen, z sei eine solche Funktion, dann ist: 
oz cz dz=,,- dX+;o-dy. 
cx cy 








166 V ollständiges Differential. 
.======== 
'C.1'I 'ON 
(19) Ti = ·'011 
02 Z c2 z *-' 
sein murs. Denn, wie wir wissen, ist ';-Cl- - r--x ·-o··-;-, "J. ey uX 0 • 
Damit haben wir ein aufserordentlich wichtiges Gesetz gefunden: 
Wenn 
(18) clz = M . clx + K· dy 
d t Ilt ( . dere Ausdrucks-ist und zugleich z eine Funktion von x und y ars.e eme an . d ~ man 
weise dafür, dafs z eine Fun~ti<:n von a:. u~d y 1st, bes~eht dar~., ~:e Be· 
sagt: dz = Me/x + Ncly se~ em volls.tand~ges Dlffenlltwl) , so "Ilt 
ziehung: 
o lIf oN 
(19) -(jy -:- 6x' 
Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. D. h. man kann in 
dafs bei Gültigkeit der Gleichung (19) eine der Gleichung (18) 
tion z von X und y existiert"). 
*) Man beweise, dars wirklich 
o'u o'u 
der That zeigen, 
genügende Funk-
'Oyox = a-iajj 
ist. Wir brachten dafür schon in Artikel 31 einige Beispiele, und wenn : 
Leser mit dem Satze selbst noch nicht völlig vertraut sein sollte, empfehle~en. 
ihm, neue Beispiele dafür zu bilden, oder die alten nochmals durchie~ die 
Hier soll nun eine allgemeine ÜberlegunO' entwickelt werden, we c e 
Richtigkeit des Satzes nahelegt: " 
Es sei 
u = fex, y). t(x y) 
D 
. cu G (x+dX,y) - -~-, 
ann 1st OX der renzwert für den Ausclruck ----jx--
~enn .::Ix versc~wiIl:~end ~lein wird. Nun i~t aber. dieser Ausclruck eine F~~ t~on ,"on y. Wl~.konnen Ihn also nach y dIfferenzIeren und erhalten claUll 
c (CU) cu . I tienten, :;;- ~ oder -c-- 0 --, entsprechend unserer Definition des Differentla quO 
uy rJX cyox 
den Grenzwert des Ausclruckes: 
1 rn:r+dx,y+dY)-f(x,y+dy) _f(X+dX,y)=f(X,1/)}, 
dy \.::Ix dx 
wenn erst 4.t, hernach aber .::I y verschwindend klein werden. 
Ganz analog finden wi~ andererseits für _ o'u __ den Grenzwert des AuS-
druckes: CX '0 y 
_t.. f r:r + 4:J',y +4y) - «(x + .::Ix,y) ((0'1:, y+ dy) - f(:!,Y21 
.J x \ .Jy - ----::Tii-- J' 
wenn. zunä.chst .J!I und dann .::I:r verschwindend klein werden. . n ~ Nun hegt es auf der Ha~d, dars diese beiden Ausclrücke für alle endhcbefs \\ erte YOn J .1' und 4 y glelch grofs sind. Wir dürfen also annehmen, .. da 
<liese <.Tleichheit ~uch für die beiden durch die vorgeschriebenen Grenzübergange 
entsprmgenden hrenzwerte bestehen bleibt. 
**) Der Ausdruck 
(1) lIl· d.1" + N· cl!!, 
in dem 111 untl S Funktionen von x und ?I sein sollen, kann stets durch )llllti-
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84,. Der erste Hauptatz der mechanischen Wärmelehre lautet: 
, Wenn ,dE = dQ - p . dv oder dE = Cv ' dt + (1- p)dv gesetzt wird, 
so 1st dE em vollständiges Differential; d. h.: E kehrt zu seinem alten Werte 
plikation mit einer Fnnktion yon x und y zu einem vollständigen Differential 
ge,macht werden. (Ein solcher Multiplikator wird gewöhnlich als ein "inte-~erender Faktor" des Ausdrucks 1JI. cl x + N· cl y bezeichnet.) Diese Behauptung 
80 na~hstehend bewiesen werden, 




Hierdurch ist ein bestimmtes Gesetz oegehen welches die Gröfsen x und y mit 
clllander verhindet. ", 
D'll' Sei. d~es Gesetz durch F(x, y) = c ausgedrückt, so ergiebt sich durch 
1 erentJatlOn nach x: 
(3) ~]<' + o,~' , dJ{ = o. 
(iX oy dx 





Es l'st 1 cF M (} F h" b 'd GI' h e a so - ~- = u und ---- = u N wo el /! m el en elC ung n 
ein . (;.T' cy" 
17 und dIeselbe Funktion von x und y oder vielleicht auch ein und dieselbe 
'aonstante ist. 
Multiplizieren wir (1) mit /!, so erhalten wir offenbar: 
( (}F (iF 4) -7,~' dx + -"'-. cly, 
cx oy 
also ein vollständiges Differential. 
. . Es läfst sich leicht zeigen dars für den oeoebenen Ausdruck (1) nicht nur 
em I t . , " " 1 n ,egn~render Faktor !L existiert, sondern unendlich vie ~. 
Als em Beispiel an dem die Wichtigkeit des integrierenden Faktors zn ;hseh~n is~, sei hier de~ Beweis des zweiten Hanptsatzes der mechanischen Wärme-
IlOrle W~~dergegeben, 
1. WIr haben bereits gezei!1't dars für jede Suhstanz deren Zustand durch 
t und ~. eindeutig bestimmt ist, "die Beziehung gilt: ' 
~ d dQ=cc·clt+l· t', 
,,:obei ce und 1 Funktionen von t und v sind. Man beachte, dafs dabei t an 
eIner ganz beliebigen, vielleicht ganz unregelmäfsig geteilten Skala gemessen 
"erden kann, 
d' Nun haben wir eben bewiesen, dars es eine Funktion!L von !. u~d t' gi~bt, 
Ie ~urch Multiplikation den Ausdruck c. dt + 1 dv zu einem vollstalldlgen DIffe-
rential macht. Wir bezeichnen das entstehende Produkt mit cl tP und erhalten: 
'6 \) dtP=ll.dQ~/Lcr,dt+ld.dv. 
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168 Erster Hauptsatz der mechanischen ,y'lrmclehre. LI. 8. 
zurück, wenn die im Carnotschen Kreisprozefs geleistete äufsere Arbeit gleich 
~P . Llt . LI v ist. Nun kehren aber die Temperatur t und das Volumen 1) dann 
ct 
ebenfalls wieder auf ihre alten ',v erle zurück; eine andere }\ usdrucksweise für 
Jetzt wollen wir versuchen, ob sich die fragliche Funktion It vielleicht BO 
auswählen läfst, dars sie nur von t nicht von v abhänO"t. Giebt es ein solches ~, 
so benutzen wir die Thatsache, dars der Differentialq;otient von flc. nach v (wo-
bei t al~ konstant angenommen wird) gleich dem Differentialquotienten von "I n~ch . t 1st. (wo~ei v als konstant gilt). Folglich gilt bei einem von v unab-
hangIgen mtegnerenden Faktor f1: 
oder 
(7) 
Nun ergiebt aber der 




oe. dlL ;;1 
f1 cv = l(fi + I'at 
ce. cl 1 du 
3v =Ü + -/L 'tl'i ' 
erste Hauptsatz der Wärmetheorie (vgl. Gleich. (20), 
2p 
ot 
1 ap 1 llll 
T 'ai = - /.i ' tU . 
Das .ist also die Bedingung dafür, dars /L' cl Q ein vollständiges Differenti~l 
ist, wobeI /L nur von der Temperatur abhängt. Aus (9) würde man nun !ur 
jeden bestimmten Stoff eine FunktiOn 
1', die der gestellten Bedingung ge: 
mlat abzuleiten haben. Indessen be 
'" e . Funk-haupten wir sogleich, dals eme ff 
tion IL existiert, die für alle Sto e 
ein und dieselbe ist, 
2. Der Nachweis dieser Behaup-
tung wird folgendermafsen geführt,=, 
Als bekannt wollen wir den ve-
rlf E weis dafür voraussetzen, dars, alle 
)} S umkehrbaren Wärmekraftmaschinen, ~--j--~~4---"':::~ welche zwischen denselben Tempera~­
gre~zen t und t - Llt ar?eiten, ed I gleIchen thermischen Wrrkungsgr;.v 
\ 
?esitzen. In Figur 55 stelle. AB e-i m vergrörsertem Mafsstabe eInen el I I mentaren Carnotscben Kreisprozefs dar· -j;:~I----'.lf;'---:f(t--iz-------_...!v,- Der Stoff befindet sich bei A auf der 
Temperatur t - Llt; AI giebt sein 
y olumen und ~1.K seinen Druck Iln; 
~1D sei die Isotherme für die Tempe-
ratur t - J t, B (' die Isotherme für t, AB unel CD seien Adiabaten. Der 
Abstllntl A U_ de.: heiden Isothermen beträgt ~P ,At WB' t 1 ich AG, d~ 
IV auf. d .. T. \ {'r1:111g~~ng von DAliegt. c t' 15 g e 
.~un Ist dIe Flache des Parallelo!!l'ammes AECD . 1 he die geleistete 
ArbeIt d t llt l' h -'" , -we c S d 
ars e , gele lV B . X Z (Parallelogramme mit gleicher Basis un 
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dieses Gesetz besteht also darin dars man sagt: Das Integral Ja E für einen 
vollständigen Kreisprozers ist gle'ich ~ ull. 
gl~icher !föhe sind einander gleich). Das Stück X-Z, d. i. die Volumenzunahme Fe! de: Isothe~mischen Expansion von B nach C, wollen wir als .dv bezeichnen. ~Glelchung (3), Artikel 78, sahen wir, dars die bei der höheren Temperatur 
a genOllllllene vYärmemenge gleich l·.d t' ist. 
Daraus erglebt sich für den thermischen "Wirkungsgrad der Wert: 
(10) geleistete Arb~ = 1 0E . .dt 
aufgenommene Wärme lot ' 
und zwar ist dieser Wert für alle Stoffe gleich grofs. . 
b' De~wegen geniigt es, ihn für eine einzelne Substanz zu bestimmen. Dazu f'~etet em. berühmt gewordenes Experiment von Joule eine Handhabe. Joule 
iillte ZweI Gefäfse, die durch ein Rohr mit Absperrhahn mit einander verbunden 
wa~en, mit komprimiertem Gas, _ das eine jedoch mit hohem, das andere mit 
~~nn(l"erem Druck. Dann wurden beide Gefäfse in ein Bad gebracht, und nach 
.mtntt einer gleichmäfsigen Temperatur wurde der Hahn geöffnet. Dabei ergab Geh st~ts,. dars das Bad seine Temperatur nicht änderte. Daraus folgt .. dars für 
ase dIe mnere Energie bei konstanter Temperatur nahezu konstant 1st; oder, 
~as dasse}be besagt, dars flir Gase I nahezu gleich p ist; p ist aber bei kon-,tante~ v olumen bekanntlich e.i!Je lineare Funktion der Temperatur. 
~he Frage, ob wirklich eins der bekannten Gase diesem Gesetze genau e~.spncht, soll hier nicht erörtert werden; wir nehmen an, dars es einen der-
ar 1gen Stoff giebt, und dars für denselbeu die Beziehung gilt: 
1,11) 1 cp 1 cp 1 
i at = p- Tl = f) + 273 ' 
wobei ~ in Centrigraden am Luftthermometer abzulesen ist. 
Wahlen wir nun t = () + 273 als unsere Temperaturskala und betrachten 
den in (11) ange!?ebenen vVert für ~ . ep als allgemein aiiltig, so erhalt~n ~ 1 {)t " 








log t + log 11 = const. 
wobei c l'rrzen,l el'lle L I' b' .. hlb K t te l' st 
u ue le Ig wa are ons an ". 
e = 1 uu,l hat dann 1 I . t . d "'aktor 11 = - - a S III egrleren en " 
wird r t 
Gewöhnlich setzt man 
für (5). Dieser Faktor 
(Ie Carnotsche :Funktion genannt. 
. "~llerdings murs man es als nicht sehr wahrscheinlich hinstellen.. dars. ter 
Integnerende 1'aktor. selbst wenn es einen von p oder l' nnabhii.ngIgen gle t, 
so einfach sein sollte, wie der Ausdruck 0 1
273 
(in Centigraden nach dem 
LUfUhermometer), oder dars eine Substanz mitder oben geforderten Eigenschaft 
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Wir sahen dafs der partielle Differentialquotient von cr nach v (wob:i t 
. ' " " l' 1 d t" ellen DifferentIal· während der DIfferentIatIOn als konstant güt) g elC 1 em 'par 1 
quotienten von I - P nach t ist; oder, als Formel geschneben: 
cCr '(1 cj) 
ov Ü ot (20) 
. ... St ff 'lt . d h:' ficr selbst als der DIeser Satz, der für Jeden belIebIgen o. gl ,.wlr au" 
erste Hauptsatz der mechanischen Wär:netheone .. bezelchn~t. . 
Der zweite Hauptsatz der mec1\aDlschen Warmetheorie lautet. 
(21) d Q oder d iP = ~"-. d t + 7.. d v 
t t t 
ist ein vollständiges '. .. . 11 D'ff' ntialquotient Dlfferentral. FolglIch 1st der partIe eIere 
cr 
von -i- nach v gleich dem partiellen Differentialquotienten von.1 nach t·). Es t 
gilt also die Gleichung: 
cl 1 
1 ce,. t (t -
oder 
t cv =-7-
(22) cl 6": = cl;-
. . . d häuf!-DIese Formel, welche ebenfalls für jeden beliebigen Stoff gIlt, wIr r 
selbst der zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie genannt. wir als 
. Kombinieren wir Gleichung (20) mit Gleichung (22), so erhalten 
für Jeden Stoff gültig di.e einfache und wichtige Beziehung: 
(23) ~Z; = { . "") 
existier~. Yiehneh~ glauben wir, dars unser Divisor t, die absol,!lte. Tempe:al~r; 
z:var fur dIe zumeIst vo~kom~enden 'Werle von fJ gleich (j + ~ /3 I~t, UWerlen 
dIes um. so genauer zutnfft, Je gröfser (j wird, - dafs aber ber kleIlle~ cl. Die 
von fJ dIe absolute Temperatur eine kompliziertere Funktion von (J :wrr i VO]l 
grofsen Entdecker der thermodynamischen Grundsätze haben auch lllem~ s tur 
der Temperatur - 273° Cels. als dem absoluten Nullpunkte der Tempera gesprochen. _ 
*) D' R 1 f" d' D'ff . . d' ArtiJ;:el 19' le ege ur re I erenhation eines Quotienten WIr III 
angegeben. 
**) Ganz allgemein gilt (laher : 
(23'; dQ = ce . dt + t. g.r dv. 
ct d r 
Auf gab e 1. Mit Hülfe der Gleichung (93') stelle man C 7, L, P Ull 
. .\ J.. k ~ P' GI . chuuO' 
In ,1.Ui'(lruC -en von ce aar und bilde dann die allcremeinste Form der el ." 
(3' - 1 e,' 1.' kt· " d dann i '0. (a," He nur ~ un 'IOnen von c. enthält. Man zeige ferner, dafs anll . d 
aU[8er anderen intere.8santen Beziehungen auch die folgenden enthalte.ll SI~ : 
w('lehe Maxwell als die vier Grundgleichnngen der Thermodynamik bezelchlle~. 
(I' ciP er ot cp (jiP op Cf 
ct ct' ciP = op' 1:1 ='(i:' o-cP cl' 
Aufgal)e 2. '1Ifan he weise, daf" in Fig. 55 
FUche ABO]) = AE· Ai'=~ AU . ...1J= AiT. Al1r= A~' AR 
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Nun wollen wir diesen Satz anf ein vollkommenes Gas anwenden; dann 




l = vi I =)l. 
Folglich ergiebt jetzt (20): 
ce 
i:Jv" = O. 
Diese Beziehung ist vielleicht nicht von grofser praktischer Bedeutung, 
aber der, Leser möge diesen letzten Satz als ein Übungsspiel betrachten: 
c. 1st für jeden Stoff eine Funktion von v uud t, und hier wird nun be-
hauptet, dars für ein vollkommenes Gas der Wert co' wie er sich auch mit der 
Temperatur ändern maO' sich bei einer ÄndernnO' des Volumens nicht mit ver-~~:ert. Wir k,?mbinie';~n Gleichung (2J,) mit den auf Seite 163 gefundenen 
lChungen (9)" u. s, w. und erhalten dann: 
(' -(' =R, p 0 
Da nun, wie ReO'nault fand c für Luft und andere Gase eine konstante G~ , ö , p 
ro se 1st, so ist also c" ebenfalls konstant, und wir erhalten die Beziehungen: 
I = p, L = _ v, P = _~ __ , V = )l Y- , 
y-l y-l 
woriu l' für cp steht, 
e 
Wir kan~en demnach über die ,\'ärmevorgänge in vollkommenen Gasen ~~~hr genaue zahlenmiifsige Berechnungen anstellen, wenn wir nur für das 
J re ende Gas die Werte von c und B kennen, 
81) Die GI ' h ( ) P,'rt'k I ~8 1 t t fu"r el'n Kl'lo!!'ramm eines Yollk' elC ungen 3 .~ 1 e I au ,e en ~ 
Olllmenen Gases folgendermafsen: 
(l Q = Cl' , dt + p , dv 
= ('11 . dt - v ' dp 
v pr d 
=--dp+--I v. r- I y-
ist Und' , , GI' h \le~ , ZeIge, dars diese viel' GleichsetzunO'en von Flächen den VIer elC ungen V~flgen Aufgabe entsprechen, Ö 
14) b uf,ga be 3, Durch Kombination der Gleichung (23) mit (7), (8), (11) und 
ewelse man, dars für jede Substanz die Beziehungen gelten: 
L = _ t. rv 
ct' 
Und d P GI ' 
alS elchunO' (20' 
", ) 
80dafs 
~ ~ ct Cf 
OVO)l V-c.- P=c-,c-, C.=Cp-f'(t(r{' - Pov' "cP 
übergeht in: 
cc. d~p 
OV = t ' dt2' 
c = c(O) + :J'O'P ,dv 
c" ;:;t' 
IVird, wobei c(O) eine 
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(2) 
Den letzteren Ausdruck schreibt man hiiufig auch In folgender Form: 
1 --~d(pv) + p. du. 
Ferner ist: 
7- 1 
(3) dE = Co • df, E = cot + const. 
Daraus kann man leicht weitere Ausdrücke für E als Funktion von P und 
verhalten. 
Die folgenden drei Beispiele beziehen sich siimtlich auf vollkommene Gase. 
Beispiel 1. Aus Gleichung (1) ergiebt sich: 
dt 11 diP=c- + - dv. 
o t t 




diP = c df + R du 
v t v 
und durch Integration: 
iP = Co • log t + R . log v + COllst. 
oder: 
(4) 
Andrerseits ist, ebenfalls gemäfs Gleichung (1): 
)fit Rücksicht auf: 
folgt dann: 




diP =t dt -( elp. 
v R 
p 
Cp R diP =~elt -- -dp 
t P 
iP = cp ' log t - R . log ]J + const. 
<I> = log({P. p-R) + const. 
Setzen wir nun für t . TI' rt P v ( ) "ber i!r semen "e -R ein, so geht Gleichung 1) U • 
(6) .iF.. 1 . c. cp 
,.. = ogl,p . V ) + const. 
k Das Gesetz fü.r die a~iabatische ZustandsänderunO' bei der iP konstant ist: ~nhnt n~mh °f~ne jWC1teres medergeschrieben werden l~'s den obio-en FOrJIle1n er 
g:t!' - sie ur (asselbe : . > " 
oll!'r: t . V,-l = const. 
--y 
y-l 
t . p = const. 
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oder: 
p . 11Y = const. 
Der Leser möge weitere derartige Übungen für sich selbst anstellen. 
. ~.eispiel 2. Ein Kilogramm eines Gases nehme im Zustande Po, 110 , to 
die Wa::memenge Q01 auf. In welcher Weise ändert sich dann sein Zustand? 
WIr benutzen zur Lösung der Aufgabe die unter (1) gegebenen Beziehungen 
und unterscheiden folgende Spezialfälle: 
I. Das Volumen t'o möge konstant bleiben. Dann ergiebt sich aus Glei-
chung (1): dQ = c
v
' dt. 
Das Integral von cl Q zwischen den Grenzen to un d t, ist dann: 
QOl = c.(t, - to)' 
und wir können also daraus die Temperaturzunahme t, - to berechnen. 
Audrerseits haben wir die Beziehung: 
dQ= -Ldp. 
1'-1 
u d I?ara~s ergiebt ~ich für das Integral, d. h. für Q01' der Wert 
n WIr konnen somIt die Zunahme des Druckes berechnen. 
H. Es möge Po, der Druck, konstant bleiben. Dann ist: 
Andrerseits: 
dQ = J},,-L dv· folO"lich: (JOt = AL (v, - 110 ), )'-1 ' '" ,,-1 
IJI, Es möge to ' (He Temperatur, konstant bleiben. Dann ist: 
". 
dQ = P . dv; also Qo, = fp· dv = lV 
"0 
d. i. gleich der von dem Gase bei der Expansion geleisteten äufseren Arbeit. 
D IV. Druck und Volumen möO"en sich in ganz beJiebiger Weise ändern. 
ann setzen wir wieder: '" 
QOt = c.(tt - to) + geleisteter äufserer Arbeit, 
uud andrerseits nach Gleichung (2): 
QOt = _L __ (p L" _ P V ) + geleisteter äufserer Arbeit. )' _ 1 '1 0 0 
18~ dabei Q = 0, so wird die geleistete Arbeit gleich c.(to - tt)· 





~lfl = __ l_{v dP + rPJI. 
dv r - 1 dv 
IV dQ . t 
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oder, indem wir integrieren: 
oder: 
log p + 'l . log v = const. 
p . vi' = const. 
Damit sind wir also wieder auf das adiabatische Expansionsgesetz zurück-
gekommen. 
wohlbekannten Kreisprozesse einer Explosions-
maschine möge ein Kilogramm des Gase~ 
von dem Zustande p., v2 ' t" der d~c 
den Punkt A angedeutet ist, adiabatlsc; 
komprimiert werden auf den Zustand 




·t d W rt t Die an dem fil en e en PI' VI' I' ·t ·st 
Gase geleistete mechanische Arb;V G _ 
dann gemiifs dem soeben unter. i:t 
sagten gleich c. (tl - t,), und dIes 
also offenbar die Zunahme an innerer 
Energie. . 
Von B nach G möge das Gas bel 
konstantem Y olumen "Närme aufnehmen, 
sodafs es in den Zustand Ps' VI' ts über-
geht. Die aufgenommene Wärmemenge 
Q ist dann gleich cc(t. - tl )· • 
Bei der adiabatischen Expan~~zn 
GD wird eine äufsere Arbeit der Gro se 
c. (t. - t4 ) wn dem Gase geleistet. .. 
Die Nettoarbeit lV in dem ganzen Kreisprozesse ist also gleich dem Uber-
schufs der Arbeit CD über die Arbeit AB: 
W = c.(t. + t, - t1 - t.). 
Der thermische 'NirkungsO'rad e des Kreisprozesses ergiebt sich daraus 
folgendermafsen: " 
(8) e = lV = t. + t. - t1 - t. = 1 _ t, - t •. 
Q t.-tl t8 -tl 
Xun sahen wir aber, dars auf einer adiabatischen Linie der Ausdruck 
t r' - 1 konstant ist, und folglich erhalten wir: 
Daraus folgt, dars _t,_ 
t. 
,\usdriieke gleich ~._~ t, . 
t,V/- 1 = f,v/-\ 
t,v/- 1 = t3t,/-1 
t. (VI )' - 1 . . t . d I' dieser { =v; ist, und zugleIch IS Je e 
, . t~ - tl ~etzf'n wn- dIesen \Vet·t in Gleichung (8) . so erhalten wir für den 
\Yirkungsgrad e die nt'ziehung: em, 
.. 1 e=l-GJ- . 
Diest' Formel zeigt uns deutlich dafe ma d h Y kl' rung der Fül-
lung 1'1 den X utz('ffekt der' Ma~chine 'verbesse n k ure er eme \1 't t t-b . rn anno b 
r S wel ere g:l e. . nngsbeispiele empfehlen wir dem Leser die Betrac -
tung von anderen KreIsprozessen bei Gasmaschinen. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1.86] Anderung des Aggregatzustandes. 175 
==-~~~ -- ------ ~-- ---------- ---- --
. 86. Änderung des Aggrl'gatzustandes. Anstatt die Gleich-q)lgen (3) aus .~rtikel 78 zu benutzen, wollen wir nun spezielle Formeln für den Ubergang aus 
emem Agg.regatzustand in den anderen aufstellen. Wir betrachten 1 Kilogramm el~es GemIsches, das aus 1n Kilogramm Dampf und 1 - 111 Kilogramm Flüssig-
keIt besteht. Es bedeute: 
s, das Volumen von einem Kilogramm Dampf in cbm, 
s, das Volumen von einem Kilogramm Flüssigkeit in cbm, 
I . J! den Dmck, t die Temperatur; dabei ist p schon allein durch t eindeutig 
uestunmt. 
. 1st v das Volumen der Mischung von Flüssigkeit und Dampf, so erhalten 
WJt: 
V = lns. + (1 - m)s, = (s. - 3, )m + 8, 
oder, wenn wir 82 - 8, durch u bezeichnen: (1) 
V = 1JlU + s,. 
Wird nun dem Gemisch eine Wärmemenge d Q zugeführt, so ändern sich o~en?ar t und m. 1Vir können dabei t und 111 als zwei von einander unab-~an~Ige Veränderliche ansehen, müssen aber beachten, dars durch t und mallein 
erelts der Zustand des Gemisches eindeutiO' bestimmt wird. 
. . Es bedeute Ii. die spezifische Wärme des gesättigten Dampfes und Ii, die-
J1lllge der Flüssigkeit; es sei also Ii. die Wärmemenge, welche einem Kilogr.amm 
Des Damp!es z?~ Erwärmung um io Celsius zugeführt werden .murs, wobeI der 
ruck gleIchzeItIg entsprechend seinem besonderen Gesetze steIgt. 
di Danu b!auchen die 111 Kilogramm Dampf eine Wärmemeuge 1I~1i • . dt und 
e 1- 111 KIlogramm Flüssigkeit eine Wärmemenge (1- m)lil . dt. Nun gehen h~ch dm Kj.log!amm aus dem flüssigen Zustande in ~en gasförmigen ü~.er; dazu ~uhnchen SIe ellle Wärmemenge L· dm, wenn L dIe latente Dampfwarme be-
zelC et. Folglich gilt: 
(2) dQ= {(Ii.-li,)m+Ii,)dt+Ldm. 
h rs~ nun wieder E die innere Energie, so ergiebt das erste Gesetz der rnec alllschen \Värmelehre die Beziehung: 
3) dE = d Q _ p . dv. 
. Da nun In und t den Zustand des Gemisches eindeutig bestimmen, so murs 
,. eIne Funktion "on In und t sein; es gilt also: 
OV OV dV=rc-dt+ ... dm. Gt Gm 
Indem wir diese Beziehung in Gleichung (3) und (2) einsetzen, finden wir: 
fJ dE= {(Ii.-li)lIl+1i _pOV)dt+ {L_P!Vjl dm . 
., 1 ot ein 
X Un deuten wir an, dafs dies ein vollständiges Differential ist, sodaf.~ also 
C ( 0"1 _ C {L _ ) Pt· \ ~1(li2 - lil)m + lil-Pot J - ot 1 (//tj 
\\Oir!l, und beachten, da[s ~ v = u nach Gleichung (1) zutrifft. Dann erhalt ... n 
. om 
'nr, da p Yon /Il unahhängig ist: 
.;; dL dp eD dp 
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dQ 
Jetzt dividieren wir Gleichung (2) durch t und drücken aus, dars d<p = ~f 
ein vollständiges Differential ist: 
(6) _Lt(62 - 61 )m + 6,1 = .~". (L)*) om t J dt t 
oder: dL L 
(7) -a"t + 6 1 - 6, = t . 
Daraus erhalten wir mit Rücksicht auf Gleichung (5) die Beziehung: 
(8) 
L dp dp 
t = tt-ifl = (S2 - S1) iit' 
, 87. Zn der Fnndamentalgleiehung (8) kann man auch auf einem kürzer~n 
"ege gelangen. In Figur 57 ist ein Elementarstück eines Carnotschen KreI
S
-
prozefses für ein Kilogramm de~ Ge-
F~ß~==========~C I A "'n 
misches dargestellt. Die Koordinaten 
des Punktes B sind PB = SI' das 
V olumen von einem Kilogramm der 
1'lüssigkeit, und BG = p, der Zuge~ 
hörige Druck. Bei konstanter Tempe 
ratur t und konstantem Drucke P ex: 
pandiere jetzt das Gemisch, bis es bel 
};'C = s ganz in Dampf übe~gegangen 
ist; da,{n folgt eine adiabatische Ex-
pansion CD bis zur Temperatur t-4t 
-
t---;5------------...3!..V bei D und eine isothermische Kom-o pression DAbei der Temperatur t -At; x"~ ABendlich ist die adiabatische Komvr~St-
Ig.57. sion, welche den Kreisprozefs schliels , 
Die vertikale Höhe des Parallelogramms ist Llt i!IJ. und seine Fläche, welche dt' 
den Betrag der geleisteten äufseren Arbeit darstellt, ist gleich .d t ~J> (S2 - $1)' 
D' b' d 0 dt le Cl. er peration ~c aufgenommene 'IVärmemenge ist L, und der Nutz-
L1 t - (s. - s) 
t'ffekt ist folglich: ____ dL - 1 ~ L . Da es aber ein Carnotscher Kreisproze s 
ist, so ist dieser 'Vert gleich L1 t .') t ' und damit ist Gleichung (8) bewiesen . 
*) Die Ausführung der Differentiation ergiebt: 
dL 
:t (~-) = t~dtt'=~' 
wie wir später ,ehen werden w . . e-lernt haben. Wir müssen üb~rh enn WH auch Quotienten zu differe~zler~.n J!is 
dieses .;\rtikels über die Z t ,t-?·pl zugeben, dars es zum vollen' erstan Pr 
dukte und Quotienten dl'ff'uS an. san ekrung erforderlich ist, dars der Leser 0-
erenzwren ann 
.... ) Noch eine andere Bewe'sfüb . fi' ,. . dafs 
man sie zurückführt auf d' B ~ h rung ur Glelchung (8) besteht dann, 
Je eZle ung: 
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. 88. Die Entropie des Gemisches. Aus Gleichung (6) erhalten wir die Be-
zIehung: 
11. _ 11 = t . ([ (L) 
• , d t t ' 




d Q = 11, • dt + t· d (nItE) • 
Daraus ergiebt sich für die Entropie: 
cl<!> = dt~ = ~' dt + cl (nI/'_) 
t 
<!> = -- + ---' elt + const. mL J 11 
t t 
to 
ä . Flür Wasser ist 11, nahezu konstant, nämlich gleich dem mechanischen Wärme-
qUlVa e'!-t; denn, wie seiner Zeit bemerkt wurde, rechnen wir alle unsere Wärme-
mengen lU Al'beitseinheite/l. Aus (10) folgt somit: 
<!> = n~L + 11, log (L) + const. 
t to 
(11) 
Demnach lautet also das adiabatische Gesetz für Wasserdampf: 
mL t • 
-- + t1 log ---= const. 
t 'to ' 
(12) 
spiel ;iir empfehlen dem Studierenden dringend, hierfür ein nllll?-erisches Bei-
ad; l!rchzurechnen: Es möge der Wasserdampf von 1650 CelslUs (t = 438°) 
L i~batIsc~ e::pan?-ieren bis auf 850 Celsius (t = 358°). Man setze 11, ~ 42~ und 
e' h .ArbeItsemhelten (mkg) ein oder man setze 11, = 1 und rechne L m Warme-~\ elten (Calorien). In jedem Falle benutze man eine Tabelle, welche die Be-
Zle nng .vou t und L zu einander angiebt. 
willküBe.I der höheren Temperatur t. = 438 sei I/t, = 0,7. (Dieser Wert ist ganz 
eb dIch gewählt.) Man berechne nun 111" beispielsweise für t, = 394, und 
enso .mo etwa für to = 358. 
d· FVIelleicht wäre es besser gewesen L in vVärmeeinheiten zu rechnen, weil 16 ormel ,. 
L = 802 - 0,717t*) 
sich dem Gedächtnis lel'cht . emprägt. 
------
.JQ = CD ·.:It + 1 . .:Iv. 
Wie wir wissen, ist 1 = t . 0 P (siehe GI. (23), Art. 84). Nun denken wir uns, dar" 
ein Kil . () t' . t ogra= ewes Stoffes im flüssigen Zustande vom Volumen s, bel kon-d ~nt.er Temperatur [..dt = 0] eine Wärmemenge ..dQ = L aufnimmt und sich d: el auf das -Yohu;nen s. im gasförmigen Zustande ausdehn!. ["'!v:= .~. -:-- 8, 1: 
. nhu erhalten WIr mlt Rücksicht darauf dars p von v unabhangtg Ist, die B .. -
Zle ung: ' 
dp 
.JQ = L = 0 + t· dt (s. - SI)' 
*) Empirische Formel nach Zeuner. 
Perry I höhere Analysis. 12 
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Dann geht Gleichung (12) über in: 
/I!, (802 _ 0,717) + logt,_ = 11/, (~02 _ 0,717) + log t,,-, 
; ~ ~ ~ 
1 t. (802 ~1~) og-" +1112 -- -0,1 I 
m = t, t2 ___. 
, • - 80-> 
~ - 0,717 
t" 
'Um mo zu ermitteln, setzen wir to an Stelle von t, ein. . h den Nachdem so die Werte für m gefunden sind, suche man dIe entsprec M 
'Werte flir v. Nun probiere man, ob vielleicht irgend ein Gesetz von der 
p v' = const. 
besteht, welches näherungsweise die adiabatische Expansion des Stoffes angeben 
könnte. .. tt 0 7) 
Diese Ubung wiederhole man, indem man etwa von 111 2 = 0,8 (ansta , 
a~p~ . .~ 
Die ~ethode an der Hand des DiagralD:mes .für t nn~ ~ 1st ~orzuz~~hen; 
wenn es SICh darum handelt, den Anfänger m dIese Verhaltmsse emzuw en 
aber ein oder zwei Beispiele nach Art der obigen sollten doch durchgenoIIJDl 
werden. 
89. Ein gegebener zweigliederiger vollständiger" Differential" 
" A ds() ausd~ck du = M.dx + !Vdy .werde gleich Null g~setzt.. us e~ C 
entsprmgenden DIfferentIalgleIChung du = 0 soll dIe GleIchung ~ -
entwickelt "\Verden. Es handelt sich hierbei wesentlich um dIe Be-
rechnung des Ausdrucks von ~t in x und y. 
Es sei z. B. gegeben die Gleichung: 
(x9 - 4xy - 2y2) dx + (y2 - 4xy - 2x2) dy = O. 
Wir sehen leicht, dars dies ein vollständiges Differential ist; denn 
es ist: 
(J (. 4 ' .' (Jy\X"- xy-:t.y")=-4x-4y, 
i;~ (y2 - 4xy - 2x2) = - 4y - 4x, 
sodafs also diese beiden partiellen Dift'erentialquotienten gleich sind. 
\Yir dürfen hiernach den vorgelegten Dift'erentialausdruck in der 
Gestalt: 
ou cu 
"dx +,- dy 
cx oy 
schreiben und haben somit die Gleichungen: 
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. Wir integrieren nunmehr den Ausdruck x 2-4xy-2y2, der ja gleich Oll • 
OX 1st, nach x, indem wir y als Konstante annehmen; dabei müssen 
w~, ~em letzteren Umstand zufolge, als Integrationskonstante eIlle 
belIebIge Funktion von y hinzufügen. So erhalten wir: 
It = tx3 - 2x2 y - 2 y 2x + t1J(y). 
Um 1J(y) zu finden, greifen wir zurück auf die Beziehung: 
ill "4 n " ~ = y· - xy - ~x". 
ry 
D'ffi . 
1 erenZIeren wir andererseits den eben gewonnenen Ausdruck für u 
nach y, so erhalten wir durch Gleichsetzung mit y2 - 4xy - 2x2: 
und daraus: 
also: 
) " / C[<lJ(y) 2 4 2 2 
-:'X"--±xy+---=y - xy- x dy 
d<lJ(y) 2 
rry- = y, 
t1J(y) = t y3, 
/( = l x3 - 2x2y - 2xy2 + t y3. 
. 'Yir haben daher die gegebene Differentialgleichung gelöst, wenn 
Wlr dIesen Ausdruck gleich einer beliebigen Konstanten setzen. 
In gleicher Weise löse man die Gleichung: 
(1 + y~) dx - 2 JJ cly = o. x' x 
Ferner: 
[Lösung: x2 - y2 = cxJ. 
2.1'·dx (1 3X') _ 
--- + -- - -- cly - o. ya y2 y' 
Endlich: 
[Lösung: x2 _ y2 = cy3J. 
(3x2 + 3y - .t3) dx + (3x - y~ + 3yl!) cly = o. 
[Lösung: X 5y2 + X 2y5 + 4x2 + 2y2 + 3X3y3 = CX2y2]. 
'h .90. Bei dem allgemeinen Beweise für die Gleichung (17) (8. 165), re wir ~hh .. 1U ;ht. 81 gegeben haben, nahmen wir an, dafs die Vari~belen x UD Y
t 
un-
d an~lg Von einander sind. Wir können nun aber auch eromal v?rausse. zen, 
y af~. SIe VOn einander abhängen oder dars heide Funktionen !on eIDer dritten 








so wird x zu x + LI x und y zu y + LI y; infolge dessen wird ent~pre~hend '\ZU 
tt + Llu. Dividieren wir nun die Gleichung (16) aus Art. 81 auf belden SeI ~~ 
durch Llz und lassen Llz ohne Ende kleiner und kleiner werden, so ge 
Gleichung (17) über in: 
(1) 
Beispielsweise sei: 
u= ax' + by' + cxy, 
und es gelte: 







ce- = 2by + C:1', 
oy 
dy ,,,-I 
dz = mgz 
und folglich: 
du n-l m- 1 dz=(2ax+cy)nez +(2by+c{rjmg z . 
Hier können wir rechter Hand, wenn wir wollen, x und y durch Ausdrücke 
von z er.set~en und ~o unsere ~anze Antwort als eine Funktion ,:on.z erhalte:~h 
BeIspIele von dIeser Art smd deswegen recht interessant, weIl SIe auch n h 
unserer alten Methode gelöst werden können. In den Ausdruck für u brauc den 
wir zu dem Zwecke nur x und y als Funktionen von z einzusetzen und fin en 
dann 
und: 
u=ae2z2n + bg2Z2'f1/ + cegzll +Ut 
du, ~ 2n-l 2m-l u+ m - 1 dz = 2nae-z + 2mbg"z + (11 + 111) eegz . 
Man wird sehen, dafs dies Resultat genau mit dem übereinstimmt, welc~e~ 
wir nach unserer neuen Methode fanden. Andere Aufgaben dieser Art kann Sie 
der Leser leicht selbst bilden. 
Beispielsweise möge y = Ut" sein wobei u und t' Funktionen von x sind: 
dann folgt aus Gleichung (1): ' 
dy dv du 
7fi;=u dx +v(l,x,' 
eine Formel, welche gewöhnlich auf einem O"anz anderen WeO"e abO"eleitet ~d. 
\Ygl. ""-l\rt. 196.) . t::I 0 0 
Ist in Gleichung (1) dagegen y eine Konstante, so lautet diese Gleichung: 
du du dx 
dz =dX'f1z' 
wieder ein Satz, der gewöhnlich in ganz anderer 'V eise bewiesen wird. (Y gl. 
Art. 198.) 
. Setzen. wir z = a: in Gleichung (1) ein und nehmen an, dafs y eine Funk-
tion von x 1st, so erglebt sich: 
(2) du cu cu dy 
--=-+_.-. d.,. (':1' cy d~' 
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Wir brauchen hier den Leser wohl kaum nochmals darauf hinzuweisen, 
I du ~u (arS da; etwas ganz anderes bedeutet als U ox' 
und: 
Beispiel. Es sei 
It = ax' + by' + c.cy 
Dann ist: 
y=gx llt• 





Folglich ergiebt Gleichung (2) jetzt: 
du m-i dx=(2ax+cy)+(2by+cx)mgx . 
meth ~chn.eUer kO~lm~n wir zum Ziele durch Anwendung einer Substitutions-
o e, mdem WIr fdr y seinen Wert einsetzen: 
u = ax2 + bg"x2m + cgx m +1• 
du 9 2",-1 '" dx =2ax+211Lbg"x +(m+l)cgx. 
)fan hrd fill,den, dars. dies Resultat mit dem vorigen gleich ist. . 
so 1" t ~ ~t eUle FunktIon von drei von einander unabhängigen VeräJlderlichen, 
assIch, analog wie in .Art. 81, leicht beweisen, dafs die Beziehung gilt: 
du = (~~) dx + (~~) dy + (~:) dz. 
Schw.1l1• Bei~piel. Eine ]Iasse m mlige unter dem Einfiusse einer Feder vertikal 
zw mgen. DIe Steifheit der Feder werde durch die Gröfse a angedeutet und 
sichr so, ci.afs die Feder mit einer Kraft ax auf die Masse wirkt, wenn die~elbe 
wir ~ dIe. Strecke,! aus ihrer Gleichgewichtslage entfernt ~at. Dann WIssen 
zei 'h afs (!Ie potentIelle Energie der Masse tax' ist (vergleIChe Art. 26) .. Be-
auf net WIr nun noch mit v die Geschwindigkeit der Masse zur selben Zelt t, 
W we c~e auch x bezogen ist so erO'iebt sich die kinetische Energie zu j-mv·. di:nn WIr die Eigenmasse der' Feder'" vernachlässigen, so erhalten wir also für 
gesamte Energie des Systems den Ausdrnck: 
E = -!-n~v! + tax~. 
Für x = 0 hat v seinen gröfsten Wert. Für v = 0 hat x d~1! gr?fsten 'Yert. 
na h 1. Angenommen, es bleibe der Betrag von E konstant. WIr dlfferenzlereu 
C t und erhalten: 
dv dx 
O=/liV dt +ax at · 
Jetzt b h' d X d' :1; .. d v 1 
eac tell WIr, dafs v = dt ist, und schreiben d-t f fur dt' Dann fo gt: 
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Das ist das wohlbekannte Gesetz für eine einfache harmonische Bewegung 
('-ergl. Art. 119). . . 
2. Es bleibe die gesamte Energie nicht konstant, sondern SIe y~rnu~~ere 
sich fortwährend um einen Betrag, der proportional dem Quadrat ~er JeweÜIgen 
Geschwindigkeit ist. (Flüssigkeitsreibung oder magnetische BremswIrkung.) Dann 
dE ist: dt = - Fv', sodafs Gleichung (1) lautet: 
dv d:r 
- F· v' = lIlV--- + f!X-dt dt 
und Gleichung (2) übergeht in: 
d'x F dx a 
dti' + m iit + m X = O. 
Vergleiche Gleichung (1) aus Art. 142. 
92. Ganz ähnliche Verhältnisse liegen vor bei einem elektrischen StJ;orn-
kreise, der b~i einer Selbstinduktion L und einem Widerstande R die b.eI~e~ Bele~gen _~mes Kondensators von der Kapazität K mit einander verbin e. 
Ist C dIe Starke des Entladungsstromes und KV die auf dem Kondensator zur 
Zeit tangehäufte Elektrizitätsmenge, sodafs also C = _ K ~1; wird, so is~ 
fü: jeden A?-genblick t L C' die kinetische Energie des Systems und ! Kr-
seme ,PotentIelle Energie, während der jeweilige, auf die Sekunde bezogene 
Energleve~lust RC' Joule beträgt (1 Joule = 1 Wattsekunde). . 
. BezeIchnen wir nun wieder mit E den gesamten Energiewert für rrgend 
emen Augenblick, so erhalten wir: 
und daraus: 
E = ~_LC2 + ~KJT2, 
dE = _ RC' = LC dC + KY dl" 
dt dt dt' 
oder: 
dC 
LC-d -VC+RC'-O t - , 
oder: 
oder: 
r d' V dV 
LK -'d-' + RK- + V= 0 t- dt ' 
oder: 
(4) d'V R dV 1 iü' + L dt + LK V = O. 
clY Differe~~ieren wir diese Gleichung in Bezug auf t und ersetzen den vrert 
Tl durch K' so erhalten wir eine ähnliche Gleichung für C. (V erg!. Gleichung 
(-1) aUB Art. 14.,.: 
. ~3. .Eine 'Masse m bewege sich 
p~ne kmetIsc~e Energie }m r! besitzt. 
\.esamtenerglC, 80 gilt also: 
mit einer Geschwindigkeit r sodafs. sie 
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Vennin~ert sich nun E stets um einen Betrag, welcher proportional dem Q~a~at der Jeweiligen Geschwindigkeit ist, wie es bei Flüssigkeitsreibung und 
mafslger Geschwindigkeit zutrifft, so erhalten wir: 
(>der: 
dE F • dt· dt = - . 0" = iIl V • dt 
(5) d1" 
elt m 
Eine ähnliche Gleichung gilt für das Verschwinden eines elektrischen 
Stromes in einem Leiter wo bei :), L C' als seine kinetische Energie und R C' 
als der jeweilige auf die' Sekunde -bezogene Energieverlust anzusehen ist. 
94. Nehmen wir in Gleichung (2), Art. 90 für t! einen konstanten Wert an, 
80 ergiebt sich: 11 = l(.'"1:, y) = c, 
U~,y) + (f(x, y) . (ly = 0 
ox oV dx . 
Es ~st d.eJ?luach im Falle der Gültigkeit der Gleichung fex, V) = c, durch welche 
Y "rmphcIte" oder "unentwickelt" als Funktion von x gegeben sein würde, sehr 
leicht, den Differentialquotienten dy zu berechnen. 
dx 
1) So ergiebt sich für x f + y' = c: 
dy 
2x + 2V dx = 0 und 
2) F·· x' V' 
ur 7 + b'- - 1 = 0 folgt: 
2x 2~1 dy 
----. + -'--- . - = 0 und 
w b' dx 
dy b'x 
dx = - a'y· 
3) Weiter hat man bei u = Axnl + Byn = C: 
du. 111-1 B ,,-1 dy 0 dx = mAx + n y dx = , 
4) Bei lt = x' + y" 
a' b' 
d!1 mAxm - 1 
dx = - -;;;:B-;n~l 
2x 2y 
gilt d!~ = ---"2 dx + -bi dy. 
(! 
5) Man berechne d~1 falls XS + yS _ 3axy = bist. 
dx' 
Antwort: dy _ .'1:,' -:_av. 
dx - (ue _ y' 
6) Endlich hat man für :c log 11 - !I log x = 0: 
dy Y_ (;l;I~gX=Y). ;r:;: = x 11 log x - x 
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===================~~ ~-========== 
95. Beispiel. Man bestimme die Gleichungen der Tangente und Nor· 
Xi y' 
male bei der Ellipse a' + b' = 1 1m Punkte (x,, y,) der Curve. 
Hier hat man: 
x y dy tly lj'x, 
._- + --- ---'= 0 und also -
a' b'dx dX--'/!-y, 
für den fraglichen Punkt (x" y,). Die Gleichung der Tangente ist somit: 
Y_=}b = _ b';CI • Olter xx, + JLY, = ,C,2 + y,: . 
X - X, a'y, (I' b' ((. b-
Da aber (X,, y,) ein Punkt der Kurve sein sollte 80 wird die rechte Seite der letz~en Gleichung mit 1 gleich sein, sodars die Tangentengleicbung die Gestalt 
gewlllnt: 
XX, + 1IjI~-
a' b' - 1. 
Andre!seits ist die "Steigung" der Normale (I' Y, sodard die Gleichung 






eiXJ und sin x. 
~6. Das Zinseszinsgesetz, Für die Lösung einer grofsen Menge 
techmscher Probleme ist die Kenntnis der Differentiationsregel für die F~ktion x" ausreichend. Ich habe hierfür im ersten Kapitel eine 
Reihe Von Beispielen entwickelt. Dabei ist es ganz gewifs besser, 
dafs man den Differentialquotienten von x n in der Gestalt nxn - 1 zu 
berechnen weifs, als lanffwieriffe Entwickluno'en der Elementarmathe-
mt"kh ".,,,., "., ., 
a I eranzuholen, welche jenes so einfache Theorem der DifferentIal-
rechnung entbehrlich machen solleIL 
" .wir kommen nun zu einer ganz anders gearteten Funktion, 
namlich zur "Exponentialfunktion" e" wo also eine konstante Gröfse e 
Idas ist d' B . d ...) N h L 'thm le aSIS es naturhchen .oder epersc en ogan en-
systems e = 2,7183 ... ) zu einer Potenz mit veränderlichem Expo-
;;enten er~oben ist. Als Mittel zur Berechnung der Logarithmen ~d 
.xponenhalflluktionen besitzen wir die unendlichen Reihen. SpeZIell 
dIe Funktion e kann man durch die Reihe definieren: 
:r .1';2.x3 x 4 
f: = 1 + x + 1.2 + 1.2-.3 + G2-:3-.4 + ... 
1 Die hier in den Nennern auftretenden Produkte 1 . 2, 1·"2· 3, 0) 3 au-' .. 4, . " bezeichnet man symbolisch durch 2!, :31, 4!.' ~"; 
Z gemem ist also 1l! das Produkt 1 . 2 . 3 ... n aller ganzen POSItIven 
,ahlen von 1 bis n. Das Symbol n! wird ,,1Z Fakultät" gelesen. . 
}fan differenziere nun die für e" angegebene Reihe gliedweIse; 
offenbar erhält man: 
1,2 x!) 0+ 1 + x + 1'.2 + {:-2.3 + .. " 
sodafs der Differentialquotient von er mit e" selbst identisch ist. In ~~aloge: Weise ka!lli man zeigen, dafs der 1?ia:erentialquotient v~~ 
gleIch a· e"'<: ist ZUffleich erschöpfen WH' Ipl. Ausdruck b, e 
alle F k' . '" d r. d Diffe tial u . Un t~onen, welche die Eigenschaf~ habe~, alS. er ren-~ ohent hut der Funktion selber proporttonal WIrd. DIeselben ko~men 






schaften zur Anwendung. Lord Kelvin pflegt diese Funktionen durch 
die Bemerkung zu charakterisieren, dafs "dieselben das Zinseszinsgesetz 
befolgen". 111 der That ist ja bei einem auf Zinseszinsen gelegten 
Kapitale der Zuwachs dem Kapitale selbst proportional. Darauf sollte 
die Überschrift des vorliegenden Artikels hinweisen. 
97. Wir merken uns noch ausdrücklich in Formeln an, dars auS: 
(1) dy dx= ay, 
d. i. aus der Forderung, dafs der Differentialquotient von y mit 11 
selbst proportional ist, die Gestalt: 
(2) y = b. eaiX! 
für die Funktion folgt, wo b eine beliebige Konstante ist. Offenbar 
stellt b den Wert von y für x = Odal'. . 
Hier wird es wieder zweckmäfsig sein, wenn sich der Leser die 
gewonnenen Sätze vermöge graphischer und rechnerischer Ausführun?en 
veranschaulicht. Man zeichne sich die Kurve y = er auf und Zeige. 
dars die "Steigung" überall gleich der Ordinate ist. Oder man setze 
für x spezielle 'Werte ein, z. B. 
x = 2, x = 2,001, x = 2,002, x = 2,003, 
und rechne die zugehörigen Werte y mit Hilfe einer ~ogaritb.men­
tafel aus. (Das ist auch an sich gar keine schlechte Ubung; deffil 
der Praktiker verlernt manchmal merkwürdig schnell den Gebrauch 
seiner Logarithmentafel.) Man teile alsdann die Zuwüchse von 1/ 
durch die entsprechenden Änderungen von X' die Quotienten müssen 
1 . h d k' ' ' Leser g ~lC . en orrespondlerenden Werten y sein. Ein fin Iger 
wI.rd siCh. noch andere, vielleicht verwickeltere Beispiele bilden, .. u: 
mit der EIgenart der Exponentialfunktion vertraut zu werden. :Mog 
solche Aus~lihrungen auch kompliziert ausfallen, sie werden für de~ 
Lernenden Immer VOn Wert sein, wenn er sie in selbständiger ArbeIt 
gefunden hat; .. nur mufs er sich davor hüten seine vielleicht recht 
umständlichen Uberlegungen etwa anderen Leut~n beibringen zu wollen. 
98 •. TI n~ ~ns ~!lit diesem Zinseszinsgesetz vertrauter zU machen, 
wollen Wir elDlge Ubungsbeispiele durchrechnen, in welchen: es zUr 
Anwendung kommt. 
B.eispiel 1. Ein elektrischer Kondensator von der konstanten 
Kapazität K möge sieh durch einen !!rossen Widerstand entladen. 
Es sei in einem bestimmten Augenbl~ke t' die Potentialdifferen~ 
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zwischen den bei den Belegungen des Kondensators) von denen wir in 
unserer Skizze (Figur 58) die eine mit V und die andere mit 0 
bezeichnen wollen. Durch einen Pfeil deuten wir 
die Richtung des entstehenden Stromes 0 an. C K 
Seine Stärke ist 0 = l' • c:J R C C 
Nun ist q) die im Kondensator befindliche 
Elektrizitätsmenge , in jedem Augenblicke gleich R 
Kv. Die Abnahme von q pro Sekunde) welche Fig.58. 
gleich - d~tl{ oder - K dv ist liefert somit wieder die Stromstärke 0i dt ) 
folglich gilt: 
dv V cl!: 1 
- K di = R ' dT = - KR v, 
d. h. die sekundliehe Abnahme von v ist v selbst proportional. 
Hier handelt es sich nun zwar nicht um eine Zunahme, sondern 
um eine Abnahme der Variabeln v. Trotzdem können wir auch 
diesen Vorgang unter das im voriO'en Artikel besprochene Gesetz ein-
ordnen und haben somit zu erwa~ten) dars wir es wieder mit der 
Exponentialfunktion zu thun haben. In der That erkennen wir) dars 
u~ser Beispiel ein Spezialfall der Gleichung (1) ist. Folglich erhalten 
WIr durch Anwendung von Gleichung (2): 
l3) t. = be-~RI. 
Damit haben wir das Gesetz ermittelt) durch welches wir den 
Isolationswiderstand eines Kabels oder Kondensators berechnen können. 
Es ist nämlich: 
t (log b - log ~.) = KR· 
d . B.ezeichnen wir nun mit v1 das Potential zur Zeit t1 lmd mit "2 
aSJelllge zur Zeit t2 , so wird: 
KR (log b - logv1) = tu 
KR (10gb -logv2) = f2 • 
Durch Subtraktion erhalten wir: 
Und daraus: 
Jl=~~'-' 
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Wir brauchen wohl kaum daran zu erinnern, dafs der natürli~he 
Logarithmus logn einer Zahl n sich aus dem Briggs'scheri Loganth-
mus, lOlogn, durch Multiplikation mit 2,3026 ergiebt. 
Beispiel 2. Newtons Gesetz des Erkaltens. Man denke sich ~inen 
Körper, welcher überall gleiche Temperatur besitzt; letztere Sei zur 
Zeit t um v Grad höher als die Temperatur der Umgebung, die als kon-
stant gelten soll. Der Körper giebt dann an die Umgebung Wärm.e 
ab; und zwar ist die pro Sekunde verlorene Wärme proportional mJt 
v' es gilt also die Beziehung dv = - nl' worin t die Zeit bedeutet. 
, cl t ., 
Dann folgt aus Gleichung (2): 
(4) J 1.'=71' c-
at
, 
llog b - log v = at. 
Z. B. sei 1.'1 die Temperatur zur Zeit t1 und t"s die Temperatur 
zur Zeit t2 ; dann ist log 1.'1 - log 1.'2 = a (t2 - t1), sodafs wir also de~ 
Wert von a durch Beobachtung der genannten vier Gröfsen expen-
mentell finden können; es ist nämlich: 
l' 10" 1 
a. = o 'V" 
t, - t, 
. Beispie~ 3. Eine lange Stange, z. B. eine Pumpenstange. au: 
E~sen od~r dIe "Kunststange" in einem Bergwerk, soll wegen Ihre 
EIgengewiChtes nach unten 'hin allmlihlich dünner werden und zwar 
so, . dars sie überall genau dieselbe Zugspannung von f kg pro qcm 
beslt~t. Es sei y der Querschnitt der Stange in einem Abstande :t 
von ~rem. unteren Ende und y + Lly der Querschnitt bei X! Ax, 
Da~n 1st t· Lly offenbar gleich dem Gewicht des kleinen Teilchens 
ZWIschen x und x + L/x. Dieses Teilchen hat das Volumen y.Ax, 
und wenn Ir; das spezifische Gewicht des Materials ist, so wird also: 
oder richtiger: f· L/y =/(J • Y . L/ {X, 
d!l U' 
d.r = (' y. 
Daraus folgt dann, wie vorhin: 
Xun wollen wir 
Querschnitt bei .r = 0 
hängende fremde Last' 
y = b. cf x. 
d . der annehmen, dars der Querschnitt Yo, . J. 
gerade ausreicht um die unten an der Stange 
W zu tragen, s~dars also lV = fyo ist. Dann 
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bilden wir Gleichung (6) für diesen tiefsten Punkt und erhalten daraus 
Yo = b, weil eO = 1 ist. 
Daraufhin können wir aus (5) ohne weiteres die Kurve berech-
nen, nach der sich die Stange von oben nach unten verjüngen muss. 
Beispiel 4. Zinseszinsen. 100 Mark, welche zu 3% pro Jahr 
ausgeliehen sind, wachsen am Ende eines Jahres auf 103 Mark an. 
Während des zweiten Jahres werden die Zinsen für das bereits auf 
1.?3 M. angewachsene Kapital berechnet; daher ist auch der Zuwachs 
fur .das zweite Jahr gröfser als für das erste und wächst in gleicher 
Welse für jedes folgende J alu immer mehr. 
In den meisten Fällen erfolgt nun die Berechnung und der Zu-
Schlag der Zinsen nur alle 12 Monate einmal; beides könnte aber 
gerade so gut alle 6 oder alle 3 Monate, oder wöchentlich oder täg-
hch oder gar jede Stunde erfolgen. Dann würden wir anstatt des 
sprungweisen Wachsens ein mehl' stetiges Zunehmen des Kapitals beob-
achten, ein Vorgang, der den natürlichen physikalischen Prozessen b~sser entspricht. So wollen wir uns einmal vorstellen, dafs die 
Zlllseszinsen auf das ursprüngliche Kapital kon#mtierlich angerechnet 
werden, nicht ruckweise nur am Ende eines jeden Jahres, und zwar 
unter Zugrundelegung eines Zinsfufses von r% pro Jahr. Es sei P 
das Kapital am Ende von t Jahren' daun ist der Zuwachs für die , 
Zeit elt gleich ~- p. elt oder es ist dP = ~ P Folglich erhalten 
. 100' dt .100 . 
1nr durch Anwendung Von Gleichung (2): 
r 
t 
P = b· elOO , 
Wobei b = Pu das ursprüngliche Kapital zur Zeit t = 0 ist. 
Beispiel 5. Gleiten eines Rie-
~ens auf einet' Riemscheibe. Für 
die tntersuchung dieser Gleiterschei-
~~gen ist es zweckmäfsio- sich die 
lemscheibe als feststeh:~d yorzu-
stellen, sodafs man das Gleiten wenn / 
es eintritt, auch wirklich sehe~ kann. /'1/, 
. Der Zug an dem einen Trum 
bel dem Punkte lV sei T der am d l' 
an eren Trum bei Q heifse To' 1-Venn 
nun der Riemen von Q nach W hin I . Fill· 59. gelten soll, so muss T nicht nur de~ Zug To überwinden~ sondern aufserdem auch noch die Reibung 
ZWischen Riemen und Scheibe. 
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Wir betrachten die Riemenspannung T im Punkte P (Figur 59.1; 
der Winkel QOP werde (} genannt; die Spannung bei S ist da~ 
entsprechend gleich l' + AT, während der Winkel ~. Q 0 S gleich 
p s (} + A (} ist. Figur. 60 Z~Igt. den be-
~T trachteten Teil der Rl~msc~elb~ m s~arker \. I/V ergröfserung, da A 0 III W Irkhch~elt sebr 
..; klein angenommen wird. Um die Kraft, 
}~ig. 60. mit welcher das kleine Riemenstück PS 
gegen die Scheibe gedrückt wird, zu bestimmen, lassen wir PS immer 
kleiner und kleiner werden; dann sehen wir leicht ein, dars d~r 
resultierende Druck gleich l' .#.4) ist *) , sodafs also t.t l' . "'! () dIe 
Reibung für diesen Teil der Scheibe bezeichnet, wenn p.. der ReIbungs-
koeffizient ist. Diesen Reibunaswiderstand mufs die Zugkraft AT 
überwinden. Halten sich /! T· J 0 und AT gerade das Gleichgewicht, 
so steht der Riemen eben im Begriff zu gleiten. 
Dann gilt I-' T· A 0 = A T, sodafs wir für unendlich abnehmendes 
AO zu: 
d1' l' dO=p.. 
und damit wieder zum Zinseszinsgesetze geführt werden. 
Hieraus folgt: 
T=b·e!Io. 
Wir setzen nun T = To für (} = 0, T = Tl für 01 = < Q oW ein 
und erhalten dann: 
To=b; Tl = Toe!,B, . 
Um die durc~ den Riemen zu übertragende Leistung 1! (in 
Pferdestärken) in dIe ~echnung einführen zu können, müssen WIr unS 
erinn dar ~ (1, - 1'0) V . . K'l amill ern, s ~ = -~ -- 1st, wenn Tl und 1'0 m 10gr 
~:lsgedrückt s~nd und V die Riemengeschwindi<1keit in Metern pro ~ekunde beZeichnet. Wir sehen also, dafs es ~on 1'1 abhängt, ob 
. ') ,"on z.wei i{leichen .Kräften 1', die einen kleinen Winkel Ll fJ ~it ein&Ilde~ 
bilden, ~o~l .hler ~he Res~ltlerende gesucht werden: die drei Kräfte smd parall~ 
den drei ~eJten emes glelchschenklio-en Dreiecks 1<'igur 61 wobei AB = CA die 
" , , •. k 1 iJf} 
Kräfte T darstellen, BA eden V\ lI1-e 'd n 
.A. _ • ----rB und Be diejenige Kraft, welche d~n b~\ ~s 
----1" anderen das Gleichgewicht hält. ~~lllS d 
C augenscheinlich, dars bei immer klelner»G 
kleiner werdendem LlfJ sich der Wert AB 
mehr und mehr dem 'Verte .d8 nähert sodafs also die Resultierende mehr und 
mehr dem Werte 1'. J fJ gleichkommt. ' . 
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ei~ ~iemen durchzieht oder nicht; aus diesen Betrachtungen können 
WIr dle wohlbekannten Gesetze für Riemenbetrieb leicht ableiten. 
Beispiel 6. Änderung des Luftdruckes mit der Höhe. 
.. An. einem Orte, welcher h Meter über einer gegebenen Niveau-
flach: hegt, betrage der Druck der atmosphärischen Luft p kg pro 
qm, ~n der Höhe h + All, sei der Druck p + .ap. Die Zahl Llp ist 
negatIv, wenn Alt positiv ist· der Druck in der Höhe h ist in der ~hat gröfser, als der in der Höhe h + All, nämlich um das Gewicht 
c;nes Luftvolumens von Alt cbm Inhalt. Bedeutet w das Gewicht eines 
Kubikmeters Luft in kg, so ist also - A P = w . A h . Nun gilt aber 
I~ = cp, worin c eine bestimmte Konstante ist, vorausgesetzt, dafs 
die Temperatur überall gleich bleibt. Daraus ergiebt sich dann 
- .d P = cp . Li h und also für unendlich abnehmendes A 11: 
11) dp 
dh = - cp. 
Folglich haben wir wieder wie vorhin das Gesetz der Zinseszinsen: 
der Betrag, um welchen beim HöhersteiO'en um einen Meter der Luft-. 
druckt sinkt, oder um den beim Abwä~tsgehen um einen Meter das 
Barometer steigt, ist proportional dem Luftdrucke selbst. Daraus 
folgt P = a e- C\ wobei a eine Konstante ist. Ist P = Po für h = 0, 
so erhalten wir a = Po, sodafs das Gesetz lautet: 
(2) p = poe-CI,. 
Was nun den Wert c anbetrifft so finden wir leicht, dars er gleich 
~ , 
p: ist, Worin 1(:0 das Gewicht eines cbm Luft beim Drucke Po be-
~leutet. Ist ferner t die konstante ( absolute) Temperatur, und bezeichnet 
Jetzt u'o das Gewicht von einem cbm Luft bei 0° Celsius oder 2730 
absoluter Temperatur und dem Drucke Po, so ergiebt sich: 
U·o . 273 
C =--z;;t' 
Nun wollen wir einmal annehmen dars die Temperatur nicht 
konstant sei, sondern dars 1() sich nach dem adiabatiscben Gesetze 
1 
iin,dere; dann ist p. tV-Y konstant, sodafs man Il' = cpY- hat, wo-
bei 7' für Luft gleich 1 414 ist Dann nimmt die oben aufgestellte f'I ' " 
7 eichung - A J1 = lC • A h die Gestalt an: 
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Man wird somit zu der Beziehung: 
_d;=e.dh 
pY 
geführt und findet durch Integration: 
y-1 
_JdP = eh + C oder - 'I 11 - y" = eh + C. 
1 '1-1 
l)Y 





P r = Po r. --- eh 
I' 
als. Gesetz für die Abnahme des atmosphärischen Luftdrucke~ ~it 
wachsender Höhe. Dies Gesetz stimmt mit der Wirklichkett t 
!illgemeinen besser überein, als das, welches wir vorhin unter er 
Almahme konstanter Temperatur ableiteten. K 
Die adiabatische Zustandsgleichung pvY = V, unter beine .on-
staute verstanden, können wir kombinieren mit dem stets gültl~en 
Gesetze: p.1J = Rt; dann ergiebt sich, dars die absolute Tempera ur 
1 . 
proportional ist mit p1- Y. Beachten wir noch, dars br = e 1St, sO 
erhalten wir aus Gleichung (3): 
1 '1-1 
t= to - 11. -1'-71, 
d. h. die Temperaturabnahme pro Meter nach oben hin is~ in ein~ 
solchen Gasmasse konstant. (Vergleiche Artikel 74, Glmchung ( " 
ftir l' = 0.) 
Beispiel 7. Ein Schwungrad werde durch Reibung in ei~e~ Fl~ssigkeit gebremst; IX sei .di~ Winkelgeschwind~gke~t, J. d~s T~_ 
heltsmoment des Rades. Der WIderstand der Flüsslgkelt sel elll Dr mo~ent, welches der Geschwindigkeit proportional ist, also durch Fa 




FIX = - ,J. Winkelbeschleunigung 
f rlCi: , elt + Fa = 0 d da F o er cl t = - .J IX. 
~~er ist die ~b~ah~e der Winkelgeschwindigkeit proportiOn:! 
der W mkeigeschwllldigkelt selbst. 'Wir haben also wieder das Gese 








U = aoe .T , 
193 
worin ((0 die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 bedeutet. 
Wir wollen nun diesen soeben betrachteten Vorgang mit dem 
Falle vergleichen, wo ein Schwungrad durch die Reibung an einem 
festen Körper gebremst wird. Es sei a das konstante bremsende Dreh-




(t = = J~­dt' 
clet: + _u = 0 
dt J ' 
at 
U = -J + constans, 
at 
a =ao-7' 
worin wieder Ixo die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 bedeutet. 
. Kehren wir jetzt zum ersten Falle zurück, wo eine Flüssigkeit 
~le bremsende Kraft erzeugte, und nehmen wir an, dars eine t'er-
(cnderliche treibende Dnhkraft M auf das Schwungrad wirke, so 
erhalten wir die Beziehung: 
(ö) JJ;I = Fa + J~-:' 
Man beachte die Analogie zwischen diesem Falle und dem 
folgenden Gesetze über elektrische Ströme. 
Beispiel 8. Elektrischer Stromkreis. Das Ohmsche Gesetz liefert 
für konstante Ströme die GleichunO' V=RC, wobei R den Widerstand 
des Stromkreises. C die Stärke des Biefsenden Stromes und V die 
Spannung bedeutet. Gewöhnlich messen wir dabei R in Ohm, C in 
Ampere, V in Y olt. 
Ist der Strom nicht konstant, so lautet das Gesetz: 
\ 1) 
wobei ~(: die Zunahme des Stromes in Ampere pro Sekunde angiebt: 
L ist der Selbstinduktionskoeffizient des Stromkreises und wird in 
lIenries gemessen. Offenbar ist L die elektromotorische Gegen~ft, 
weIche entsteht wenn die Stromstärke pro Sekunde um 1 Ampere 
anWächst. ' 
Perry I höhete Analysis. 13 
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Fall 1. In Glilichung (1) sei V = 0; dann ist 
de = _ R (' 
dt L ., 
lU.9& 
und dies ist wieder das Zinseszins gesetz. 
(2) 
Folglich gilt: 
Fall 2. Es Sel (J = a + be-gt. Dann ist: 
de __ b -~I 
dt - 9 e , 
sodafs aus (1) folgt: 
V = Ra + (Rb - Lgb)e- u1 • 
Nun möge R = Lg, 9 = f sein; dann haben wir: 
V=Ra. 
W · h 1 d P •• d d' S ng konstant Ir se en a so, alS unter Umstan en Ie pannu d 
bleiben kann, obwohl die Stromstärke sich ändel-t. Setzen w~r e~ 
betrachteten Wert 9 in die für C vorgeschriebene Gleichung elll un 
benutzen noch die Bezeichnung Vo für die konstante Spannung, so' 
v. dars also a = R wird, so finden wir: 
r R 
(' = I) + lJe- L t 
R 
N h ~ t·· ke 0=0 r e men WIr an, dafs zur Zeit t = 0 auch die Stroms ar 
. . 1 v. 'b seI, so WIrc 1J = - R' und folglich können wir schreI en: 
y R t \-1) (' = R ( 1 -- e- i ). 
Nach dieser Gleichung kann für jeden beliebigen Fall die Kurv~ 
entworfen werden, welche zeigt, in welcher Weise der Strom .0 an_ 
wiichst, ~enn eine k~ns~ante ~pannung Vo an den St=omk.re~ 1:, 
gelegt wud. Als BeIspiel zeichne man die Kurve fur Vo - d' 
R = I, L = 0,01. Wie grofs ist die schliefslieh eu'eichte Stärke es 
Stromes? 
99. Einfache Ühungen in der Differentiation und Integration 
von r;'U·. 
. n Auf Gr:md der ersten Gleichung in Art. 70 bestimme man ~e;, 
Kl'ümmnngsl'adms r der Exponentialkurve y = e" an der Stelle x 
y=l. 
Antwort: r = yX. 
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2) Man bestimme die Gleichung der Tangente der Kurve 
y = be a mit dem Berührungspunkte Xli .111 • 
. Antwort: Y -J{~ = Yl . 
X-Xl a 
An derselben Stelle bestimme man die Gleichung der Normale. 
Antwort: Y -::- '!h = - _~. 
x- Xl Yl 
Man bestimme die Länge der zugehörigen Subnormale. 
dy y' Antwort: y dx = a 
Man berechne die Länge der zugehörigen Subtangente. 
Antwort: y: :~ = a. 
3) Man bestimme den Krümmungskreis der Kettenlinie 
an irgend emer Stelle. 
y = { (e: + e-- n 
Antwort: y' r= -. 
c 
Speziell im Scheitelpunkt hat man y = c und also r = c. 
be 4) Man se~ze. y = Aeia ,·, ~o i = Y -: 1 sein s~ll. In~e~ man 
'5 ac~tet, dars z eme den GleIChungen ~- = - 1, ~ = - z, z = 1, 
t = I, '" genügende Zahl ist, zeige man die Gültigkeit der Regel: 
tl'y 2 dXZ=-a y. 
3) Man bestimme ce in y = AeC<X so, dars die Gleichung: 
~~Y + 7 ~1'. + 12y = 0 d:x;2 da; 
gültig ist. Man zeige, dars es zwei zulässige Werte « giebt, und 
dars auch: 
y = .A. . e-4x + B· c 3x 
die vorstehende Gleichung befriedigt. 
6) Man bestimme die Subtangente und Subnormale der Kettenlinie 
Von der Gleichung y = ~ (e: + e :), welche man vielfach auch in 
der Gestalt y = c . cosh ( :) schreibt. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
196 Bogenlänge der Kettenlinie. [II. 99 
Antwort: Die Subtangente ist: 
x x 
.-
ce; -t e __ : = t . cotgh C), 
die Subnormale ist: 
7) Die Länge PS in Figur 8 (S. 50) bezeichnet man als "Tan-
gente im speziellenu oder auch schlechthin als "Tangenteli ; im Falle 
der Kettenlinie finden wir hierfür: 
h ' (~') c eüs - c 
2 . h (X) SlllC 
Entsprechend heirst die Strecke P Q in Figur 8 "N ormal~ im 
speziellen" oder schlechthin "N ormaleu ; bei der Kettenlinie gewmnen 
wir für die letztere: 
• (;C) y2 
c cosh"c' = c . 
8) Man bestimme die Bogenlänge der Kettenlinie. Die hier~ei 
anzuwendende Regel ist schon in Art. 3R entwickelt. Figur 62 zelgt 





die Gestalt der Kurve; 0 ist der Nullpunkt des Koordinatensystems, 
die Länge .,,cO ist gleich c. Die Koordinaten des Punktes P seien x 
und y. 
Man findet nun: 
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Quadriert man rechts und links, fügt beiderseits 1 hinzu und zieht 
hierauf die Quadratwurzel, so folgt: 
yi-+- c~r =:: = t(e: + e-:} 
Durch Integration von d s findet man jetzt als Länge s des Bogens Al>: 
s =A(e: + e---;)dx = -~(e~- e :), 
O' 2 
wenn x die Abscisse 0 S des Punktes P ist. Wir können hierfür 
schreiben: 
s = c sinh (:) . 
. 9) 1Ian bestimme den Flächeninhalt des durch die Kettenlinie 
delUgegrenzten Stückes 0 A P S (cf. Figur 62). Der Inhalt ist gegeben urch: 
os 
f~ (e~ + e ~-)dx = ~[e'~ - e 
o 2 
D' lesern Ausdrucke kann man auch die Gestalt geben: 
wenn . d -
x WIe er die Abscisse 0 S von P bedeutet. 
1 Man lasse die Kettenlinie um die x-Axe rotieren und bestimme den Inhalt ~ er .entstehenden Oberfläche die ungefähr wie die Oberfläche einer Sanduhr 
USsleht. Wir berechnen zu~ächst wie oben: 
cly 1(-; -:) ~/ (dY)" I(~ ~) dx = 'i: e - e , V 1 + fix = '2 e + e • 
Nach der in Art. 48 entwickelten Regel ergiebt sich hieraus als Inhalt der 
'011 dem Bogen AP bei der Rotation um die x-Axe beschriebenen Fläche: 
X)' ( 2x 2"') 
- ::te' . 
C dx = :. ___ e C _ e C + :rex. 
4, 
. }Ierkwürdigerweise sind verschiedene Vulkane so gestaltet, dafs 
;1U ~xialer Schnitt eine durch die Exponentialfunktion darstellbare 
chnlttknrve liefert. 
Der Radius an 
des b o eren Plateaus 
der Basis des Bergkegels sei a un~ df'r Radi~s 
b· die Höhe werde durch h beZelf'hllet. Wir , 
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wollen auf Grund der in Art. 46 entwickelten Regel den Rauminhalt 
des Berges berechnen. Die Meridiankurve wird, wenn wir die Berg-
axe als x-Axe wählen und die y-Axe auf dem Plateau gelegen an-
nehmen, durch y = becx dargestellt sein, wo c die Bedeutung: 
c = ~ log (~) 
besitzt. Die Oberfläche des Berges entsteht durch Drehung der 
Meridiankurve um die x-Axe. Als Volu:r;nen ergiebt sich: 
h 
(' b" I b" 
n J b2 e2cxdx = 11: - [e2 c.r] , = 'lt - (e2Ch - 1). 
'0 2c 0 2c . 
Setzen WIr beCh = a ein, so erhalten wir das Resultat :c(a2 - b2). 
100. Harmonische Fuuktionen. Der Leser hat bereits beim 
Studium von Art. 9 Gelegenheit gehabt, Sinuskurven, wie solche 
durch die Gleichung: 
(1) y = a sin (bx + c) 
dargestellt sind, im Quadratnetze zu zeichnen, und er wird dab~i 
die Bedeutung der Koeffizienten abc kennen O'elemt haben. WH 
, , " 
können hier nicht nochmals ausführlich auf das Zeichnen dieser Kurven 
zurückkommen. Der Leser wiederhole diese Zeichnungen und über-
lege, wann man die Kurve als eine Kosinuskurve" bezeichnen darf. 
" (Offenbar ist die letztere Benennung am Platze, wenn c =.; oder 
in Gradmafs gemessen = 900 ist.) Wie grofs auch x werden mag, 
der Wert von sin (bx + c) kann weder über 1 hinaus wachsen noch 
unter - 1 herabsinken. Natürlich sind dem Leser die folgenden 
speziellen Werte des Sinus geläufig: 
sl'n ° O' sl'n 'lt ___ 1 . 'lt 1 ° ~O~ 
=, 6 2' sm 4 = Y2 = ,I I, 
sin 11:3 = V323 = 0,866, sm 'lt = 1 sin 2;T = y~ = 0,866, 2 ' 3 2 
. 311: 1 
sm, = -= = 0707 sin 5", = .1 sin;r = 0 *1, 
'" Y2 " 6 2' . 
WH\ andrerseits die allgemeinen Regeln: 
sin ( . .r + n) = - sin x, sin (x + 2;r) = sin x. 
*) Den hier betraehteten 'Werten 1t 1t 
6' 4' 
Gradmafs gemessenen \Yinkel 300, 45., 600, .... 
;T die in 
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Die zuletzt angegebenen Formeln kommen in dem wellenförmigen 
Verlauf der Sinuskurve zum Ausdruck. Da übrigens der Sinus, 
~bsolut genommen, niemals gröfser als 1 werden kann, so wird die 
III (1) dargestellte Funktion zwischen den Extremwerten + a und 
- a hin- und hm'schwanken, Dieserhalb wird a als Amplitude der 
Kurve oder der }1'unktion (1) bezeichnet. 
,Ist x = 0, so folgt Y = a sin c, woraus man die Bedeutung von c 
ablelten kann. Zu letzterem Zwecke kann man auch bx = - c und 
also x = - ~ eintragen, was y = 0 liefert. Bedeutet x die Zeit und 
bx den Winkel, um welchen sich eine Kurbel oder ein Excenter 
?edre~t hat, so trägt (; verschiedene Benennungen. Der Maschinen-
mge~leur nennt eden Voreilwinkel der Steuerung; der Elektrotechniker 
bezeIChnet c als Phasenverschiebungswinkel. 
W Hat bx u~ den Betrag 2~ zugenommen, so ,kehren ~ies~lben 
erle y genau III der ursprünglIchen Anordnung WIeder; WlT dmfen 
dieserhaIb 2/)7t als die Periode der in (1) dargestellten Funktion be-
zeiclmen. 
Neben der in Artikel 9 entwickelten Regel sei noch folgende 
Methode ZUr Darstellung der Sinuskurven angegeben. Die Kenntnis 
der ersten Elemente der Trigonometrie wird zeigen, dafs beide Mafs-
r:geln zum gleichen Ergebnisse führen müssen, Was wir hier aus-f~hren wollen, stimmt übrigens genau überein mit der Zeichnung 
ellles Schraubenganges in der Aufrifsprojektion. 
,Man ziehe die Gerade 0 M und beschreibe einen Kreis vom 
RadIUS a um O. Die Gerade soll die x-Axe werden, im Punlde B 
3 1 I 1 I I ~L.. ;"0 I' I 
I I si /'.~ 1"\ i i V ~ / Jl. \ I '6 
~ 1/ [M 7\ J !J L ~ 
8""-., L. V L I u 1(J 'I I 
Fig.63. 
(?f. Figur 63) errichten wir die y-Axe senkrecht zur x-Axe. Jlan 
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Nun teile man die Peripherie von C aus in irgend eine Anzahl, 
etwa 16, gleiche Teile und nenne die Teilpunkte, wie in Figur 6~ 
angedeutet ist, 0, 1,2, .... Nach einmaliger Umlaufung der Pen· 
pherie bezeichnen wir die gleichen Teilpunkte mit 16,17,18, .... ' 
nach zweimaliger Durchlaufung mit 32, 33, 34, . . .' AndrerseIts 
7t 'd trage man von B aus auf der positiven x-Axe die Länge 8b wIe er-
holt ab und nenne die Teilpunkte, mit B selbst beginnend: 0,1; 
2, 3, ' . . . Indem man jetzt, wie die Figur ausführt, durch Je zweI 
entsprechende Teilpunkte eine horizontale bez. vertikale Gerade legt, 
gewinnt man eine Anzahl von Punkten der durch (1) dargestellten 
Sinuskurve. Die Strecke 13lJ1 = 2
b
7t liefert die Periode. 
Ist 0 C eine in einer vertikal gestellten Ebene mit konstanter 
Geschwindigkeit gedrehte Kurbel, so liefert (1) in y die Entfernung 
des Punktes C von OlJ1, bx + c bedeutet den Winkel, welchen O,C 
zu irgend einer Zeit x gegen 0 M bildet. Infolge dessen wird b die 
Winkelgeschwindigkeit darstellen und 2
b
7t die Zeit einer einmaligen 
Umdrehung und damit die Periode der Bewegung. Endlich bedeutet 
y den Weg eines Kreuzkopfes, von seiner Mittellage aus gerechnet, 
wobei wir uns vorstellen müssen dafs der Kreuzkopf durch eine un-
, .' , t 
endlIch lange vertIkale Pleuelstange mit dem Punkte C verbunden IS ' 
Eine sogenannte einfache harmonische BeweO'ung eines punktes 
':ird dargestell~ durc~ s = a sin (bt + c), wo s'" den Absta~d rde~ 
I unktes von semer mIttleren LaO'e a die Amplitude und edle "\ or 
'" , 
eilung oder Nacheilung in Bogenmafs bedeutet; b ist gleich~; oder 
2:rf, wenn T die Dauer eines einmaligen Umlaufs oder r die Anzahl 
der Umläufe in der Zeiteinheit darstellt. Wir erhalten diese Be-
wegung, wenn wir einen die Peripherie eines Kreises mit konstanter 
Geschwindigkeit beschreibenden Punkt auf einen einzelnen Durch-
n:esser des Kreises projizieren (gerade wie wir die Jupitertrabanten 
hm- und herpendelIl sehen, wenn ihre Bahnebene verlängert durch 
~en Standpunkt des Beobachters geht). Auch fanden wir ebeIf ~chon 
IJol der ~e:"egl~~g e,ines, Kreuzkopfes bei gleichförmig rotierende~ Ku:.bel 
em BeIspIel fur dIe el~fache harmonische Bewegung. Wie wIr s~ater 
sehen ,;:rden, ~eschrelbt ferner diese Art der Bewegung ein Koryer 
unt.er \\ Irkung emer Kraft, die dem Abstande VOll einer mittleren Glelch-
g~wichtslage proportional ist, Die Hoch- und NiederO'änO'e eines an 
e~ner Spiralfeder hängenden Körpers oder auch die Hin-'" und Hergänge 
eines Pendels bei sehr kleinen Ausschlagwinkeln sind Beispiele hierfiir, 
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Wir haben es hier mit der einfachsten Art schwingender Bewegung 
zu thUll. Zahlreiche Paare von Gröfsen sind durch solch ein Sinus-
ge~etz an einander gebunden, wie in den obigen Beispielen Weg und 
Zelt; und wir diskutieren die einfache harmonische Bewegung, wie 
lC~ meine, weniger aus theoretischen Gründen, als weil sich dieselbe 
bel zahlreichen V orgängen einstellt. 
101. Als Regeln der Differentiation und Integration der Funktion: 
y = a sin (bx + c) 
geben wir vorläufig ohne Beweis die folgenden an: 
d ll. = ab cos (bx + c) 
d:t: ' Jy . dx = - :- cos (bx + c). 
Wir bestätigen diese ReO'el zunächst für c = 0, a = 1, b = 1, 
wobei wir also den Different~quotienten von: 
U) y = sin x 
zu berechnen haben. 
In gewohnter vVeise 
Y + Lly übergeht: 
12) 
lassen wir x um A x wachsen, wo bei y in 
y + Lly = sin (a: + AX). 
Zieht man Gleichung (1) von (2) ab, so folgt: 
Lly = sin (x + Ax) - sinx 
oder unter Benutzung einer in Art. 3 angegebenen Regel: 
. Jetzt folgt 
13) 
Lly = 2cos(x+ tAX) sintAx . 
weiter: 
dy ) siu,tJX 
. = eos Cx + l.AX . --"---- • Jx I • !4x 
Zeichnet man sich nun einen sehr kleinen Winkel a und ver-
gegenwärtigt sich die Bedeutung von sin a und vom Bogenmafs « 
desW'kl' ~111 es, so SIeht man sehr 
leicht Was au sin a f'" kl' 
, s a ur emer 0 l1A 
u~d kleiner werdendes ce wird. In Fig. 6! 
Figur 64 ist der Quotient des Bogens . 
A.p ~nd des Radius OP gleich dem Bogenmafs. ct des .wmkels, Der ~Uohent des Lotes BP und des Radius OP lIefert sm«, Es folgt 
Bin« PB Q . t -~ = -.- d ' 'd t daf:s der hier rechts stehende uohen 
« p .1' un es Ist eVI en, 
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der Einheit 1 näher und näher kommt, je kleiner u wird. In der 
Thai nähern sich die Quotienten der drei Gröfsen a, sina, tanga 
mehr und mehr dem Grenzwerte 1, je mehr a der Null nahe kommt. 
Setzen wir in (3) rechts für tAx den Winkel lX ein, so ergiebt diese 
Regel beim Grenzübergang für unendlich abnehmendes A:1': 
dy 
dx = cosx ~ falls 1/ = sinx ist. 
Umgekehrt folgt hieraus: 
J"cosxdx = sinx. 
Die Behandlung des etwas allgemeineren Falles: 
y= a sin(bx+ c) 
kann in derselben Weise geschehen. Man hat hier: 
y + 4y = asin [b(x + 4x) + c], 
4y = 2a cos (bx + c + tb. 4x) sin (tb· 4x), 
4y sin('h.4x) 
4--=ab-cos(bx+c+H.4x) __ L __ . x - ~h.4x 
Wird jetzt 4x unendlich klein, so folgt: 
und daraus umgekehrt: 
dy 
dx= ab cos (bx+ c) 
f aCOS(bx+C)dX=: sin(bx+c). 
'Vollen wir andererseits die Funktion 
y = a cos (bx + (~) 
differenzieren, so benutzen wir, dafs dieselbe auch so "eschrieben werden kann: 
b 
y '= a sin ( b x + c + 'lt_) = 1I sin (h x + c') . 
Es ergiebt sich also: 2 
dy ('lt) dx=abcos(bx+c)=aucos b,'r+('+ 2 ' 
dy 
dx = - ab_sin (bx + c). 
Durch Integration ergiebt sich hieraus: 
jasin(I);{' + c) (lx = -:- cos (bx + c). 
102.. Natürlich ist es nicht ausreichend, die vorstehenden Regeln 
nur beWIesen zu haben; man murs sich auch wirklich mit denselben 
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vertraut machen. Der Leser bediene sich dieserhalb zur näheren Ver-
anschaulichung der gewonnenen Sätze einer trigonometrischen Tafel. 
Dabei ~arf man nur nicht vergessen, daLs in sinx und cosx der Wert 
x ~en m Bogenmafs gemessenen Winkel darstellt, während die Tafeln 
~~lst die Winkel in Gradmafs angeben. Man lege sich ein kleines 
Täfelehen an, wie wir es hier aufs Geratewohl herausgegriffen haben: 
~, 
1 
! Mittelwert Winkel in I x=Winkel Lly 
für Lly Gradmafs i in Bogenmafs 1 y = sinx Lly Llx Llx ! 
40 0,6981 . I I 0,6427876
1 
00132714 0,7583 41 0,7156 I 0,6560590 0'0130716 0,7547 42 0,7330 ! 0,6691306 I ' I 0,7512 
M b h Lly I . h dy f" . an eac te dafs, in J'edem Falle genau g elC 'd" ur emen 
, Llx x 
gewissen mittleren Winkel ist der zwischen dem ursprünglichen und 
dem um 10 (oder um 0,01 74'5 in Bogenmafs) vergröfserten Winkel 
gelegen ist. Der Wert Ll.Y ';ird in diesem Sinne ein wenig vom 
W Llx ~ 
. erte cosx abweichen. Hat der Leser schon nachgesehen, ob 0,7047 
€IU angenäherter Wert für cos 410 ist? 
103. Wie oben schon angedeutet, ist die Differentiation von 
y = cosx 
€benso leicht durchführbar, wie die von sinx. Man findet: 
li/I • i-x = - SlllX, 
fSinx.dx = - cosx. 
Das hier auftretende Minuszeichen ist etwas unangenehm zu behalten. 
Es folgt eine tabellarische Veranschaulichung: 
Winkel in :r = Winkel 












0,93969261 0,0061122 1- 0,3513 
1 0,9335804 . 00063965 i _ 03656 - 0,3584 
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Man beachte dars y bei zunehmendem x abnimmt. Der Sinus 
von 21 0 oder be~ser vom Werte x = 0,3665 ist in der That gleich 
0,3584. 
104. Hier noch eine andere Erläuterung der Thatsache,. dafs ?er ~_ Differentialquoti.entvo~ smxglelCh Q cosx ist! In FIgur 60 setze man ~ R elen Winkel A 0 P gleich ~ und L" - Winkel AOQ gleich -Ir+L1~, 80-
, dafs -9:: P 0 Q = Li -Ir wird. Der 
BA zugehörige Bogen P Q soll den 
Fig. 65. Radius 0 P = 0 Q = 1 haben. 
Die Linien PA und Q B sollen Lote auf 0 A sein, ebenso soll PR 
senkrecht auf Q B stehen. 
Hier gilt nun: 
AP = Y = sin-lr, BQ = y + Lly = sin(-Ir + Li-lr), 
PQ = Ll-lr, BQ = Liy, 
sofern wir Ll-lr äufserst klein denken. Unter dieser Voraussetzu~g 
dürfen wir den Bogen PQ geradlinig annehmen und haben dan.n Jll 
P Q Rein rechtwinkeliges Dreieck, dessen bei Q gelegener WIllkel 
gleich -Ir + Ll -Ir ist. 
Hieraus folgt, dafs sich ~~ oder ~_~ für unendlich abnehmendes 
der Grenze cosPQR oder cos-lr annähert; d. h. es folgt: 
dy n • 
d8- = COS..,. aus y = sm{). 
In ähnlicher Weise folgt aus;;: = cos{). = OA und dz = -lH 
= - Hp das Resultat: 
dz RP . d8- = = -=-= = = sm{).. QP 
Derartige Erläuterungen sind stets von grofsem W' erte, falls d~r 
Leser imstande ist, sie selbständig zu finden. Jede Art sich mIt 
den Fundamentalregeln vertraut zu machen ist wertvoll. Doch wü~de 
"d -l . k ' eIe es ermu ene WIr en, wenn der Verfasser eines Buches gar ZU VI. 
Erläutenmgen über ein und dasselbe Thema <reben würde. Auch l~t 
1 . ht . '" elt er elC geneIgt, solchen erläuternden Ausführungen einen zu W 
gehenden Vorzug zu geben, welche er selber <refunden hat, und aD 
denen er selbst seiner Zeit gelernt hat. '" 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
II. 105J Darstellung von cos x und sin.1' als Exponentialfunktionen. 205 
100. Man beachte noch, dars für die l<'unktion y = Asinax + Bcosax 
die Gleichungen gelten: 
d'y 
({x' = a'y. 
• Man vergleiche hiermit die Thatsache dars aus y = ca x die Gleichungen ~y d' ' 
dxj=a'y, d;' = a'y folgen. Bei den tiefer liegenden Anwendungen der 
Mathematik auf die technischen Wissenschaften wird diese Beziehung zwischen 
den beiden Funktionen eax und sinu,'!: von Bedeutung. 
Ist i = 1/ - 1 und also 'i' = -1, 1:' = + 1 so O'elten für y = i ax die 
Regeln: ' '" 
d 2 y 9 d'.t 
a -y "= a'y, dx 2 =- ., dx' 
genau wie bei der l<'unktion y = sin,1'. (Siehe Art. 99, Beisp. 4.) 
,106. Übungsaufgabe. Wer sich schon mit dem Beweise des 
Momes?hen Satzes beschäftigt hat (dieser Beweis ist leicht; ü?er-
haupt smd alle Beweise von mathematischen Sätzen, die der Ingemeur 
braucht, leicht; schwierige Beweise gehören nur in wissenschaftliche 
Werke über Mathematik) der weifs dars man in allen analytischen 
Entwickelungen: ' , 
cosax= 21_(eiax+e-iaX), sinax=!,(dax-e- ia ,,') 
21 
setzen kann. Unter der Y oraussetzung der Gültigkeit dieser Formeln 
Wolle man aus ihnen die Differentiationsregeln für sinax und cosax 
ableiten. 
, 107. Beispiel. Ein in sich selbst geschlossener ebener Kupfer-
rIng Vom Flächeninhalt A qcm möge in einem gleichförmigen magne-
tischen Felde von der Stärke JI mit einer gleichmäfsigen Winkel-
geschwindigkeit um einen Durchmesser rotieren, welcher rechtwinkelig 
~~rFeldr~chtung li~gt; H soll dabei in c. g. s. - Einheite~ ~emessen sein. 
bezelChnen mIt () den Winkel welcher von derJemgen Stellung 
~ durchlaufen ist wo durch die WindunO'sfiäche ein Maximum von 
araftr ., '" S kre' ~en, AH, hindurchflofs. Bei der Stellung () ist die vom trom-
~se emgeschlossene Kraftlinienzahl offenbar gleich HAcosO. Ent-:Rnch~ nun dem Drehungswinkel () eine Zeit t, und bezeichnet. q f~e ~lilkelgesehwindigkeit der Drehung, so ist 0 = qt. Demnach gIlt 
lr r dIe magnetische Induktion d h für die Zahl der Ulnschlossenen J.ltaftl' '. , . . 
lilIen, die Beziehung: 
1 = A . H· cosqt. 
Ihre auf eine Sekunde bezogene Zunahme ist also - ;lq H· sin q t, 7d So grofs ist mithin auch die in jeder Draht-windung erzeugte 
e ektromotorische Kraft. . 
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Haben wir n Windunaen so ist also die gesamte erzeugte Span-b , ~ 
nung gleich - nAqH. sinqt (in c.g.s.-Einheiten). 
Wollen wir sie in der technisch gebräuchlichen Einheit erhalten, 
so müssen wir beachten, dafs 1 Volt gleich lOs absoluten Spannungs-
einheiten ist. 
Die Spannung in Volt beträgt also: 
- nAflH10-Ssinqt 
und ist eine einfache harmonische Funktion der Zeit. 
Beispiel. Die Spule eiues Wechselstromgenerators bewege sich 
durch ein magnetisches Feld derartig, dafs die Induktion in der Spule 
sich nach folgendem Gesetz ändert: 
1= Ao + Al sin (0 + Cl) + Arsin (rB + cJ, 
worin 0 den von der Spule bereits durchlaufenen Winkel bedeutet. 
Es sei q die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen Spule und Feld; 
dann ist 0 = 'lt. Hat die Spule n Drahtwindungen, so wird die ge-
samte erzeugte Spannung gleich n ~l! oder gleich: 
nq[Ajcos(qt+Cj) + Arrcos(rqt+cJJ. 
Aus dieser Gleichung sehen wir dafs Ulll'egelmäfsigkeiten in 
der Feldstärke, welche einem Obertone'von der r-fachen Schwingungs-
zahl entsprechen, im Werte der induzierten Spannung nicht propor-
tional, sondern stark vergröfsert zur Geltung kommen. 
108. Bifilare Aufhängung. Es sei W das Gewicht der ~auf­
gehängten ~Iasse, a und b die Abstände zwischen den beiden Fäde.n 
oben und unten, h die vertikale Höhe der Fäden. Ferner sei dIe 
Differenz zwischen den Vertikalkomponenten der beiden Fadenspau: 
nnngen, als Bruchteil des Gesamtgewichtes W gemessen, gleich n: lf; 
endlich sei 0 der Winkel, welchen die Verbindungslinie der belden 
\mteren Befestigungspunkte mit der Ruhelage bildet. Dann ist das 
Drehmoment, welches die Aufhänauna einer weiteren Verdrehung 
~ b b des t-lystems entgegensetzt, gleich: 
(1) J.((1-n2)W~ sinO. 
'Wir sehen daraus, dafs wir, um die Anordnuna empfindlicher" 
zu machen, nur die Verteilung der Last auf die bcid~n Fäden noch 
ungleichmüfsiger zu machen brauchen sodafs n !!fÖrSer wird. 
Wie hier, so ist auch in manchen anderen'" Fällen das Moment, 
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Körper der weiteren Drehuno- widerstrebt dem Sinus des Winkels 0 b J 
proportional. Z. B. sei JV das Gewicht eines physischen Pendels 
lmd OG der Abstand des Unterstützungspunktes vom Schwerpunkte; 
dann ist w· OG . sinO das Moment, mit welchem der Körper in seine 
Gleichgewichtslage zurückzukehren bestrebt ist. 
Oder es sei M das magnetische Moment einer Kompafsnadel, 
welche um den Winkel (J aus ihrer Gleichgewichtslage herausgedreht 
1st und sich in einem Felde von der Stärke H befindet; dann ist 
JI·S.sinO das Moment, mit welchem sie in ihre Ruhelao-e zurückstrebt. 
Ein Körper, der unter Torsion eines Drahtes od; eines Fadens 
aus seiner Gleichgewichtslao-e gebracht ist hat eine Richtkraft, welche 
t
. ~ b , 
propor lOual dem Winkel (J selbst ist. Wenn aber die vVinkeländerungen 
sehr klein sind, so können wir den Winkel (J angenähert durch sinO er-
setzen. Zuweilen wirken auf einen Körper o-leichzeitig mehrere Richt-ki'ft l:> ~ 
a ; so wird z, B. die Nadel eines Quadrantenelektrometers in erster 
Linie durch die bifilare Aufhäno-ung gerichtet· aufserdem ist aber häufig ~och eine elektrische Richtk~aft vorhande~, welche durch mangel-
~fte Disposition oder Ausführuuo- des Instrumentes herbeigeführt 
W,ll'd und angenähert in der Gest;lt a (J + b ()2 darstellbar ist. Sind 
die Fäden steif, so erzeugt deren Torsion noch eine dritte Richtkraft, 
~elche proportional mit () ist, und welche wir in Formel (1) noch 
n,lcht ~erücksichtigt haben, Zuweilen wird auch die Richtkraft durch 
eIn? mIt dem beweglichen Systenl starr verbundene kleine Magnetnadel 
e:z~elt; in diesem Falle ändert sie sich mit dem Sinus von 0, Bei 
einIgen Instrumenten wo der drehbare Körper aus weichem Eisen 
besteht i t di R' h ' , 1 't ' ') (J ,~ e IC tkraft nahezu proportlOna ml Sill"",. 
bli Be~elchnen wir allgemein das richtende Moment für Jede~ Augen· c~ mit lJI, so ergiebt sich die bei der Drehlmg um den Wrnkel A() 
gelelstete Arbeit gleich -L1'I,A(J, Die Arbeitsleistung bei einer Drehung 
'on der Lage {)l zu uer Lage {)2 (wobei {)2 gröfser als ()1 sein soll) 
beträgt also .f~:M . d (), 
0, 
Be' 'I 'K" einer 
D h iSpIe. Das Drehungsmoment welches eill orper te un ' . 't d Ruhe-I g entgegensetzt sei gleich a . sinO wobeI Oder seI er 
lage durchlaufene WiI~kel l'st Welche Arbeit wird bei der Drehung {es Xö ' , 
rpers von der Lage (Jl bis zur Lage Oj gelBlstet? 
Antwort: 
~2 
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Beispiel. Der Widerstand, welchen ein Körper der Verdrehung 
entgegensetzt, sei erstens ein konstantes Drehungsmoment, welches 
durch a bezeichnet werden soll, zweitens ein Einflufs von der ~estal~ 
bO + c02 und drittens ein Moment k sin o. Welche Arbeit wIrd bel 
der Verdrehung von der Lage 0 = 0 bis zu irgend einem beliebigen 
Winkel geleistet? 
Das zu überwindende Drehmoment ]11 hat die Gestalt: 
M = a +!JO + ("0 2 + 7.:sinO. 
Diese Funktion von 0 wollen wir mit (CO) bezeichnen. Die ge-
leistete Arbeit V ergiebt sich daraus zu: 
V= aO + }b02 + lc03 + 1d1- cosO), 
und diese Funktion von 0 wollen wir F(O) nennen. Sie bezeichnet 
die potentielle Energie des Körpers in der Lage o. 
(tlO)! Die kinetische Energie eines rotierenden Körpers ist tJift ' 
worin J das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf sein~ Dreh-
ax.e bezeichnet. Befindet sich der Körper in der Lage 0, so Ist also 
seIne gesamte Energie: 
E = tJ (~~r + F(O). 
. Unter de~ Annahme, dafs von dieser Gesamtenergie dem ~örp;~ 
bel der SChWIngung nichts verloren geht wollen wir nun die A 
plitude der Schwingung besti~men. Der' Winkel 0 wächst offen~ar 
s~ lan~e, ~~s alle ~inetisc~e Energie in potentiell~ u~ge~etzt 1~: 
dIes mo~e fur 01 erreICht seIn. Die potentielle EnergIe fur dIe .A~p 
tude B1 Ist .als.o gleich der Summe bei der Energieformen für emen 
anderen beliebIgen Winkel 0, sodafs wir die Beziehung erhalten: 
}J(~~r + F(O) = F(01)· 
Kennen wir d· k· . d· G statt der 
., le mebsche Energie bei 0 und 18 ~ li-
FunktIOn E CO), so können wir aus der letzten Gleichung dIe .A.mP 
tude B1 berechnen. 
Z .. B. möge M = ksinO sein sodafs F(O) = k(l- cosO) wird, 
dann gIlt: ' 
1 J(dlJ)2 
"2 dt + 7.-(1 - cos 0) = k(l - cos ( 1), 
Da~aus t'rgiebt sich dann 0 die Amplitude der Sch~ 
wenn dIe Gesch . d· k· b. l' WIll Ig elt el 0 gegeben ist. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
ll. 108J Amplituden schwingender Körper. 209 
Übungsaufgabe. Das statische Stabilitätsmoment eines Schift'4's 
möge proportional sin 40 sein, wobei 0 der "Winkel ist, welchen 
der Mast mit der Lotrechten bildet. Ein Wind, dessen Stärke im 
Beharrungszustande eine dauernde Neigung des Schiffes von 11 t 0 
herbeiführen würde, möge plötzlich auf das vorher gerade stehende 
Schiff einwirken und längere Zeit seine Stärke unverändert beibe-
halten. Es ist zu zeigen, dafs (unter Vernachlässigung der Reibung) 
d~s Schiff sich bis zu einem Winkel von 33t O neigen und dann 
wieder aufrichten wird. Wie wird die Reibung dies Resultat beein-
flussen? 
. Ein schwingender Körper befinde sich in der äufsersten Lage ()1; 
wie grofs wird seine kinetische Energie sein, wenn er durch die 
Gleichgewichtslage geht? Antwort: F (01), 
Beispielsweise Sei: 
]1 = bO + c02 + k sin O. 
Gesucht werde (l), die Winkelgeschwindigkeit in der Lage 0 = 0, 
wenn die gröfste Amplitude gleich 450 war. Jetzt gilt: 
01 = : und F(O) = ib02 + te03 + 7.'(1- cos 0), 
folglich: 
l..J(l)2 = l.. b ('1t)2+ l..C(~)3 + 7.'(1-~) 
2 2 4 3 4 Y2 ' 
Woraus der vVert (l) berechnet werden kann. 
Aufgabe. Angenommen, wir wünschten zu erreichen, dafs die 
potentielle Energie eines Körpers sich nach folgendem Gesetze ändert: 
V = F(O) = aOt + bOB + ceTUe + h sin "2(). 
'Nach welchem Gesetz mufs sich dann die Richtkraft ändern? 
Aus der Beziehung: ]J[ =~: ergiebt sich sofort: 
]1 = taOt + 3b02 + mce"'9 + 2h cos 20. 
. Aufgabe. Ein Körper in der Lage 00 bewege sich mit der 
'Yinkelgeschwindigkeit (l) in solcher Richtung, dars 0 wächs.t. In 
dl:ser Lage empfange er einen Drehimpuls von der Stärke In m der 
Richtung seiner Bewegung. Wie weit wird er ausschwingen? 
.. Die Bewegungsgröfse, deren Wert vor dem Stofse J (l) ~ar, be-
trägt nachher: J(l) + 1/1. Bezeichnet (l)' die vergröfserte Wmkelge-
schwindigkeit, so gilt also: (l)' = (l) + ; . 
Perry, hülH~re Analysis. 14 
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Der Körper enthält demnach in der Lage 00 eine kinetische 
E,nergie t J (m + J-r und eine potentielle Energie F( ( 0), Setzen wir 
dIe ~umme beider gleich Fe (1), so sind wir imstande, daraus 01 zu bestimmen, 
Der Studierende wird leicht erkennen, dars (lie allgemeine Glei-
c~ung für die Schwingungsbewegung eines einer Richtkraft unter-
hegenden Körpers lautet: 
d 2 0 1,. 
dt2 + ,J f(O) = 0; 
wobei {CO) unter anderen auch einen Ausdruck enthalten kann, welcher 
den Einflufs der Reibung darstellt. 
109. Übungsaufgaben, Jede einzelne der folgenden Übungs-a~fgaben mllis 'V'OlU Leser sor!rl'ältig bearbeitet werden' die Antworten 
Slll~ für die Praxis sehr w:tvoll zumal für den Elektrotechniker. B~I der Bearbeitung der AufO'aben' hat man mehrfach die folgenden 
trIgonometrischen Formeln Zl~ benutzen: 
COs 2.lf = 2 cos2 .lf - 1 = 1 - 2 sin2 .lf, 
2 sin {)- cos rp = sin (.lf + rp) + sin (.lf - rp), 
2 cos {)- eos rp = cos (.lf + rp) + cos (.lf - rp), 
2 sin {)- sin rp = cos (.lf - rp) - cos (.lf + rp). 
Int So:che Übllngen sind nicht blofs wertvoll als Erläuterunge~ zu: 
egra r~chnung; sie vermitteln uns auch die Vertrautheit Jlllt trI-
gonometnschen F . f r alll1P,-
, Ol'llleln was für den InO'emeur von gro se ,,-
melller Bedeuth . , n 
.... ng 1st, 
Der Mittel t . '. bis ~ Wer elller FunktIon fex) 1m Intervall von Xl 
ist offenbar gIe' h d :' d stellten FI" h lC ern Quotienten aus der durchjl(x)dx arge 
ae e und d D'~ T d er I.uerenz X o - Xl' ,l'l 
In'aphi: h
e 
der .\ufgaben 6 bis 20 und ebenso 23 mufs voJJl ~ 
t:I C aus"'ef"h t d " J(urv.,.., deren 0 d' ~ u r wer en. Gute Handskizzen derJeuigen li' ren 
sind so r. llldatell im einzelnen Falle mit einander zu lUultip Zle eh 
, WIe er set . . h d ber an für das 11 'h 0 n sprlllgenden Kurven sind ausrelC eU , a 
vo e v t" . 
• ers andms notwendig. 
1) j sin2ax'dx=,x_ sin2ax 
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3) JSin ax . cos bx . dx = _ c~sJa + b)x _ c~~~a -j1)x 
2(a + b) 2(a - b) 
4) r· . b sin(a-b)x sin(a+b)x ~ sm ax . sm x· dx =-2 (a _ bf - 2(a + bf . 
h) f' sin(a+b)x sin(a-b)x 
v • cos ax· cos bx . dx =-2-(a +lif- +2(a -'-:'-6f- . 
6) Die durch die Sinuskurve im Intervall 0 bis 27t und die 
x-Axe eingeschlossene Fläche liegt zur Hälfte oberhalb, zur Hälfte 
llllterhalb der x-Axe und hat dementsprechend den Gesamtinhalt N uU: 
2Jt 
,(sin x dx = - [cos xJ~Jt = - (1 - 1) = O. 
u 
7) Man bestimme den Inhalt der gleichen Fläche für das Inter-
vall von 0 bis 7t; hier ergiebt sich: 
7i 
(sin x dx = - [eos xr = - (-1 -1) = 2. 
L 0 
o 
. Da die Länge der Basis des damit bestimmten Flächenstüekes 
gleIch 1t ist, so ist die mittlere Höhe, d. h. der Mi.ttelwert von sin x 
im gedachten Intervan-~. Die gröfste vorkommende Höhe und da-
. '" 
mIt die Amplitude der Sinusfunktion (vergl. Art. 100) ist 1. 
" 8) Die entsprechend für die Kurve y = a + b sin x bestimmte 
F~ache über dem Intervall von 0 bis 27t ist gleich 21ta und die 
mIttlere Höhe der Kurve gleich a. 
9) Man bestimme den Mittelwert von sin2 X im Intervall von 0 
bis 21t. 
Aus cos 2x = 1 - 2 sin2 x folgt sin2 x = tel - cos 2x). Durch 
Integration dieses Ausdrucks ergiebt sich (tx - 1 sin 2x), sodafs man 
nach Eintragung der Grenzen erhält: 
[tx - -tsin 2x]~Jt = t27t - 18in 41t + 1sin 0 = 1t. 
Durch Division mit der Basis erhält man als Mittelwert t· 
10) Der Mittelwert von cos2 x im gleichen IntervaIl von 0 bis 
:! 7t ist ebenfalls ~ _ 
. In den nachl~lgenden Aufgaben sollen s und r irgend zwei von 
eInander verschiedene ganze Zahlen sein. 
11) Der Mittelwert von a sin2 (sgt + c) im Intervall von t = 0 
bis a 2n . 11 t = T ist 2' wobei:; eine ganze Zahl und q = T sem 80 • 
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13) J cos sqt . sin sqt . dt = O. 
o 
l' 
14) J sin sqt . sin rqt . dt = O. 
o 
T 
15) J cos sqt . cos rqt . dt = O. 
o 
l' 
16) J sin sqt . cos rqt . dt = O. 
o 
17) Der Mittelwert von sin2 sqt im Intervall 0 bis tT ist t· 
18) Der Mittelwert von cos2 sqt im Intervall von 0 bis tT ist !, 
tT 
19) J sin sqt . sin rqt . dt = O. 
o 
tT 
20) J cos sqt . cos ~'qt . dt = O. 
o 
21) Man berechne J sin x· sin (x + c) . dx. 
Dabei benutze man: 
sin (x + c) = sin x cos c + cos X sm Ci 
es ist also folgendes Integral zu bestimmen: 
Nun gilt: 
!(sint x cos c + sin x cos x sin c) dx. 
j 'sin2 x dx =x _ ~in ~x 24,' 
.(sin x cos x dx = {(sin 2x dx = - tcos 2:1': 
und also liefert unser Integral: 
( X sin 2X) 2 - -4 cos c - t cos 2 x sin c. 
22) Man beweise die Formel: 
r sin qt. sin Iqt+c).dt = (t _ sin 2g!) cos c _ 1 cos 2qt sin f. 
,. 2 4q 4,q 
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23) Man zeige, dafs der Mittelwert von sin qt· sin (qt ± c) oder 
au~h von sin (qt + a) sin (qt + a ± c) für die Zeitperiode T(- ~f) 
glelCh t cos eist. 
Um dies ersichtlich zu machen, knüpfen wir (unter Benutzung 
der Abkürzung qt + a = lfJ) an die Gleichung an: 
sin lfJ sin (lfJ ± CI = sin lfJ (sin lfJ cos C ± cos lfJ sin c) 
= sin2 lfJ cos C ± sin lfJ cos lfJ sin c. 
Der Mittelwert von sin2 lfJ für die Periode T ist nun gleich t, 
der von sin lfJ cos lfJ aber gleich 0, woraus die obige Angabe her-
vorgeht. 
Setzen wir in der vorstehenden Betrachtung a = .~, so ergiebt 
sich als Mittelwert von cos qt. cos (qt ± c) der Betrag t cos c. 
Der Mittelwert des Produktes zweier Sinusfunktionen der Zeit 
v?n ~leicher Periode '1 und von derselben Amplitude 1, berechnet 
fnr dIe ganze Periode T, ist gleich dem halben Cosinus des Phasen-
verschiebungswinkels. 
24) Nach Art. 106 dürfen wir setzen: 
oder umgekehrt: 
cos a4t = t(eia 3' + e- ia 3'), 
sin aiJ' = 2; (eia.'T _ e- ia 9') 
e;a.'T = cos aiJ' + -i sin aiJ', e- iait = cos aiJ' - i sin a4t. 
Auf Grund dieser Formeln bestimme man: 
Es findet sich hierfür: 
tj'( e{b+ai) 9' + e{ö-ai)8) d4t 
= l [ .. t.._ eCb+ai),'T + __ l_._~eCö-a,).'TJ 
2 b+ai b-al 
= 1. e"IJ[ __ l~.eai.'T + _1_. e-ai.'tJ. 
2 b+a) b-al 
Trägt man hier für die Exponentialfunktionen ihre oben ange-
gebenen ,"Verte in Sinus und Co sinus ein, so folgt: 
11) _.(el''T eos aft.diJ' = a'~·b.d'it(b cos aft + a sin aft). 
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Auf ähnliche Art findet man: 
(2) Jff'ft sin a.fr· d.fr = 2~-2 ff'-iJ (b sin a.fr - a cos a.fr). 
a + b 
110. Bemerkung. In der folgenden Sammlung von Beis~ielen 
wird der Leser eine gröfsere Anzahl finden, welche nur als WIeder· 
holung von bereits früher angestellten Betrachtungen anzusehen sind. 
111. Beispiele von harmonischen Funktionen. Die Funktion 
{1' = a sin qt läfst sich darstellen durch die geradlinige Bewegung 
eines Kreuzkopfes, welcher von einer Kurbel mit dem Radius a 
unter Vermittelung einer unendlich langen Kurbelstange angetrieben 
wird; die Kurbel dreht sich dabei mit der Winkelgeschwindigkeit q; 
x ist der Abstand des Kreuzkopfes zur Zeit t von seiner Mitt~lla~e. 
Zur Zeit t = 0 ist auch x = 0, und die Kurbel steht dann rechtwlllkhg 
zu ihrer Stellung im toten Punkte. Ferner ist q = 2 :rr f = 2;, wenn 
T die Zeit einer Periode, d. h. einer Umdrehung, in Sekunden, oder 
f die Periodenzahl, d. h. die Tourenzahl der Maschine pro Sekunde 
bedeutet . 
. 112. Die Funktion x = a sin (qt + c) läfst sich genau ~e. die 
v~nge a~f eine Kreuzkopfbewegung beziehen, mit dem allelll~gen 
Unterschiede, dars die Kurbel dieses Kreuzkopfes der des vongen 
Beispiels um den Winkel f voraneilt (dabei ist c natürlich in Bogen-
mars zu messen, sodafs c = 1 einen Winkel von 57,2957 Grad be-
zeichnet). Zur Zeit t = 0 hat also der Kreuzkopf seine Mittellage 
bereits um einen Weg (~sin c überschritten*). 
. *) 'Vir verweisen den Leser hier wiederum auf Art. 10 und nehmen an, 
dafs er Kurven gezeichnet hat, welche durch Gleichungen von der Gestalt: 
(1) x = u . e- a t sin (qt + E; 
aarO'estellt werden. "Vir könn~n 
uns'" die einzelne solche Kurv~ In 
folO'ender Art durch die RotatIons-
'" b 1 welche bewegung einer Kur. e , n-
X einen Kreuzkopf antreIbt, entst~ 
"'--+----~h;:;f-~-~--I--~M!!L den denken: Die WinkelgeschWln; 
digkeit q der Kurbel ist ko~tan ~ 
den Kurbelradius müssen wu da 
gegen mit wachsender Zeit imIller 
kürzer werden lassen, und zwar .80. 
Fig. R(i. dars seine Länge für irgend eIne 
. Zeit gleich be-al ist. 
Auch noch auf ewe andere \Yeise können wir uns die betrachtete Bewe-
gung entstanden denken: 
Wir stellen uns vor, dars ein Punkt P (Fig. 66) mit konstanter Winkel-
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113. Die Funktion: 
x = a sin (qt + c) + a' sin (qt + Cf) 
können wir auch in folgende Gestalt umformen: 
x = A . sin (qt + E). 
215 
Das heifst: die Summe von zwei Knrbelbewegungen der gleichen Periode 
k~nn dargestellt werden durch eine einzige Knrbelbewegnng, die wieder 
dieselbe Periode besitzt. Für den 
Ra~ius und die Voreilung der ent-
;prlligenden Kurbelbewegung gilt 
.olge~de Betrachtung. Man trage 
In. elUer Zeichnung die Lage der 
helden ersten Kurbeln ein für den 
~ugenblick t = 0, d. h. man mache 
lU Fig. 67: 
~ Y 0 P = c und 0 P = a 
~ Y 0 Q = Cf und 0 Q = a'. 




Fig.67. o Q ~um Parallelogramm 0 PB Q 
und ztehe die Diagonale 0 R. Dann 
w~rd die eine Kurbel OB von der Länge OR=A mit einem Voreilungs-
~el Y 0 R = E dem Kreuzkopfe die Summe der Bewegungen er-
t{ülen, welche OP und OQ ihm einzeln geben. 
Der geometrische Beweis dieses Satzes ist sehr einfach: 'Wir 
nehmen an, der Kreuzkopf habe eine senkrechte Bewegung; wir ziehen 
~Q, OR und OP in ihren relativen Lagen zu einander für irgend 
eIne beliebige Zeit, und projizieren dann P, Bund Q auf die Axe 
o X. Die Kurbel 0 P allein würde dem Kreuzkopf in dem betrachteten 
Augenblicke eine Verschiebung von der Gröfse 0 P' aus seiner Mittel-
l~: nach oben erteilen, die Kurbel OQ allein eine Verschiebung 
0Q', und die Kurbel OB allein eine Verschiebung OB'. Nun ist 
aber die Projektion der Diagonale, 07[', unter allen Umständen gleich 
~e8C~/Cill,!igkeit um den Nullpunkt rotiere, wobei er aber auf der logarithmischen ,,~lelchW1?-k1igen) Spirale ABC D E F bleiben soll. Die in FraE!'e stehende .ß~­
Il eg~ng 1st dann die Projektion der Bewegung von P anf die ge~de LI~lle 
11{ 1i; und das, was wir S. 13 das logarithmische Dekrement nannten, 1st gleich 
: : cotg tt .• Dabei bezeichnet « den Winkel der Spirale, d. h. den kons~anten 
PItzen Wmkel, den der Radiusvektor des rotierenden Punktes P stets lIIlt der 
Kur l' T 2n a . d 
re nldet; es i"t also ",. cotg « = a -2 und q = -i" sodafs cotg « = q wir. 
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der algebraischen Summe der Projektionen der bei den Seiten, 0 P' 
und OQ/. 
Wir können den erhaltenen Satz auch folgendermafsen ausdrücken: 
"Die einfache harmonische Bewegung, welche die Kurbel OP 
erzeugen würde, plus der einfachen harmonischen Bewegung, welche 
o Q erzeugen würde, ist gleich der einfachen harmonischen Bew~gu~g, 
welche 0 R erzeugt." Oder in ähnlicher Ausdrucksweise: "Dte e~n­
fache harmonische Bewegung, welche 0 R erzeugt, minus der elll-
fachen harmonischen Bewegung, welche OP erzeugt, ist gleich .der 
einfachen harmonischen Bewegung, welche OQ erzeugt." Zuweüen 
sagen wir auch geradezu: "Die Kurbel OB ist gleich der Sum~e 
der bei den Kurbeln 0 P und 0 Q." Die Kurbeln werden folghch 
addiert und subtrahiert genau wie VeHoren. 
114. Von grofser Wichtigkeit sind diese Beziehungen bei der 
Berechnung von Dampfmaschinensteuerungen und ähnlichen Mecha-
nismen. Sie sind auch für den Elektrotechniker von so hervorragender 
Bedeutung, dafs viele Praktiker ohne weiteres sagen: "Die Kurbel 
OP stelle einen Strom dar." Sie meinen damit folgendes: "Wir denken 
uns einen Strom, welcher sich mit der Zeit nach dem Gesetze: 
C = a . sin tq t + E) 
1indert; sein jeweiliger Wert entspricht der Verschiebung eines Kreuz-
kopfes, welcher senkrecht durch eine Kurbel 0 P auf- und abbewegt 
wird, wo~ei a den Radius der Kurbel, q ihre Winkelgeschwindigkeit 
und 0 P Ihre Lage zur Zeit t = 0 bedeutet." 
11ö. Da die Funktion :r = (( . cos qt identisch ist mit 
x = a . sin (q t + D, 
so kann ~Ie dargestellt werden durch die Bewegung einer Ku~bel 
yo~ ~adius ~, deren V oreilung gerade 900 beträgt. Zu irgend eIner 
belIebIgen Zelt haben wir nun für die Geschwindigkeit des Kreuz-
kopfes, dessen Verschiebung durch die Funktion x = a. sin (qt + E) 
gegeben ist, die Gleichung: 
r = (~.; = aq . cOs (qt + E) = aq. sin (qt + E + i)· 
Diesl' Gll'ichung zeigt, dars die Geschw1'ncligkeit des Kreuzkopfes 
durch dil' )eweilige Verschiebung eines zu:eiten dargestellt werden kann, 
d~r von el~er Kurbel vom Radius aq bewegt wird. Dabei :r;nufs. aber 
dIe neue Kurbel gegenüber der alten eine V oreilung ,on 90° besItzen. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
n,115] Beschleunigung bei einer harmonischen Bewegung, 217 
D' B hJ . dv d 2x. 1e esc eumgung des Kreuzkopfes, d/; oder dt2 , wIrd darge-
stellt, durch die Projektion einer dritten Kttrbel von der Länge aq2, 
welche um 90° vor der v-Kurbel hereilt oder um 1800 vor der 
x-Kurbel. Die Beschleunigung ist nämlich.! gegeben durch: 
- aq2 sin (qt + c) = aq2 sin (qt + c + n) 
Die charakteristische EiO"entümlichkeit der einfachen harmoni-
s?hen Bewegung besteht ebe~ darin, dars numerisch die Beschleu-
mgung das q2-fache oder das 4n2[2-fache der Verschiebung beträgt, 
wobei f' die Periodenzahl pro Sekunde bedeutet . 
. Folgt irgend ein physikalischer Vorgang dem Gesetze a -sin(qt+ c), 
so 1st er vergleichbar mit der Bewegung eines Kreuzkopfes, und wir 
sagen oft, dafs er durch eine Kurbel OP dargestellt wird; die Zn-
nahme pro Zeiteinheit entspricht der Geschwindigkeit des Kreuz-
kopfes, und wir deuten sie durch eine Kurbel von der Länge aq an, 
welche um 90° vor der ersten hereilt. In der That bewirkt die Diffe-
rentiation einer einfachen harmonischen Funktion nach t stets eme 
Multiplikation mit q und eine Voreilung um 90°. 
116. An Stelle des Ausdruckes 
A. sin (qt + c) für eine einfache har-
mO,nische Bewegung benutzen wir zu-
WeIlen auch die Form: 
~ 
E~ asinqt + b cosqt.l 
Offenbar sind beide Ausdrücke 
gleichwertig, wenn a2 + b2 = A 2 und y 
tang 13 =b isl Das läfst sich an S d, II ft Jo';I-(, 68, 
and der Fig_ ü8 sehr leicht nach-
o 
Weisen: In dieser FiO"ur sei OS = a und i)'Q = b. Die Kurbel OP 
ist gleich der O"eomet;ischen Summe der Strecken 0 Sund 0 Q, und ,., 
tang Y 0 P = tang c ist gleich b. 
fl 
117. Wir haben bereits in Artikel 100 ewe einfache graphische 
Methode besprochen, um die Kurve 
x = a . sin (qt + t) 
zu zeichnen 'Worin x und t Ordinate und Abscisse sind. Es ist nun 
höchst lehl;eich, die heiden folgenden Kurven von gleicher Periode 
Zu zeichnen: 
J,' = a . sin (q f + f) , x = a'· sin(qt + c'!, 
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und ihre' Ordinaten zu einander zu addieren. Diese Ausführung wird 
die Überlegungen in Artikel 113 noch besser veranschaulichen. 
118. Die Spannung in einem elektrischen Stromkreis~ betrage 
17 Volt der Strom sei C Ampere der Widerstand R Ohm, die Selbst-
, , . t 
induktion L Henries, die Zeit werde in Sekunden gemessen; dann 18 : 
(1) 17=RC + L~7· 
Ist nun C= Cosinqt, so wird ~f = Coqcosqt, folglich: 
17 =RCosinqt + LOoqcosqt, 
und daraus erhalten wir dann durch Anwendung des Artikel 116: 
(2) 
Den Ausdruck VR2 + L2q2 nennt man den "scheinbaren Wide;-
standU des Stromkreises, oder seine Impedanz". Ferner ist 13 dw 
" hl Nacheihwg des Stromes hinter der Spannung, die "Phasenverse e-
bung". Ihre Gröfse ist gegeben durch die Beziehung: 
Lq 21tLf 
tangf='R-='-j{ , 
worin ( (he sekl1ndliche Periodenzahl bezeichnet. 
Nehmen wir umgekehrt eine Spannung von reiner Sinusform 
als vorhanden an: 
(3) I. V=Vosinqt, 
so erhalten wir für die entstehende Stromstärke den 'Vert: 
C J';, • ( t Lq) = - ·C_."-·.c..c_ Sin qt - are ang-- . YR'+ L2q ' R 
Eine kleine Vernachlässigung haben wir dabei allerdings SChOll 
gemacht. Denn wenn sich 17 O"emäfs GleichtwO" (3) ändert, so ent-
hi~lt die Formel für 0, gen au ;enommen, noch t:l einen Ausdruck,. ~er 
mIt wachsendem t allmählich verschwindet. Derselbe charakterIsle~ 
de~ A1Il(~ngszllSf(/ nd der. periodischen Schwingung; in Artikel 98, Be~; 
spIel 8, Ist er uns bereits beO"e!!llet und in Artikel 147 werden Wl 
auch seine ersache noch näh~r t:l ke~nen lernen. Bei unserer jetzigen 
Gleichung (4) ist indessen vorausgesetzt, dafs die sinus artig wechs~ln~e 
Spannung r bereits seit einer längeren Zeit wirksam ist. Für dl~ In 
der Praxis vorkommenden Fälle genügt ein kleiner Bruchteil elner 
Sekunde, um diesen allmählich verschwindenden Einflufs vollkommen 
bedeutungslos werden zu lass~I!y 
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119. Das Charakteristische der einfachen harmonischen Be-
wegung können WIr zum Ausdruck bringen durch die Gleichung: 
(1) 
(vergl. Art. 26 und 108) und wir wissen, wenn uns (1) gegeben ist, 
dafs dies bedeutet: ' 
(2) x = Cl sinqt + l; cosqt oder: x = A sin(qt + c), 
wobei a und bader A und c beliebige konstante Gröfsen sind. 
. Beispiel. Ein Körper vom Gewichte W Kilogramm habe eine 
e~nfache harmonische Bewegung von der Amplitude a Meter (d. h.: 
dIe ~anze Schwingungslänge beträgt 2a Meter), und mache f Doppel-
S?hwlllgungen pro Sekunde. Was für Kräfte sind erforderlich, um 
dlese Bewegung herbeizuführen? 
. Bezeichnet x die augenblickliche Entfernung des Körpers von 
seIner :Mittellage in Metern, so können wir das Bewegungsgesetz fol-
gendermafsen schreiben: 
x = a . sin (q t) 
oder: x = a· sin (2'1Cft). 
D' t 1e Beschleunigung in irgend einem Augenblicke beträgt 4;r;2[2x ~Zc~r; 
die Kraft, welche auf den Körper in der Richtung zur Mittellage wirkt, 
ist gleich Masse mal Beschleunigung, also gleich 4n2rx· 9:~ Kilo-
grall1m. 
1 ~O. An wen dun g. Bei einer liegenden Dampf- oder 6a8-
lII~Schl~e mit langer Kurbelstange sei W das Gewicht des Kolhens 
~1t sem er Stange. Dann giebt der obenstehende Ausdruck nahezu 
<I:e Kraft an, welche vom Kreuzkopf ausgeübt werden mufs, wenn am 
Kolben auf beiden Seiten die atmosphärische Luft frei zutreten kann. 
Ihr Wert ist gleich 0 für x = 0; überhaupt ist sie proportional mit x, 
~d also für die beiden Endpunkte des Hubes am gröfsten. Man 
zeIChne ein Diagramm, welches diese Kraft fUr jeden Pu~kt des 
~olbenw:ges angiebt, uud beachte, dafs sie immer bestrebt 1st, den 
olben m seine ]Jfittellaqe zu ziehen. 
NUll nehmen wir die Indikatordia!mlmme einer Maschine, Imd ., 
ZWar für heide Seiten des Kolbens' daraus konstruieren wir zunächst tu ~iagramm, welches für jeden 'Punkt des Kol~enweges ~e Kra~ 
~ Kilogramm angiebt, die der Dampf auf den Kolben ausübt. Mit 
diesem Diagramm kihmen wir dann das oben gefundene Massendruck-
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diagramm kombinieren, um den am Kreuzkopf wirksamen Druck zu 
finden. Zu beachten ist dabei, dars der Dampfdruck meist in kg pro 
qcm angegeben ist, während die Massenwirkung sich direkt in kg 
ergiebt. 
Die wirkliche selbständige und sorgfältige Durchführung e~er 
solchen Aufgabe kann nicht warm genug empfohlen werden; sie bnngt 
dem Leser mehr Nutzen als zehn Beispiele, die ihm vorgerechnet 
werden. 
Da die Beschleunigungskräfte dem Quadrate der Periodenzahl pro-
portional sind, so sind Vibrationen der Maschine bei hoher Touren-
zahl sehr viel bedenklicher, als bei kleiner. 
121. Wenn wir bisher die BeweO"ung des Kolbens einer Dampf-
maschine betrachteten nahmen wir an'" dars die Kurbelstange unend-
1· " d ICh lang sei; nUll wollen wir den Einflufs der endlichen Länge er 
Kurhelstange ins Auge fassen. 
In Artikel 11 fanden wir die Beziehung zwischen S, dem Ab· 
stande des Kolbens von seiner EndlaO"e und {t dem Winkel, welchen 
d· b " ) d 1e Kurbel mit ihrer Totlage bildet. Nun sei (in Figur 3, S.14 X er 
Abstand des Kolbens nach rechts von der ~Iitte seines Weges; es 
wird also unser x gleich dem alten 8 _ y wobei 1" den Radius der 
Kurbel bedeutet. ' 
Die Kurbel drehe sich mit der O"leichförmiO"en Winkelgeschwindig-
keit q (in Bogenmafs pro Sekunde} '" 
. Ferner sei t die Zeit, welche von dem Augenblicke an verflossen 
1st, Wo die Kurbel rechtwinkeliO" zu ihrer Totlage stand, sod:Js 
.fr 1t '" 
- -2 = qt ist. DalID finden wir: . 
x - A. + Zl1 V'1 r'. 9 Q. l 
- - r cos 'u \ - - -I' sm- v J ' 
x = + r sinqt+ l [1 - Vl-=~:~OS2qt). 
'Wir benutzen nun die bekannte Näherungsgleichung: 
V1 - a =1-t u , 
welche angewendet werden darf wenn ce O"eO"enüber 1 sehr klein ist, 
und erhalten dann: ' M lO:> 
X = 1" singt + ;; cos2qt. 
Es ist aber .) c " t 09) 
F . . - OS"q - 1 = cos2qt (vergl. Artikel 1 . oIghch wird: 
(1) . r' r 2 
;r = j'smqt + 4t COS (2qt) + 4T 
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Wir sehen, dafs wir hier in der Hauptsache eine einfache har-
monische Bewegung haben, über welche sich aber ihre Oktave mit 
einer viel geringeren Amplitude überlagert. 
M h dx d d'x d' 1 t t W t l' l' t 1 B an sue e dt un -a-i' : leser e z ,ere er Ie1er, a s e-
8chleunigung: 
- rq2 sinqt - r~t eos2qt. 
Es ist demnach der relative EinfluIs der Oktave bei der Be-
schleunigung viermal so grofs, als bei der Bewegung selber. 
Wir wollen nun wieder./} für qt + -; schreiben und bekommen 
dann: 
d 2 x _, 2 1· 2 q' 
rlP - rq cos./} + -1 cos2./}. 
Daraus folgt: für./} = 0° die Beschleunigung: 
für./} = 90° die Beschleunigung: 
für./} = 180° die Beschleunigung: 
(Dabei ist stets q = 2%/' worin f' die Periodenzahl oder die Um-
dr h ' e ungszahl der Kurbel pro Sekunde bedeutet.) 
. Hat man drei Punkte ermittelt, deren Koordinaten die Ab-
weIchungen x von der Mittellage und die Beschleunigungen an diesen 
Stell:ll angeben, so ist es nicht schwer, eine Kurve durch die drei Punkte 
zu .zIehen, die ein hinreichend O"enaues Bild des ganzen Diagrammes 
e~gIebt. Handelt es sich um ei~en Punkt nahe der Mitte, so ist es 
~elleicht von Nutzen, z~ beachte~, ~afs .bei einem .4:: 01!Q ~vergl. 
g.3, S. 14) von 900 dIe GeschwmdlO"kmt von Q SiCh mcht andert 
und. der Punkt Q daher, ebenso wie der Punkt P, keine Beschleunigung er~eldet. Diese Lage von Q ist durch Konstruktion leicht zu e1'-
nlltteln. _ 
h Zwei höchst wichtige Sätze sind in unseren letzten Formeln ent-
alten, nämlich: 
lr 1) Die Beschleuni!!Ungen und infolO"e dessen auch die auftretendeJl 
'Ilassenk "ft 0.' 0 d' T hl e d ra e, werden vw1'mal QTöfser wenn man le ourenza v r-
oppelt; sie wachsen auf ihre~ neunfachen Wert, wenn die Touren-
zahl verdreifacht wird. . 
s' ~) Der relative Einflufs eines Obertones in der Bewegung macht 
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122. Man betrachte irgend eine bestimmte Form einer Knlissel~­
steuerung odel' eine einfache Schieberstenernng und zeige, dars die 
Bewegung des Schiebers immer fast genau dem Gesetze folgt: 
(1) 
Darin bedeutet x die AbweichunO' des Schiebers von seiner Mittel-
lage, t die seit dem Beginn des Kolbenhubes verflossene Zeit, ,al~o qt 
den von der Kurbel seit ihrer Totpunktlage durchlaufenen Wmkel; 
(tl und a2 sind Konstanten, deren Werte durch Untersuch~ng d~r 
Steuerung sehr leicht ermittelt werden können. VernachlässIgen Wir 
den Oberton, so ist (tl der halbe Gesamtweg des Schiebers und Ei 
sein Voreilungswinkel. Bei einer grofsen Zahl von Schiebersteuerungen 
finden wir E2 = 90°. Die beste Methode, um die durch den Obert?n (die Oktave) hervorgebrachte Wirkung zu studieren, besteht dann, 
dafs man die Kurve für jeden der beiden Ausdrücke in Gleichung (1) 
einzeln nach der in Figur 63 (S. 199) angedeuteten Methode konstruiert 
lmd dann die Ordinaten beider Kurven zu einander addiert. 
Ziehen wir die äufsere ÜberdeckullO' L von x ab, so erhalten wir 
'" d sofort den Punkt, bei welchem der Dampfabschlufs stattfindet, un 
erkennen auch, um wieviel früher und schneller der Abschlufs infolge 
des Einflusses der Oktave in der Schieberbewegung eintritt. 
Für ein Beispiel nehmen wir an: 
1/1 = 25 mm, EI = 40°; a2 = 5 mm, 102 = 90°, 
Der praktische Ingenieur weifs, dafs der Einfluls des Obertones 
zwar für das eine Ende des Cylinders nützlich für das andere da-
gegen schädlich wirkt, und dafs es daher im aU:emeinen nicht zweck-
mäfsig ist, ihn zu grofs werden zu lassen. Wir benutzen indessen 
diesen Umstand mit Erfolg bei unseren modernen vertikalen Dampf-
maschinen, um für die Aufwärtsbewegung des Kolbens etwas me~r 
Füllung z~ geben! als für die Abwärtsbewegung; auch können_Wir 
dadurch dIe UngleIchheit der Füllung welche durch die endliche Länge 
der Kur~elstaDge entsteht, teilweise' ausgleichen, t-
Kuhssen- und ExcentersteuerunO'en geben niemals einen wese~ 
lichen Oberton von der dreifachen Periodenzahl' von Bedeutung 1St 
immer ?ur die Oktave der Hauptschwingung. ' 
Bel der Bramwellschen Steuerung wird durch die Anwendung 
von Stirnrädern erreicht, dars die Scbieberbewegung nach folgendem 
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Als Beispiel zeichne man eine Kurve, welche diese Bewegung 
angiebt, für Ct1 = 30 mm, Cl = ,no; a2 = 10 mm, <2 = 62°. 
Ist die äulsere Überdeckung gleich 25 mm und die innere 
gleich 0, so suche man die Lagen der Hauptkurbel, bei denen Ex-
pansion, Vorallsströmung, Kompression und Voreinströmung beginnen . 
.Man zeige, dafs diese Steuerung, wie überhaupt jede Steuerung, deren 
Obertonschwingungszahl ein ungerades Vielfaches von der Schwingungs-
zahl des Haupttones ist, auf beiden Cylinderseiten genau gleich-
artig wirkt. 
123. Eine Bewegung erfolge nach dem Gesetze: 
13) x = (11 cos (gi t + CI) + Ct2 cos (q2 t + C2), 
wobei .gl = 27tfl und q2 = 27tt~ ist. 
. HIer besitzen die Einzelbewegungen verschiedene Periodizität; 
die zusammengesetzte Bewegung ist also nicht eine einfache harmo-
nIsche Bewegung. Wir nehmen an dafs a gröfser als a2 sei, -und dafs 
solIlit ( ,1 di 
. a1 cos ql t + Cl) die Hauptbewegung sei. Wir benutzen e gra-
phische Methode der Untersuchung als die für diesen Fall bequemste. 
Zwei Kurbeln von der LänO'e a und a rotieren mit verschiedener W' k <:> 1 2 
. III elgeschwindiO'keit. sie sind im O'edachten Falle ersetzbar durch 
eiDe einzige Km'bel 'welche mit v~riabeler Winkelgeschwindigkeit 
umläuft derart, dars' ihre mittlere Geschwindigkeit gleich derjenigen ~er ersten Kurbel ist. Aufserdem schwankt die Länge der resul-
tierenden Kurbel fortwährend zwischen den Werten a1 + a2 und 
aj - a2 hin und her. Ihre Richtung ist dauernd näher derje;ngen d~r ersten Kurbel' sie pendelt um die LaO'e dieser ersten Kurbel bind' ".'
. un her*). Weicht g nur weniO' von q2 ab, so haben WH emen 
tnter t 1 Ö S h b " essan en Spezialfall der bei der Musik die " c we ungen er-
zeu~: zwei Töne von 100 und 101 Schwingungen pro Sekunde geben 
In Jed~r Sekunde eine SchwebunO'. 
L Elllen analoO'en elektrischen VorO'ang benutzen wir, um den Syn-
curon'" '" E' Glüh 1 iSmus von zwei Wechselstrommaschinen festzustellen: me. -
allJpe wird an beide Maschinen angeschlossen und zeigt bel der 
-- ----
*) Rechnerisch gestalten sich die Verhältnisse so. Man setze: 
cos (211'/. t + <.) = cos [2:1I;{1 t - 2n((, - f.)t + E.J 
Und kann I d 
a sann x auf die Gestalt bringen: 
x = r cos (2nfl t + 0), 
Wo tang 0 e' I' t d zu berechnen ist aus: 
lUe eIcht anzugebende Bedeutung ha un r 
r t = a1
2 + CI='+ 2a1 a. cos [2n((, -f.)t+t\ -E.]. 
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Annäherung an den Synchronismus durch periodisches Aufleuchten 
und Erlöschen die Interferenz der beiden Spannungskurven an. 
Ein anderes Beispiel für diese Schwebungserscheinungen bi~den 
Ebbe und Flut, welche an der freien See ebenfalls nahezu dem obigen 
Gesetze folgen: a1 bezeichnet dann den Einflws des Mondes, a2 den 
der Sonne .. Hier gilt a1 = :!,1 (t2 ; die Höhe einer Springflut (bei Neu-
und Vollmond) verhält sich daher zur Höhe einer Flut bei Quadratur 
des Mondes wie 3,1 zu 1,1. Das höchste Anschwellen der Flut sollte 
zeitlich mit der Kulmination des Mondes zusammenfallen. In der 
That beträgt auch der Unterschied zwischen den Phasen der FI~t 
und denen der täglichen scheinbaren Drehung des Mondes um dle 
Erde nie mehr als eine Stunde. 
124. Eine periodische Funktion der Zeit ist eine Funktion, 
welche nach Verlauf einer bestimmten Zeit T sich immer wieder in 
jeder Beziehung vollkommen kongruent wiederholt (inbezng auf ihre 
Momentanwerte, auf ihr Anwachsen u. s. w.). . 
Dieser Wert T heifst die "Periode" der Funktion, der reziproke 
W ert ~ = ( wird die "Periodenzahl'i genannt., Analytisch lautet die 
allgemeine Definition einer periodischen Funktion folgendermafsen: 
(Ct) = f(t + nT), 
wobei für n jede beliebige positive oder negative ganze Zahl ein-
gesetzt werden darf. 
125. Auf die periodischen Funktionen bezieht sich ein wichtiger 
Satz von Fonrier, bei dessen genauem Beweise wir indessen nicht ver-
weilen können. Dieser Satz besagt, dafs irgend eine periodische Funktion, 
deren vollständige Periode T Sekunden dauert (wobei q =~; = 2'1tl 
ist), ausgedrückt werden kann als Summe gewisser Sinusfunktionen 
der Zeit, und zwar in folgender Gestalt: 
(1) ((t) = A o + Al sin (qt + Ei) + A2 sin (2qt + E2) 
+ As sin (3qt + E3) + .. '. 
Diese Entwicklung entspricht genau der physikalischen Th~t­
sache,. dafs z. ~. der Ton einer Orgelpfeife oder einer Geigen~aite 
oder irgend emes anderen musikalischen Instrumentes aus emen1 
Grundton und seinen Obertönen besteht. 
Gleichung (1) Hifst sich auch in folgender Form schreiben: 
f({) = Ao + (11 sin qt + b1 cos qt 
+ ((2 sin 2qt + 62 cos 2qt + ... + ... u. s. w., 
worin (/t~ + lJl~ = Al~) tanO' E = bj • t 
'" 1 {/, U. S. W. JS. 
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126. Die durch eine Sinuskurve und die Abscissenaxe einge-
grenzte Fläche, berechnet für eine volle Periode der Kurve oder für 
eine 'ganze Anzahl von Perioden, hat den Gesamtinhalt Null. Dies 
ist aus dem Verlauf der Fläche insofern ersichtlich, als inhaltsgleiche 
Flächenteile oberhalb und unterhalb der Abscissenaxe liegen. Die 
Rechnung gestaltet sich so: Man nehme für s eine ganze Zahl und 
setze q = 2;; dann gilt: 
T 
j'sinsqt, dt = - 1 [cos sqtJ1'= _ 1 (cos S 2_", T - cos 0) = 0, 
o sif 0 sq T 
d 2", a cos s T T = cos !; 2 Jt = 1 und cos ° = 1 ist, 
Entsprechend gilt: 
l' 
!cossqt.dt= 1 [sinsq tlT=l (sins 2T"'T-sinO) =0, o oS q _0 s q 
da' 2", 
sm s -t T = sin s 2 Jt = ° und sin ° = ° ist. 
127. Man stelle für die einzelne Abscisse durch Multiplikation 
der Ordinaten zweier O'eO'ebenen Sinuskurven die Ordinate einer neuen 
~urve her; die Periode "der letzteren wird das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache der Perioden der <1eO'ebenen Kurven sein. Die vou 
der neuen Kmve und der Absci~s:naxe eingegrenzte Fläche, be-
rechnet für eine volle Periode hat wieder den Gesamtinhalt Null. So 




r ZweI ganze Zahlen sund r: 
T 
JSin sqt . cos rqt . dt = 0, 
o 
T 
.f~in sqt· sin 'j·qt· dt = 0, 
o 
7' 
.(cos sqt • cosrqt· dt = 0; 
hi 0 er ist T 2 '" . F 11 <1elten I' und s 
= q' und im zweiten und dntten a e " 
als Von . 
. eInander verschieden. . cl 
Z\VllrDle Regeln (1), (2) und (3) murs der Leser genau ~earbelten un_ 
phis herstens als Übungen zur Integralrechnung, zwel~ns a~ gra_ 
1tell~ em Wege. Der Lernende kann nicht genug Zelt darau ver 
en, diese Formeln von verschiedenen Gesichtspunkten aus zu 
Porry h' 15 
J Ohere Analysis. 
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untersuchen; er mufs ganz klar erkennen, wie eigentlich das Ergebnis 0 
hier zustande kommt. Es lassen sich die unter den Integralen (l)ff. 
stehenden Funktionen jedesmal in eine Summe zweier Sinusfunktionen 
spalten, wo alsdann das Integral jedes Summanden gleich Nnll ist. 
So hat man für Formel (1): 
2 sin sqt· cos rqt = sin (s + r)qt + sin (s - r)qt, 
und nach Art. 126 liefert bei der Integration jeder der rechts stehen· 
den Summanden Null. 
Die Bedeutung der Formeln (1) bis (3) für die Anwendungen ist 
aufserordentlich grofs. 
Für s = r gelten die Formeln (2) und (3) nicht mehr, wie 
schon bemerkt wurde; dagegen bleibt Formel (1) bestehen. Man 
hat nämlich: 
7' T 
(4) JSin2 sqt . dt = [cos2 sqt . dt = {'1', 
o 0 
während man in (1) für s=r das Integral von lsin2sqtdt erhält, welch~s gleich Null ist. Auch die Formel (4) woll~ der Leser sowohl 
graphIsch als durch blorse Rechnung bearbeiten. Zu letzterem Zwecke 
ist die trigonometrische Formel heranzuziehen: 
cos 2 ft = 2 cos2 ft - 1 = 1 - 2 sin2 ft, 
aus welcher sich ergiebt: 
cos2 sqt = -21 cos2sqt + 1. sin2 sqt _l_l cos 2sqt. 2' - 2 2 
Die Ausführung der in (4) vorcreschriebenen InteQTation ist daraufhin 
sehr leicht. b ,., 
Fig. fi9. 
128. Graphische Erläuterung der Formel (4). In }1'igur 69 sei 
oe = T. Man nehme s = 2 und hat in OPQRSe die zur Funk-
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!ion sinsqt gehörende Kurve, Die Maxima der Funktion (bei P und R) 
smd 1, die Minima (bei Q und S) aber -1. Nun beachte man, dars 
sinisqt beständig :::::- 0 ist; die zugehörige Kurve ist in der Figur durch 
OP1Q1R1810 bezeichnet. Dieselbe schwankt zwischen den Werten ° 
und 1 hin und her, und der mittlere Wert der Funktion ist t, so 
dars die durch die letztere Kurve und die Abscissenaxe im Inter-
vall 00 eingegrenzte Fläche den Inhalt tT bekommt. Die That-
sache, dafs der ~littelwert von sin sqt • sin r'qt gleich Null, aber 
derjenige von sin sqt • sin sqt gleich ~. ist, hat ftir den Ingenieur 
grofse Bedentung. 
129. Beispiel ans tler Elektrotechnik. Ein elektrisches Dynamo-
meter enthält zwei Spulen; durch die eine, feste, lassen wir einen 
~trom von der Stärke 0 fliefsen; die andere, bewegliche, führe einen 
~trom e, In irgend einem Augenblicke ist nun die resultierende Kraft-
wll'kung der Spulen auf einander, und damit die Gröfse des Dreh-
m,omentes, proportional mit Oc. Sind C und c konstant, so können 
Wir also das Produkt 01: messen. Ändern aber beide ihren Wert in 
raschem Wechsel, so erhalten wir nur den Mittelwert von Oe. 
, Prof. Ayrlon und ich haben nun folgendes hübsche und lehr-
r:lche Experiment ausgeführt: Wir sandten durch die feste Spule 
emen Strom, welcher einer Wechselstrommaschine entnommen wurde 
und ungefähr sinusarligen Verlauf hatte: 0 = 00 sin 2:Jtft. Durch die ~dere Spule schickten wir einen Strom: C = Co sin 2:Jt{'t, dessen Pe-
rlOdenzahl r vergröfsert oder verkleinert werden konnte. Es war 
nun sehr interessant zu beobachten - und es wird den meisten 
praktischen Ingenieur~n unbekannt, ja fast unglaublich sein -:-' dafs, 
obwohl starke Ströme durch beide Spulen flossen, doch keme be-
merkbare Kraftwirkum, derselben auf einander zustande kam, und 
dars '" h' lt 
,Inan also auch keinen Ausschlag des Instrumentes er Ie . 
, Dabei war f' konstant gleich 100 pro Sekunde, während r s~en­
~~lse vergröfserl wurde, etwa von 10 auf 20, 30, 40 und 49: Vlel-
;~cht. wurde ,zwischen 49 und 51 eine unsichere und zwe~~elhafte 
illWirkung emer Spule auf die andere bemerkbar, doch lUcht so, 
dars Inan sie hätte messen können· als aber f' weiter wuchs, hörte 
aUch diese WirkunO' gänzlich auf. 'Bei f' = 60, 70, 80, 90, 97, 98 
und 99 b Id b f' den W wurde keine WirkunO' beobachtet, Soba a er 
?rt 100 erreichte konnte da;über dafs eine starke mittlere Kraft 
ZWIschen b 'd S' . '. Z '1' 1 mehr herrschen. ~ el en pulen wlrksam war kem weHe 
. ~ konnte eine Ablesung machen 'und dieselbe ergab (nach der 
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wuchs nun (' über 100 hinaus, so hörte die Wirkung plötzlich wieder 
auf und blieb dauernd gleich Null, bis r = 200 wurde; da konnte 
wieder ein Ausschlag festgestellt werden, aber diesmal nur ein kleiner. 
Bei weiterer Steigerung verschwand auch dieser wieder gänzlich und 
trat erst bei r' = 300 wieder auf u. s. w. 
Wir wissen aus Art. 126, dafs, wenn C und c genaue Sinus-
funktionen gewesen wären, überhaupt nur dann eine Kraftwirkung 
hätte auftreten können, wenIl die Periodenzahl genau übereinstimmte. 
In Wirklichkeit waren aber die Oktave lmd höhere harmonische 
Schwingungen abgeschwächt neben dem Grundtone vorhanden, und 
diese erzeugten schwache Wirkungen auch dann, wenn fund r' si.eh 
zu einander verhielten wie 2: 1 oder 1 : 2 oder 1: 3 u. s. w. Dies 
Beispiel ist von gröfster Wichtigkeit für jeden Elektrotechniker, der 
mit elektrischen Wechselströmen zu rechnen hat. 
130. Integrationsübungen. 0 und c seien zwei elektrische Wech~el­
ströme. Wenn nun C = Co sin q t und c = Co sin (q t ± e) ist und dwse 
beiden Sh'öme durch die beiden Spulen eines Elekh'odynamometers 
fliefsen, so zeigt das Instrument den Wert -}Coco cos e an, da dies der 
Mittelwert des Produktes Cc ist. 
Sind die Beträge C und c gleich grofs, d. h. fliefst derselbe 
Strom C = 0 0 sin (qt + e) durch die beiden (hinter einander geschal-
teten) Spulen, so zeigt das Instrument den Mittelwert von (12 an, 
nämlich den Wert: 
T 
(1) }!002 Sin2(Qt+e).dt, 
o 
lmd wir wissen aus Art. 128 dars dieser Mittelwert O'leich :J.-002 ist. 
, '" '" al Die Quadratwurzel einer derartigen Ablesung wird gewöhnlich 5 
~~etfektiver Strom" bezeichnet, sodafs also ~ Co der effektive Wert V·) 
von Co sin fJ.t ist: Die etfektive Stromstärke~ wird definiert als ruf 
Quadratwurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der ~Iomentanwert(' 
.les Stromes. 
Wenn z. B. ein Elektrotechniker von einem Wechselstrom ,on 
100 Ampere spricht, so meint er, dafs die effektive Stromstärke 
l?O A~pere ist, oder dafs 0 = 1·U,4 sin ('lt + a) ist. Ebenso bedeutet 
eme '\echselstromspannung von 1000 Volt dars v=1414sin(Qt+Pl 
y olt sein soll. ' 
Übungsaufgaben. Wie grofs ist der effektive Wert von: 
°0 + Al sin(qt + Cl) + A 2 sin (2qt + C2) + .... ~ 
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(Es ist zu beachten, dafs nur die Quadrate der einzelnen Glieder eIDen 
Mittelwert besitzen, während das Integral irgend eines anderen Pro-
duktes über eine vollständige Periode gleich Null ist). 
Antwort: 
Man beachte, dafs nach diesem Ergebnis schwache Obertöne nur 
Von geringem Einflufs auf den effektiven Wert sind. .' 
M 
=J: Ip ~I 
Fig.70. 
In Art. 134 werden wir sehen, dafs die in Figur 70 gezeichnete 
Kurve sich durch folgende Fourier'sche Reihe darstellen läfst: 
(2) 4v ) v = -1 (sinqt + tsin3qt + t sin5qt + .... 
Ojj ist dabei durch t"o bezeichnet. (fQ stellt die Zeit T dar; ferner 
ist q = 2n , 
T 
Der effektive vVert von v ist für diesen Fall: 
(3) 4v ,/ 1"" 
v = ~~2 V 1 + t + -l5 + 49 + ' , '. 
Figur 71 zeigt eine andere Kurve mit folgender Gleichung: 





. t p "", Der EJrektivwert von v 1S J.l1 = Vo und 0 Q = 1 . III 
t\ v .. , .... -,"" --- .. - . ..-'" 
e = _o_'1l + -~ + l + .... 
n 2-y2 V J Si 6 •• 
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Man beachte auch hier wieder, wie wenig Einflufs die O~ertöne 
auf das Resultat haben, welches fast allein von der Grundschwmgung 
8v.. t bh" t 11:' SIll q a ang. 
Übungsaufgabe. Es seI: 
(6) C = Co + Al sinqt + BI cosqt + ~ sin2qt + B 2 cos21]t + ... 
und 
(7) C = Co + a 1 sinqt + b1 cos qt + a 2 sin 2qt + u2 cos 2qt + .. '. 
Gesucht wird der Mittelwert des Produktes Cc. Derselbe beträgt 
(8) Coco + HAlul + Blul + A2 (lj: + B 2 b2 + ... ). 
Man wird beim Nachrechnen finden, dars Ausdrücke, wie A2b; 
oder .AtPs dabei nicht vorkommen. 
131. AB und BC seien Teile einer elektrischen Leitung. 
(Figur 72). Der Teil AB enthält den Widerstand E und keine Selbst-
induktion' BC enthält den Widerstand r 
... -------~------~-----------------~ d d' S' lb t' d kt' l Der Strom 
-.o------Jah -------------Jic------~ un le e s III u IOn . 
sei ein Wechselstrom von der Form ~I R B -7' - - 1 - C,. b d t V, 
Fig .• 2. C = 00 SIll qt. Ferner e eu en ab, 
Vbc , Vac die momentanen Spannun~­
differenzen zwischen den entsprechenden Punkten und tab, Vb', Va, 
sind die effektiven Spannungsdifferenzen. Dann folgt (vergl. Art. 118): 
Vab = Eoo ' sinqt, 
Vbc = 00 yr2 +[:lq2. sin (qt + arc tang I!) , 
Vac = Co Y(i{-t----;.)2+[2q2. sin (qt+ arctang R 1!-;:), 
-J7 _ 1 ]:J(' 
all - ~ t ~'" V2 v 
v"c = ,~_ 1'('01/ 1 +-l'~', 
r2 r 
J~,"= ~(R+1')Col/l+-- l~q'--
V2' (R+ r)' 
Man beachte, dars V"e immer kleiner ist als V. b + Vb"; die 
effektive Spannung zwischen A und' C ist stets kIeiner "als die Summe 
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Für ein Zahlenbeispiel setze man: Co = 141,4 Amp., R = 1 Ohm, 
r=0,10hm, lq = 1, und rechne damit diese Verhältnisse noch ein-
mal nach, welche bisweilen selbst einen Elektrotechniker in Erstaunen 
setzen. . 
· .132. Regel für die Entwicklung eiuer willkürlichen Funktion 
IR eme Fonriersche Reihe *). 
· Eine vorgelegte Funktion y der Zeit t habe die Periode T, sei 
Je~och im übrigen willkürlich gewiihlt. Sie werde durch die in 
Figur 73 gezeichnete Kurve dargestellt, in welcher oe die Periode T 
~ellt und BP die zu einer beliebigen Abscisse OE = t gehörende 
Or~te y ist. In G folgt 
natürlIch ein O'enau mit 
FPHG kongruentes Kurven-
stück. (An Stelle von t kön-
ne . 
· n Wll' auch x oder irgend 
€Jnen anderen Buchstaben ge-
brauchen. In der That braucht 
die Ab' . h di SClsse llIC t notwendig 
e Zeit darzustellen sondern 
kann irgend eine a~dere Be-
deutuncr B d'" . Fig.7:;. L" ", z. . leJemge emer 
~ ange haben.) Man nehme nun an, dafs y in Gestalt der nach-
oIgenden Reihe entwickelbar seI: 
(1) y = ao + a 1 sin qt + a2 sin 2qt + a3 sin 3qt + .. . 
+ b1 cos qt + b2 cos 2qt + bs COS 3qt + ... , 
wobei q in der Bedeutung gebraucht ist: 
2,..; 
q= T' 
di ~ach den Entwicklungen von Artikel 126 ist evident,. dafs .ao 
In. e nuttlere Höhe der Kurve oder der Mittelwert der FunktI~n Y .llll 
I tervall 00 ist. Man findet dieselbe gerade so, wie man die IDl~­el'e n"h" . rhrt mIt 
. 0 e emes IndlkatordiaO'rammes bestImmt. Man um a 
eUleIll Planimeter den Umrisso o FPHGCO der zwischen der Kurve 
1l1ld der Ab . d t ilt d ntsprmg' enden Pt . 1:1. SClssenaxe gelegenen Fläche un e en e . 
~ChelUnhalt durch die LänO'e T = iJ e. Liegt die Kurve ficht ge-:hn~~ Vor, kennt man jedo~h für eine Anzahl äquidistanter Werte t, 
_ a fur 3~ T, 326 T, 3_ T . .. 31! T die zugehörigen Werte y, so ad-
.______..... 36" 36 , 
*) Fortsetzung "l"on Art. 125. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
232 Koeffizientenbestimmung bei einer Fouriersehen Reihe. [II. 132 
diere man diese 36 Werte y und teile die Summe durch 36, wodurch 
eiu Näherungswert der mittleren Höhe ao gewonnen wird. Die Begrün-
dung dieser Mafsregel ist diese: Der eben gemeinte Flächeninhalt ist 
gleich dem Integrale von y. elt im Intervalle oe. Aber dies Integral 
ist zufolge (1) gleich aoT, d. h. gleich dem Integral des ersten Reihen-
gliedes; denn die Integrale aller übrigen Glieder wie G1 sinqt· dt oder 







für alle ganzen Zahlen s > O. 
Weiterhin stellt sich G1 als doppelt genommene mittlere Höh~ 
derjenigen Kurve dar, deren Ordinaten durch Multiplikation der Or.dl-
naten in Figur 73 mit sin qt entspringen. Multipliziert man nämhch 
in Gleichung (1) alle Glieder mit sin q t . d t und integriert sodsnn 
zwischen 0 und T, so folgt mit Benutzung von Artikel 127: 
T T 
(2) !ysinqt. dt=ü + a1!sin2 qt. dt+ 0 + 0 + ... =} alT. 
o 0 
Teilt man das links stehende Integral durch T, so ergiebt sich die 
mittlere Höhe der genannten Kurve, sodafs in der That das Doppelte 
dieser Höhe gleich G1 ist. In analoger Weise findet man: 
T 
(3) .fycosqt. dt = ib1T. 
o 
Ganz entsprechend ergiebt sich aus den Prinzipien des Artikel 127, 
dars a. nnd b, gleich den jeweils doppelt genommenen Mittelwerten 
,-on ysinsqt nnd ycossqt im Intervall oe sind: 
14) 
\ 





133. In der Zeitschrift "Electrieian" vom o. Februar 1892 ent-
wickelte der Verfasser ausführlich die Methode zur Berechnung der 
Koeffizienten a., b., falls die Werte der Funktion y für die oben schon 
genannten 36 Werte 3\ T, 326 T, ... gegeben sind. 
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In der gleichen Zeitschrift vom 28. Juni 1895 beschrieb der Ver-
fasser eine' graphische lUethode zur Bestimmung der Koeffizienten, 
welche namentlich empfehlenswert ist, falls eine willkürliche Funktion 
durch ihre Kurve gegeben ist. 
Leser, welche die genannten Arbeiten nachsehen, mägen beachten, 
dars die zur Bestimmung der einzelnen Koeffizienten erforderlichen 
Koordinaten ohne Mühe berechnet werden und ebenso leicht die 
Kurven gezeichnet sind. 
In dem a. a. O. betrachteten Falle war die ursprüngliche Kurve, 
welche die Abhängigkeit der Funktion y von der Zeit t darstellte, 
auf der Mantelfiäche eines Kreiscylinders aufgetragen, dessen Umfang 
gerade der Periode T entsprach. Alsdann wurde die Kurve auf eine 
durch die Cylinderaxe und den Punkt t = 0 gelegte Diametralebene 
pro~~z!ert. Der doppelt genommene Inhalt der Fläche zwischen der 
prOjIzIerten Kurve und der Abscissenaxe, geteilt durch den Cylinder-
umfang T, liefert a1• Indem man auf eine gegen die erste Ebene 
senkrechte Diametralebene projiziert, findet man entsprechend bl' Hier-
auf hat man die Kurve in der Richtung der Abscissenaxe derart zu 
dehnen, dafs sie sich erst nach wiederholten, sagen wir gleich allgemein 
nach s Umläufen um den Cylinder schliefst, anstatt nach einem Um-
laufe. Projiziert man alsdann wieder wie oben, teilt jedoch den dop-
pelten Flächeninhalt durch den s-fachen Umfang sT, so entspringen die 
Werte a. und b. *). 
. Vermittelst des harmonischen Analysators von Henrici, beschrieben 
III den "Proceedings 01' the Physical Society"**), gewinnt man die Koeffi-
--~--
*) Die im Texte entwickelte Methode gründet sich auf die Gleichung: 
T ({, =;,Jy sin sqt· dt=- S;l,jYd(COSSqt) = - 8~fYd (cossqt). 
o 
di Zeichnen wir eine Kurre, bei welcher der (zur Zeit t vo.rlieg~nde) W~rt: Y ~ der Abscisse cos sqt korrespondierende Ordinate ist, so WIrd die zugehonge 
IlUt einem Planimeter auszumessende Fläche durch - sn geteilt, den Wert a, er-
geben. ' 
Eine analoge Bemerkung knüpft sich an die Gleichung: 
b = l!Yd(Sinsqt). 
• sn 
Die entwickelte graphische Methode benutzt man auc~ mit Vorteil be~ 
'Euder:veitigen Entwicklungen willkürlicher Funktionen in Reihen~!, z. ß.fo~ nt~cklungen, die nach Kugelfunktionen oder Besselschen Fu IOnen 
sChrelten 
.') M' . h ~r d 11 etr" von \\' Dvck IM- . an vergl. auch den "Katalog mathematlsc er "Uo e e _. . '. 
, unehen 1892), pag. 125 und 213. 
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zienten sehr schnell und genall. Die Methode von Wedmore, welche 
im "Journal of the Institution of EleGtrical Engineers" im März 1896 
veröffentlicht wurde, scheint mir auch sehr schnell vom Ziele zu führen, 
wenn man für eine Reihe äquidistanter Werte t die zugehörigen 
Funktionswerte y kennt. 
134:. Ist eine periodische Funktion durch eine Kurve gegeben, 
die sich aus Stücken gerader Linien zusammensetzt, wie z. B. in den 
Figuren 70 und 71 (S. 229), so können wir die Koeffizienten der 
Fourierschen Entwicklung auch leicht durch direkte Integration be-
stimmen. Wir führen dies für 
die dem Elektrotechniker wohl-
bekannte Kurve aus, welche in 
FiO"ur 74 geO"eben ist. Hier 
'" '" }'ig. H. gilt Y = OA = 2vo konstant 
im Intervall von t = 0 bis t = 01> = 1 T, weiter ist y konstant = 0 
1m Intervall von t = OP = ~-T bis t = OQ = T. Offenbar hat man: 
"f'l'T a.=-p 2vosinsqt.dt, 
o 
'/. l' 
b.= -;,f2-Vo cossqt· dt, 
o 
4vo T [ 2:n: J'I.T 
a. = - T - 2sn cos s 'r- t 0 - , 4vo T [. 2:n: J'!<T b. = -y· 2sn sm S T t 0 ' 
') 1 0 für gerades s, a·=-~s~(cossn-cosO)= 4v
o 
f.· d 
S 1r ur l1llgera es s, 
b 2vo ( . . 
• = s;; smsn - smO) = o. 
Die durch Figur 74 dargestellte Funktion O"estattet hiernach die 
folgende Fouriersche Entwicklung: '" 
(1) Y = '/:0 + 4~0 (sinqt + -tsin 3qt + t sin 5qt + ... ). 
J: :: 
Fig.75. 
Verschiebt man die in Figur 74 dargestellte Kurve soweit nach 
~ten, dars der Null~unk~_in d~r Mitte von OA liegt, so entspringt 
die Anordnl1llg der Figur 4:J. Hier haben wir eine Funktion y, welche 
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in .. der ersten Hälfte der Periode konstant gleich vo, in der zweiten 
Halfte konstant gleich - Vo ist, und die weiterhin immer nach Ver-l~uf einer halben Periode eine entsprechende plötzliche Änderung er-
fahrt. Zur Darstellung dieser Funktion y haben wir in (1) rechter 
Hand blofs Vo zu subtrahieren, sodafs wir gewinnen: 
(2) Y = 4;0 (sin qt + t sin 3qt + t sin 5qt + ... ). 
Verschieben wir nunmehr im Sinne der x-Axe nach links, sodafs 
der neue Nullpunkt mitten zwischen 0 und P gelegen ist, so hat 
man zur Darstellung der neuen Funktion y in der letzten Gleichung 
t + t T anstatt t zu setzen. An die Stelle von sin sqt tritt dem-
entsprechend: 
sin sq (t + 1 I) = sin s ~'!. Ct + t T) = sin (sqt+ s~). 
Dieser Ausdruck wird, da nur ungerade s zur Geltung kommen, 
= j[ cos sqt für s = 1, 5, 9, 13" . " 
= - cossqt für s = 3, 7, 11, 15", '. 
Infolge dessen besitzt die neue Funktion die Entwicklung: 
y =:4;0:ccos qt - t cos 3qt + teos 5qt - t cos 7 qt + . , .), 
135. Zur Darstellung einer periodischen Funktion von x für 
alle endlichen Werte der Variabeln liegt es immer am nächsten, sich 
solcher Reihen zu bedienen deren einzelne Glieder bereits eben diese Pe~iode haben. Die trigon;metrischen Funktionen sind die einfachsten 
rno~ischen Funktionen, und deshalb liefern die Fourierschen Reihen 
1e elllfachsten ReihendarsteIlungen der gedachten Art. 
136. Sind die Werte von y als Funktion von x für alle x im ~tervall vpn.Q bis c gegeben, so kann man y in eine Reihe nach 
8IDns allein oder in eine solche nach Cosinus allein entwickelD. Wir 
sehen hier das Intervall in dem die Funktionswerte gegeben sind, 
als die Hälfte einer vollen Periode an. Man wird alsdann hinter-h~r aus der ReihendarsteIlung selber leicht erkennen, welche ~erte 
die Funktion in der anderen Periodenhälfte annimmt, In den bIsher 
betrachteten Fällen war y stets im O'anzen Periodenintervall und damit ~ 0 Ur alle Werte von x gegeben. 
1. Wir setzen für die Funktion y die Entwicklung an: 
y = a1 sinqx + (l2 sin2qx + aa sin3qx + "', 
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Multiplizieren wir diese Gleichung rechts und links mit sinsqx·dx 
und integrieren zwischen den Grenzen 0 und c, so verschwinden rechter 
Hand alle Glieder bis auf: 
c 
Ja. sin2 sqx· dx, 
o 
welches sich zu t ([. C bel'echnet, sodafs sich a. als der doppelt. ge-
nommene Mittelwert von y. sin sqx im Intervall von 0 bis c erglebt. 
Nimmt man z. B. für y den konstanten Wert rn, so ist: 
c 
(( = 2_Jm sin sqx·dx = - 2m [cos SqxJ" 
• c csq 0 
o 
2m f = ~~ für ungerades s, I 
a'=-cqs(cossöt-l)) sn 
Hieraus ergiebt sich: 
t = 0 für gerades s. 
m =~:t (sinqx + tsin 3qx + t sin 5qx + .. -). 
Übungsaufgabe. Man entwickele die im Intervall von x=Ü bis x~c 
durch y = mx gegebene Funktion in eine Reihe nach Sinus: 
mx = ((1 sin qx + ((2 sin 2qx + U3 sin3qx + .. " 
wo wieder CL = ~ ist. 
e 
Für a. findet man: 
C 
e(. = !fmx sinsqx. dx= ~~ [sinsqx- sqx. cossqxJc. 
c s'q'c 0 
o 
Wegen des hier auftretenden Integrals sehe man die Formel 70 in Artikel 271. 
Es folgt: 
2mC(. n 2n 3n ) 
'In X = -- SIll - X - * sin - x + 1 sin--- x _ .. , • 
n C - C ~ c 
II. Es gelte jetzt die Entwicklung: 
y = bo + b1 cosqx + b2 eos 2qx + ba eos 3qx + .... 
Hier ist offenbar bo der Mittelwert von y im Intervall von 0 bis c. 
Wie oben bestätigen wir, dafs b der doppelt etenommene Mittelwert 
• • I:> 
von ycossqx Im genannten Intervall ist. 
''c • . . durch (bungsaufgabe. ~an entwickele .Jetzt die im Intervall >On 0 biS ~ htlich 
Y = 1/1,1; gegebene: FunktIOn in eine Reihe nach Cosinus. Hier ist ersle 
bo = t mc, und WH' finden: 
//IC 4/11 ( 1 
Y = ') - - COB qx + - cos 3ax + 1, cos 5qx + ... ). ~ n 9 ~ 2a 
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137. In Artikel 118 haben wir eine Gleichung für einen elek-
trischen Strom entwickelt. Es stellte sich dabei noch ein sehr kleines 
mit wachsendem t schnell verschwindendes Glied im Ausdruck für 
die Stromstärke C ein; wir werden dies Glied auch hier wieder ver-
nachlässigen. Man beachte nun, dafs, wenn V nicht eine einfache 
Sinusfunktion der Zeit, sondern eine kompliziertere periodische Funk-
tion ist, jedes neue Glied in der Entwicklung von Vein entsprechendes 
Glied von der gleichen Periode in der Darstellung der Stromstärke C 
nach sich zieht. Hat man also: 
00 
(1) V = Vo + ~ Vs sin (sqt + es)*), 
8=1 
so wird für C die Darstellung entspringen: 
12) 
Ist Lq sehr grofs im Vergleich zu B, so haben wir näherungs-
weise: 
'" (3) V ~ V C = i{ - ~ LsSq cos (sqt + eJ 
3=1 
Wählt man somit für V die durch die Kurve der Figur 74 (S. 234) 
dargestellte Funktion: 
(4) V = v, + 4!"Q. (sinqt + ~ sin 3qt + ... ), o % 3 . 
so ergiebt sich für C: 
CI Va 2V.l' ( t 1 3 t + 1 ~ t + .) . =. - --'". cosq + -COS q q_COSi.Jq . ". R %. L 9 ., . 
Diese Funktion wird durch die in Figur 71 (S.229) gezeichnete 
T 
wenn man den Nullpunkt nach der Stelle 4 KUlTe versinnlicht , 
verschiebt. 
138. Wenn ein Elektrizitätswerk für eine Hausbeleucht~ 
oder für einen Motor elektrische Energie zu liefern hat, so bemifst 
es die Leistung P in Watt als den Mittelwert des Produktes Vf', 
*) Das "Summenzeiehen" j bedeutet, dafs der unter deml'elbt>u stehende 
.=1 
Ausdruck für s = 1, 2, 3, .... gebildet werden soll, und dafs alle 80 enhpringen· 
den Ausdriicke zu addieren sind. . 
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~=~= -------- -
wobei C den Strom in Ampere und V die wirksame Spannung in 
Volt bezeichnet. 
Nun sei V = Vo sinqt und C = Co sin (qt = ('). 
Dann ist P = t Co Vo cos e, d. i. gleich dem halben Produkt d.er 
beiden Amplituden multipliziert mit dem Cosinus des Phasenverschill-
bungswinkels (vergl. Nr. 23, S. 213). 
Wir können die Leistung messen, indem wir den Strom C dur~h 
die feste Spule eines Wattmeters schicken, während die Spannung m 
der anderen, beweglichen, Spule einen Strom c erzeugt. Ist r der 
Widerstand dieser letzteren Spule und 1 ihre Selbstinduktion, so er-
halten wir für den in ihr entstehenden Strom: 
(6) C = - __ l~o ___ sin(qt = arc taner1q). 
Vr' + l'q' Ör 
Das Drehmoment der Spule (welches allein der Messung zugän~­
lieh ist) wird nun erzeugt durch die bei den Ströme C und c. WIr 
messen also eigentlich nicht den Mittelwert von Cv, sondern den von 
Ce, nämlich: 
1 GoVo ( lq) 
-. ,;=-==-_-_ cos e = arc tang . 
" v r' + l' q' r 
Gewöhnlich ist indessen bei diesen Instrumenten der dünndräh-
tigen Spule ("Spannungsspulei~ ein grofser induktionsfreier WiderstaD.~ 
vorgeschaltet, und man macht dadurch den Wert lq im Vergleich !In 
r so klein, dafs sein Quadrat gegen t·2 vollständig vernachlässigt werden 
kann. Ist dies der Fall, so gilt die Beziehung: 
WIr 
Scheinbare Energie eos (e = are tang ~) 
Wahre Energie ~--- cos e ~-. 
Nun beachte man, dafs are tano- lq ein sehr kleiner 
'" r 
wollen ihn IX nennen. Dann ist: 
Winkel ist; 
~eh~i~ b3,J"e EnCl"gie = cos e . cos C{ + sin e . sin « . . 
Wahre Energie = ------cose----- -- --- = cos IX + sm a' tange 
Dabei ist cos IX praktisch = 1 und sin IX sehr klein - infolge dessen 
möchte man wohl im ersten Au!Yenblicke erlauben dafs wir auch das 
Resultat nahezu gleich 1 setzen "'können. Das trifft aber nicht unter 
allen Umständen zu. 
. Ist nämlich c nahezu gleich 900, so wird die Tangente ?es 
Wmkels. aufserordentlich grofs und in diesem Falle kann die sehejJl-
bare LeIstung sehr viel gröfser sein als die wirkliche. 
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Indessen ist dieser Fall, dafs e sich einem rechten Winkel nähert, 
~elten. .Er kommt nur vor bei Spulen von grofsem Durchmesser ohne 
J~des ~lsen, wenn auch noch Vorsichtsmafsregeln getroffen sind, um 
dIe WIrbelströme zu vermeiden. Bei einer gewöhnlichen Drosselspule 
oder einem unbelasteten Transformator (wo e theoretisch = 90° werden 
sollte) bewirkt der Einfiufs der Hysteresis, dars dieser Winkel nicht 
über etwa 74° hinaus wächst. 
. 139. Instrument zur Messung der wirklichen Leistung. Es 
SeIen E G und GD zwei über einander gewickelte Spulen eines Watt-
meters, welche seinen festen Teil bilden, und DB die bewegliche 
Spule. Der Strom C + c tritt bei E ein und ßiefst nach G. Ein 
Teil des Stromes von der Stärke c Ampere (J+c F C A 
durchfliefst dann den induktionsfreien Wider-
stand G F von R Ohm; der Teil C fiiefst 
dagegen von G nach D von dort nach B , 
und dann zu den Lampen oder Motoren. 
Der Momentanwert des Produktes R· c . C 
charakterisiert die momentane Nutzleistung. E 
Die Spulen E G und GD sind nun sorg-
fältig so justiert, dafs bei c = 0 und bei Ver- Fig. 76. 
wendung von Gleichstrom die bewegliche Spule DB keine Ablenkung 
erfährt. Schliefsen wir jetzt den Stromzweig G F, so erzeugt die 
kombinierte Wirkuno- des Stromes C + c (in der Spule EG) und des 
S.tromes C in der Spule GD auf den Strom C in der Spule DJ;1 
ellle Kraft, resp. ein Drehmoment, dessen Gröfse proportional mIt 
c, C ist; der Ausschlag des Instrumentes ist daher der Leistung 
genau proportional. 
Nehmen wir anstatt des Gleichstromes Wechselstrom, so gelten 
genau dieselben Überlegungen, sofern nur die Entstehung von Fou-
cault-Strömen vollständig verhindert wird. 
HO. Ein magnetisches Feld in der Richtung der x-A~e mö~e 
seine Stärke nach dem Gesetz X = a sin qt ändern, worm t die 
Zeit bedeutet. Ein anderes Feld in der Richtung der y-Axe, welches 
rechtwinklig zu dem ersteren steht, folge dem Getetze: Y = a cos qt. 
In irgend einem Augenblick ist dann das resultierende Feld: 
R = yX 2 + y2 = a 
und also gleich einer Konstanten und bildet mit der x-Axe einen 
, r 




240 Rotierendes magnetisches Fphl. [II. HO 
Wir erhalten also ein konstantes :F('ld R ~ das mit einer kon· 
stanten Winkelgeschwindigkeit q umläuft. 
Haben die Einzelfelder eine Phasenverschiebung gegen einander: 
X = (/1 sin (qt + cl I 
r = (/2 sin (qt + "2)' 
80 empfiehlt es sich, die Zusammensetzung graphisch vorzunehmen: 
Das resultierende Feld wird dann nach Gröfse und Richtung durch 
den Radiusvektor einer Ellipse dargestellt, welcher in gleichen Zeit· 
räumen gleiche Flächen bestreicht. 
Es seien 0 X und 0 Y in Fig. Ti die heiden erwähnten Ri~h. 
tungen. Wir ziehen OA1 in der Hichtung OX und machen es gleich 







sei YOP der WI'nk 1 W"l T • • 'ne groJ'se 
. e cl' Ir tel en nun den KreiS m el . en 
Anzahl gleICher Teile, wobei wir von P ansO'ehen und bezelchn 
dieTilunkt· "" . heu 
. pe p e mIt 0, 1, 2, 3 u. s. w. Von diesen Punkten aUS Zle 
Wll" arallelen zu 0 y. 
. In gleicher Weise machen wir 0 A. in der RichtunO' 0 y gleich lIj. 
Wir b hr" _.2 '" wjnkel 
esc eIben emen Kreis mit 0 A
2 
als Radius, tragen den 
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X'OQ = C2 ab und teilen auch diesen Kreis durch die PunJde 0, 1, 
2,.3 u. s. w. in die gleiche Anzahl Teile wie den ersten. Nun ziehen 
WIr von diesen Punkten Parallelen zu 0 X, welche die vorhin ge-
Zogenen korrespondierenden Parallelen zu 0 Y schneiden, Der Radius-
vektor des Schnittpunktes zweier entsprechender Linien stellt - für 
d~ll durch die Ziffern angedeuteten Augenblick - nach Gröfse und 
RIChtu,llg das resultierende magnetische Feld dar, 
Ll~gen 0 X und 0 Y nicht rechtwinklig zu einander, so behält d~,ch. dl~ eben angegebene Anweisung für die Konstruktion ihre 
GültIgkeIt bei. 
Teilen wir 
so erhalten wir 
den Kreis 0 A2 nur in halb so 
die Kombination eines Feldes: 
mit einem zweiten: X = al sin (qt + Cl) 
viele Teile als OAl, 
Y = a2 sin (2qt + C2)' 
Wünschen wir die Kombination von zwei Feldel'll X und Y dar-
zustellen, wenn heide O'anz beliebiO'e periodische Funktionen von ver-
h· d Ö Ö sc, Je ener ]1'orm und verschiedener Periodenzahl sind, so zeichnen 
:VIr auf den beiden Feldaxen 
Je eine volle Periode auf (F' ~ . 
. Jg. 18). DIe Kurve zwi-
~ch~n .L"'I[2 und ~ stelle eine 
.erlOde des Y-Feldes dar, 
dIe Kurve zwischen Mund 
~Vl eine Periode de~ X-
Feldes M C\T d 71.4'" C\T 
. : 2 1v2 un .Lt.Lllv l 
sllld dIe bei den periodischen z· eIten, Sind nun P und p, 1 
,2. zWm Punkte auf den 
/)~Iden Kurven, welche zu 
p 
l'ig .• 8. elllelll und demselben Zeit-
lUoment gehören so ziehen 
wir eine Horizo~tale durch P. und schneiden sie mit einer durch PI 
ge,legten Vertikalen im Punkt: Pi 'dann giebt OP für diesen Augen-
blIck das resultierende ma"'netische Feld nach Richtung und Gröfse 
an. Man führe diese Ko~struktion sorgfältig durch, Sie ist an-
we~db~r auf alle möglichen Aufgaben über d~e ~usammensetzun~ 
perIodIscher VorgänO'e nicht nur auf die KombmatlOn von magnetI-
!lehen Feldern, Ö , 
,141. illechanisehe Schwingungen. Der Studierende möge sich 
dann üben, die Gleichung (1) in Art, 119 aus der mathematischen 
p. r r y, höhere Analysis. 16 
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Formelsprache in die Ausdrucksweise des Laien zu übertragen. Wir 
setzen voraus, dafs er das gethan hat, und wollen jetzt die Bewegung 
ß eines Körpers von W Kilogramm Gewicht betrachten, 
welcher an einer Feder hängt. Die Stärke der Feder 
sei so gewählt, dafs eine Kraft von 1 kg sie um h cm 
verlängert. 
Wir nehmen an, dafs der Körper vertikale Schwi~-
0------ gungen ausführt. Wenn er in der Lage ce liegt (Fl-
gur 79), x cm unterhalb seiner Gleichgewichtslage 00, 
c----- (von wo er sich etwa noch weiter abwärts bewege), 
Fig.79. so ist die Kraft, welche ihn in seine Gleichgewichtslage 
zurückzuziehen versucht, gleich -h- kg. Nun ist die Masse des schwingen-
den Körpers gleich W (die Masse der Feder wollen wir vernachlässigen; 
wir könnten sie au~h dadurch berücksichtiO"en dafs wir ein Drittel 
derselben zu der Masse des schwingenden Kö~pe~s addieren). Folglich 
gilt die Gleichung: i· Beschleunigung = -h 
Die Beschleunigung ist demnach gleich ~h; SIe ist also propor-
tional mit x, sodafs die Gleichungen des Art. 119 zutreffen. 
Unser Wert ';h steht jetzt für q2 in Gleichung (1), und Glei-
chung (2) zeigt uns folglich das Gesetz welches die Werte x und t 
mit einander verknüpft. ' 
Man beachte dabei wohl dafs das Pluszeichen in Gleichung (1) 
richtig ist: Der Körper bew~gt sich abwärts und x wächst, sodafs 
dx T· . d'x . 0 Ü POSI IV 1st; dagegen 1st dt2 negativ, weil der Körper SIch um s 
langsamer bewegt, je gröfser x wird. 
142. Angenommen, auf den schwingenden Körper wirke aufser 
der Kraft der Feder noch eine bremsende Kraft welche seiner Ge-
h . d· k ·t· 'dX . t. 
sc WIll Jg el proportional, nämlich, in kg gemessen, gleich b Ifi 18 
Diese Kraft wirkt in derselben Richtung, wie die Kraft ~, d. h. 3uf-
wärts, nach der Gleichgewichtslage hin; folglich können wir schreiben: 
(1) ~ ~·x + b ll.x ~ _ 
gdt' dt+h- Ü. 
Wir werden später sehen, welche Beziehung bei dieser ge-
dämpften Schwingung zwischen x und t besteht. 
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143. Wir wollen nun annehmen, dafs bei dem letzten Beispiele 
der AufhängllDgspunkt B ebenfalls Schwingungen ausführt. In dem 
Augenblicke, wo sich der Körper x cm unterhalb seiner Ruhelage be-
findet, sei der Punkt B um y cm gegenüber seiner ursprünglichen 
Lage nach unten verschoben. Die Feder hat sich dann in Wirklich-
keit nur um (x - y) cm verlängert, und die nach oben wirkende 
Federkraft beträgt also nur ~--;: Y kg. Infolge dessen wird an Stelle 
Von (1) jetzt die folgende Gleichung treten: 
(2) W d'x dx x Y i dt2 + b dt + h ='t-' 
. Nun möge die Bewegung y als eine Funktion der Zeit gegeben 
sem; gesucht sei x ebenfalls als eine Funktion der Zeit. Die Be-
wegung y veranlafst eine Bewegung der Masse n~ die wir als er-
z~lln~ene Schwingung zu bezeichnen pflegen. Ist y = 0, so erhalten 
Wlr dIe natürliche oder freie Schwingung des Körpers. 
Wir geben dieses Beispiel nicht, um es jetzt sogleich zu lösen, 
obwohl das nicht übermäfsig schwer wäre; sondern wir wollten den 
Leser mit Differentialgleichungen vertraut machen und ihn dazu an-
regen, dieselben aus der Formelsprache in Worte zu kleiden. 
144. Pendelschwingungen. Es bezeichne it den Winkel, um 
welchen sich ein fester schwingender Körper (etwa die Unruhe einer 
T~schenuhr) von seiner Gleichgewichtslage entfernt hat; ferner sei J 
sem Trägheitsmoment in Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt 
gelegte Axe, und Hit die Summe der Richtkraftmomente in Bezug 
auf dieselbe Axe. Endlich sei F ~~ das Moment der Reibungskräft.e, 
welches proportional mit der Geschwindigkeit angenommen wird. 
Dann ist: 
(3) Jd'~ + Fd~_ + Hit = Hit', 
dt' dt 
Wobei it' den erzwungenen Winkelausschlag des Gehäuses oder Rahmens 
bedeutet, an dem die Spiralfedern oder die sonstigen richtenden Kräfte 
befestigt sind. 
146. Die folgende Aufgabe ist ein ganz besonders lehrreiches 
Beispiel einer erzwungenen Schwingung. Wir greifen zurück auf 
Beispiel 1 des Art. 98, wo wir eR als die Spannungsdifferenz an 
den Enden eines Stromkreises fanden welcher die bei den Belegungen 
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Stromkreis die Selbstinduktion L mit in Rechnung, so ergiebt sich 
für die Spannung v die Beziehung: 
(4) r=IW+Ll'!.J.. dt 
Wir können aber noch weiter gehen und den Fall betrachten, 
dafs ein Wechselstromgenerator mit der elektomotorischen Kraft e 
auf diesen Stromkreis wirkt. Dabei soll Ilie Richtung der Spannung 
e positiv gerechnet werden, wenn sie den in Figur 58 eingezeichneten 




de RC + L ,/I = 1".- I'. 
Nun sahen wir aber, dafs der Strom gegeben ist durch: 
O=_K dv . 
dt 
Wir setzen diesen Wert für () in (5) em und erhalten: 
dv d'v 
- BK dt - LK dt" = I" - I', 
d"l: . rlv 
LK 1ft' + RK ,It + I' = I. 
Nun sei e als eine Funktion der Zeit O"e<teben und v als Funk-
t" d Z' b b 'd I tzten 1O~ • er eIt gesucht. Dann haben wir wieder eine den bel en e die 
Beispielen ganz analoge Beziehung. Die Spannung e veranlafst r-
Entsteh~g eines erzwungenen Wechselstromes. Ist e = 0, so ,e , 
halten wir nur die natürliche Schwingung des Systems, Haben Wir 1 
gefunden, so ergiebt sich C aus Gleichung (6). 
146., W enn w~r (7) mit (2) oder mit (3) vel:gleichen, s:c;~: 
kennen Wir sofort die Analogie zwischen einem schwmgenden m , 
. h S ' d' Glel-llISC en ystem und einem elektrischen. Wir brauchen 1e 
chungen nur folgendennafsen unter einander zu schreiben: 
(8) lV d" x dx x 1. . .) 
9 dt2 + b df + "h = ~ (mechamsche Schwillgung. 
(9) L d'v dv v e . ,) 
. . dt' + R elt + 1( = K (elektnsche SChWlllgung" 
D' M W . ten L, le asse entspricht dem Selbstinduktionskoeffizlen 
D ' . 9 . 'ellt 
d er Relbu~gswlderstand pro Einheit der Geschwindigkeit e~tsptlder 
Sem elektnschen Widerstande R. Die Verschiebung x entsprlC~t ken, 
pannung v; um die Analogie scheinbar noch konekter ausZudruc 
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können wir auch v als den Quotienten aus Q, der "verschobenen" 
El~ktrizitätsmenge, und K, der Kapazität, betrachten. Die Nachgiebig-
keIt h der Feder entspricht der Kapazität K des Kondensators. Die 
erzwungene Verschiebung y entspricht endlich der erzwungenen elektri-
schen Spannung e des Generators . 
. 147. Die vollständige Lösung von (8) oder (9), d. h. die For-
muherung von x oder v als Funktion von t, mufs offenbar die beiden 
folgenden Spezialfälle mit einschliefsen : 
1. Den Fall, dafs y oder e gleich 0 wird. Dann haben wir die 
natürliche Schwingung des Systems, welche je nach der Gröfse des 
mechanischen bezw. des elektrischen Widerstandes langsamer oder 
schneller verschwindet. 
Wir werden später die Untersuchung dieser Schwingungen wieder 
aufnehmen. Es wird aber auch jetzt schon ohne weiteres einleuchten, 
dars für y = 0 oder e = 0 unsere Gleichungen zeigen, was eintritt, 
Wenn das System sich selbst überlassen wird. 
2. Die allgemeine Lösung murs ferner den Fall mit einschliefsen, 
dafs nur die erzwungenen Schwingungen eintreten. Durch Summie-
rung beider Einzelschwingungen, der freien und der erzwungenen, 
kann man natürlich auch umgekehrt wieder die Gesamtbewegung er-
halten (vergl. Art. 152). 
148. Erzwungene Schwingungen. Da die mechanischen und 
elektrischen Vorgänge einander analog sind, so können wir hier unsere 
Betrachtungen auf eine der heiden Gruppen beschränken. Wir wählen 
dazu diejenige, welche unserer Anschauung näher liegt, also die 
mechanische. Wir wollen vorläufig von dem Einfiufs der Reibung 
absehen und auch die natürlichen Schwingungen vernachlässigen, ob-
wohl dieselben eigentlich nur dann unbeachtet gelassen werden dürfen, 
wenn etwas Reibung vorhanden ist. 
Die Gleichung (8) geht beim Fehlen der Reibung über in: 
(10) d'x 9 9 (Ü' + Wh x = lVh y. 
Nun sei y = a sinqt die Bewegung, welche dem oberen Be-
festigl.1ngspunkte der Spiralfeder, an der W hängt, aufgezwungen 
wird. Ist y irgend eine kompliziertere periodische Funktion von t, 
so entwip,keln wir dieselbe in eine Fouriersche Reihe und behandeln 
jedes Glied derselben einzeln; so können wir jede verwickelte Be-
wegung auf den anO'enomme;nen einfachen Fall zurückführen. Für 
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J: = b sin (q/lfrh + lII) , 
worin bund m ganz beliebige Werte haben können. 
Es ist zweckmäfsig, für den Ausdruck :h die Bezeichnung n~ 
einzuführen, da wir aus demselben die Quadratwurzel zu ziehen haben. 
Dann ist n gleich 2 rr mal der Periodenzahl der natürlichen Schwingung 
von W, und WIr schreiben also die Gleichung (10) besser in folgen-
der Form: 
(11) d2 X 2 2 2' t elf' + n x = n y = n I/Slllq . 
Nun wollen wir annehmen, dafs es eine Lösung der Gleichung 
VOll der Form: 
giebt. Dann ist: 
:1: = A . sinqt + B· COSII' 
d'x A 9' B 9 t at2 = - Ir' Slllqt - (r· cosq . 
Die~e beiden Ausdrücke tragen wir in (11) ein und erhalten durch 
GleIchsetzen der Koeffizienten von sin IJ t und cos q t : 
'n 2 a A = -,- , 
11"-(1" 
nnd 
- B q2 + n2B = 0; B = 0 (wenn nicht n = q ist). 
Unsere Lösung lautet demnach: 
(12) n'J a . ;( =. , Sin (1 t. 
"11--'1- 1 
r •• Diese Gleichung zeigt, dafs die erzwungene Schwingung d~ 
Korpers W synchron mit der Bewegung des Aufhängepunktes e 
folgt· ih e A l't d " 1 ~ I die des 
, r mp 1 u eIst llldessen ., mal so grOlS, a s 
Aufhängepunktes. 1 - 1): 
11" • Be-
Nun wollen wir ein wenig mit Zahlen rechnen um uns die 
deutung der Lösung noch mehl' zu veranschaulichen. Wir setzen 
a = 1 und nehmen für fJ der Reihe nach kleine und Cfröfsere Zahlen-
"11 ö 
werte an. So bedeute z. B. q = 1 dals die natürliche Schw~ 
11 10 , d 
T
10 
mal so schnell erfolgt als die erzwungene In der folgen an 
abelle sind d' A l' ' . . anunPU" Ie mp Ituden der erzwungenen SChWlllgung zus 
gestellt welche . h f" d" q ergeben: 
, SIC ur 1e verschIedenen Werte von ·;/1 
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Amplitude j;! Amplitude 
q der I:
i 
q I der 
11 ! Bewegung I! n I Bewegung von W 11 von lV !. 
0,1 1,01 
11 
1,0 I 00 0,5 1,333 1,01 -50 
0,8 2,778 1,03 ! -16,4 0,9 5,263 1,1 4,762 
0,95 10,26 1,5 0,800 
0,97 16,92 2,0 0,333 
0,98 25,25 5,0 0,042 
0,99 50,25 10,0 0,010 
Man beaChte, dafs bei sehr kleinen Werlen von !l die Amplitude 
d 11 d~r erZWungenen Sc~wingung fas~ genau gl~ich ~ wird. Ist also 
e e~zwungene Schwmgung gegenuber der freIen eme sehr langsame, 
so Wird die Bewegung des Körpers W fast eine genane Kopie der Be-
w~gu~g des Aufhängepunktes; die Feder und W bewegen sich dann 
;le e~n starrer Körper. Nimmt aber die Periodenzahl der erzwungenen c~wmgung zu, so wird die Bewegung von Weine genaue Ver-
grofsernng der Bewegung von B; wird die erzwungene Periode 
nahe.zu gleich der natürlichen, so müfste diese Vergröfsernng ins Un-e~dhche wachsen. Nur die nie ganz vermeidbare Reibung hält dann ~~e A~plitude der Schwingung in endlichen Grenzen. Ist dagegen 
le Zeltdauer der erzwunO'enen Periode kleiner als die der natürlichen, 
so eilt TV immer eine h~lbe Periode hinter B her, und ist auf dem h·· h /c sten Punkt seiner Schwingung angelangt, wenn B sieh an der le.~sten Stelle befindet. Wird die erzwungene Periodenzahl mehrmals 
gr~fser als die natürliche, so bleibt die Bewegung von W nur sehr 
klem; der Körper befindet sich dann nahezu in Ruhe. 
. Der Konstrukteur eines Erdbebenregistrierapparates braueht 
eillen Fixpunkt, welcher sieh nicht mit bewegt, wenn alles übrige 
s:hwankt. Für die vertikale Bewegung ist bei dem zuletzt betrachteten 
verhältnis der beiden Schwingun!tSperioden Wein derartiger Fixpunkt. 
Auch der Fall, dafs die natürliche und die erzwungene Periode 
l~ahezu übereinstimmen, ist von praktischer Bedeutung: Bei musika-
lIschen Instrumenten ist er die Vorbedingung für das Auftreten der 
Resonanz. Bei unseren Hängebrücken suchen wir ihn ängstlich zu 
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Bei Wechselst1"Omdynamos erzeugt er das gefürchtete "Aufsertrittfallen". 
Bei rythmischen Windstöfsen, deren Periode unglücklicherweise mit 
der natürlichen Schwingungszeit eines Schornsteines zusammenfällt, 
hilft auch die sorgfältigste Vorausberechnung der Stabilität nichts: 
So könnten wir leicht zwanzig interessante Beispiele anführen, bel 
denen das oben entwickelte Prinzip in den Überlegungen des prak-
tischen Ingenieurs benutzt wird. 
Der Leser mag nun die Analogie in 
Vorgänge selbst durchrechnen und die 
studieren. 
BezuO' auf die elektrischen 
o 
Hertzsehen Schwingungen 
14:9. Schwingung eines Dampfmaschinen-Indikators. Der Aus-
schlag des Schreibstiftes soll für jeden Augenblick genau die Gröfse 
des Dampfdruckes auf den Kolben angeben. Dies setzt voraus, d~s 
die natürliche Schwingung des Instrumentes sehr schnell durch die 
Reibung vernichtet wird. Nun würde aber jede Reibung zwischen 
festen Körpern Ungenauigkeiten hervorrufen, und in der That kann 
man beobachten, dafs ein schlecht in Stand gehaltenes Instrume?t 
unter allen Umständen zu gro[se Diagramme erzeugt. Deswege~ 1st 
man genötigt, die Reibung auf das erreichbare Minimum zu reduzler.en 
und murs sich damit begnügen, die periodische Zeit der EigenschWI~­
gung des Indikatorkolbens möglichst klein zu machen. In der PraxIS 
finden wir, dafs es genügt, wenn die natürliche Schwingungszeit des 
Instrumentes etwa zwanzigmal kleiner ist als die der Maschine; dann 
, d' 
zeigt das Diagramm nur wenige kleine Wellen, welche durch Ie 
natürlichen Schwinguncren des Indikators hervoraerufen sind. Ist ds-
o 0 h' gegen die natürliche Periode nur zehnmal kürzer als die der Masc Ille, 
so erscheinen die Druckschwankungen im Diagramme bereits der-
mafsen übertrieben, dafs dasselbe unbrauchbar ist. 
Die natürliche sekundliehe Periodenzahl einer Masse ~ an dem 
Ende einer Feder von der Elastizitiit h (vergl. Artikel 1ft) beträgt 
1 -. rg . d' R'b ..". IA t'k 1 160 
:!;t V lvii' wenn WU" le eI ung vernachlasslgen; Jll. l' I e 
~erden w~r auf .~e? Ein:fiu~s der Reibung näher eingehen. Wie gro! 
Ist nun dH' naturbche Penodenzahl eines zusammengesetzten lfech 
nismus, wie wir ihn an unserem Indikator haben der ebenfalls durch 
eine Feder in die Nulllage zurückgeführt wird?' 
Antwort: In irgend einem Punkte des IndikatormechanismUs 
befinde sich eine Masse .~; dieselbe erleide eine Verschiebung s, wenn 
die Verschiebung des Federendpunktes (bei einem gewöhnlichen Indi-
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kator zugleich die des Kolbens) gleich 1 ist. Nun denke man sich 
die Masse Wersetzt durch eine ~Iasse 8 2 w, welche am Ende der g g 
Feder angebracht ist. Dann ergiebt sich die Periodenzahl : 
Um dies noch besser zu veranschaulichen, betrachten wir den in 
Figur 80 dargestellten Fall: OAB ist ein gewichtsloser Hebel, welcher 
bei 0 drehbar gelagert und bei B mit der Masse W (kg) fest ver-
bunden ist. Die gewichtslose Feder greift im Punkte A an. Wenn 
A aus der Gleichgewichtslage nach unten 
um den Weg x bewegt wird, so entsteht in C 
der Feder eine Zusatzkraft ~. Die Winkel- I 
veränderung des Hebels in der Richtung des 
Uhrzeigers beträgt dabei .;].. o~---A--:~--i(W\ 
Nun ist das Produkt aus Trägheits- 0 C.--J 
moment und Winkelbeschleunigung nume- B 
risch gleich dem Moment der wirkenden Fig. 80. 
Kräfte. Das Träcrheitsmoment ist aber W. OB2, die Winkelbeschleu-
. 0 9 
lll'gu . x" ." f·· d'x t t d d-~ I ng 0.,1' worm x ur fit' gese z wur e, so a.tS a so: 
oder 
wird. 
W --2 x" X -- I 
-. OB . -=-+--·OA=O, 
9 OA h 
--2 
x" + -~{ •. -Jh . x = ° 
Nun ist OB der Wert, den wir vorhin mit s bezeichnet haben. (TA 
s~TV steht. also jetzt an Stelle des früheren W, das unmittelbar mit 
dem Ende der Feder verbunden war. 
150. Erdbebenindikator. Figur 81 zeigt ein Instrument, welches 
gebraucht wird, um schnelle vertikale Schwankungen des Erdbodens 
anzuzeigen. 
Die Masse CPQ ist im Punkte P auf einer Schneide oder auf 
Friktionsrollen gelagert. Der Schwerpunkt G befindet sich in gleicher 
Höhe mit P und Q. Wir setzen 





Die senkrechte Feder AR und der Faden BQ tragen den Körper 
im Punkte Q. 
Bei der wirklichen Ausführung des Apparates ist AR eine 
Ayrton-Perry-Feder, welche durch Drehung des Zeigers R die relative 
Bewegung von Q gegen A 
c 
Fig.81. 
A anO"iebt· wir wollen die Träg-,., , . 
heit der Feder und des ZeIgers 
hier vernachlässigen und an-
nehmen, dafs der Zeiger die 
relative Bewegung von Q 
gegen A genau registriert. 
Es würde die Betrachtung 
vereinfachen, wenn wir nur 
diejenigen Kräfte bei P und Q 
berücksichtigen, welche aufser den bei der Gleichgewichtslage. schon 
vorhandenen auftreten; aber um deutlicher zu sein, wollen WIr doch 
lieber alle wirkenden Kräfte in die Rechnung einführen. . 
Wenn ein Körper in irgend einer Richtung parallel zur ~apler­
ebene in Bewegung gerät, so erhalten wir eine Bewegungsgleichung, 
indem wir die resultierende Kraft numerisch gleich dem Produkt 
aus der Masse und der linearen Beschleunigung des Schwe~punkte.s 
in der Richtung der resultierenden Kraft setzen. Eine zweIte GleI-
chung erhalten wir dadurch, dafs wir das Moment der resultierenden 
Kraft in Bezug auf eine rechtwinklig zur Papierebene du~ch de~ 
Schwerpunkt gelegte Axe gleich dem Produkt aus der Willkeibe 
schleunignng und dem Trägheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ale 
setzen. 
Wir wollen die Buchstaben -x x' und x" benutzen, um den zu-
rückgelegten Weg, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung zu 
bezeichnen; x' und x" stehen also für dx und ~2X. 
dt dt' 
Nun mögen die Punkte P und A eine BeweO"ung Xl nach a?-
., t h D " b ".... Dw wars mac en. er Punkt Q bewege sich um x nach a . WllJ. .~. e-
Spannung der Feder ist dann Q = Qo + c(x _ Xl)' wobeI c ellle b k~nn~e Kon.stante ist (nämlich der reziproke "Vert der Gröfse h, welche 
WIr III ArtIkel 141 einführten). 
TV sei das Gewicht des Körpers P und Q die nach oben ~ 
richteten Kräfte, welche in den Punkten 0p und Q wirken, wenn. SIC 
der. Körper in der Gleichgewichtslage befindet. Die Gleichgewlchts-
bedmgung für den Ruhezustand ergiebt also: 
Qo(a + b) = Wa und Po + (10 = W. 
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Wir haben also: 
(1) Po = a~b' Qo = {+r iJ , 
Q = Qo + c (x - Xl)' 
In dem betrachteten Augenblicke hat sich nun G um das Stück 
b a 
a + b Xl + a + b X nach unten verschoben. Der erstere der oben 
zitierten Sätze ergiebt also: 
(2) W - P - Q =~(bx" + ax,,)~l_. 
9 1 a + b 
Der Körper hat sich seit seiner Ruhela.ge in Bezug auf semen 
Schwerpunkt um den Winkel x -=-:X:1. im Sinne des Uhrzeigers ge-
a+b 
dreht. Bezeichnet J das Trägheitsmoment in Bezug auf den Schwer-
punkt G, so ergiebt also der zweite vorhin erwähnte Satz die Be-
ziehung: 
(3) - Qb + Pa = a~b (x" - xt). 
In (2) und (3) setzen wir nun den Wert für Q ein und elimi-
nieren P. Bezeichnen wir dann noch !!:: mit M und J mit MP, 
9 
sodass k den Trägheitsradius in Bezug auf G bedeutet, so erhalten 
wir: 
(4) x" .J b) 
--... (-- + aM) + xc(- + 1 
a + b a a 
= ~1~_ (!-. _ bM) + x1 c (~+ 1). a + b a a 
Bedeutet k1 den Trägheitsradius in Bezug auf den Unterstützungs-
punkt P, so vereinfacht sich Gleichung (4) noch weiter zu: 
Darin steht n für 1,; Vi, ist also das 2n-fache der natürlichen 
SChwingunO'szahl' e2 steht für 1 _al. 
e, ~. 
Nun wollen wir anstatt des Ausdruckes :r - Xl eine besondere 
~ezeichnung y einführen, weil nicht x und Xl selbst, sondern nur 
Ihre Differenz, die relative Bewegung, der direkten Beobachtung zu-
gänglich ist. 
y ist also die an der Zeigerskala registrierte Bewegung, wenn 
die Aufhängepunkte mit dem ganzen Raum und mit dem Beobachter 
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252 Erdbeben indikator. 
die Bewegung Xl machen. Setzen wir y = X - Xl resp. 
in die letzte Gleichung ein, so erhalten wir: 
(5) 
(6) 
" + "+ 2( +) 9" + n° v Y Xl n Y Xl =!;"X1 -"'1' 
Daraus folgt: 
" 0) al" 0 y +wy+,.,x1 = . 
", 
[II. 150 
Jetzt wollen wir für die Schwingungen der Erdoberfläche einen 
sinusartigen Verlauf voraussetzen: 
Xl = A . sin fj t. 
Wir vernachlässigen die Reibung, um uns die Rechnu~g zu ver-
einfachen. Trotzdem wollen wir annehmen, dafs genug Reibung vor· 
handen sei, um die natürlichen Schwingungen des Apparates unmerk-
bar zu machen. Nehmen wir nun für y die Form an: 
y = a sin qt, 
so erhalten wir nach Formel (12) S_ 246: 
«= (tl.~_ A. k,' n'_q2 , 
. . t die d. h.: die scheinbare Bewegung von A gegen Q (und dies 18 
. bt oder Bewegung, welche der Zeiger der Ayrton-Perry-Feder angle , . 
welche ein leichter Spiegel mit Hülfe eines Lichtstrahles auf eUlen 
Schirm projiziert) ist (al . ~ .. ri'. ___ ) -mal so stark als die wirkliche k 2 n' _ q2 
1 ht Ist Bewegung des Rahmenwerkes des Raumes und des Beobac erS. 
fj grofs im Vergleich mit n z.' B. mehr als fünfmal so grofs, sO können 
. h d' I . h dem wir anne men, afs der Betrag der scheinbaren Bewegung gele 
(;~) -fachen der wirklichen Bewegung und unabhängig von der Pe-
ri~de ist. Folglich wird jedes periodische Beben (dessen periodis~h) 
Zeit kleiner als ein Fünftel der periodischen Zeit des Apparates IS~ 
getreu aufgezeichnet. Würde man al = 7.:12 machen, sodafs . also -t 
der sogenannte Perkussionspunkt wird so würde Q ein FIXP~t 
sein und im Raume feststehen. Die p:aktische Ausführung schlIefs 
sich indessen meistens mehr unserer Skizze an und Q ist daher 
keineswegs immer ein Fixpunkt. ' 
Instrumente ähnlicher Art werden benutzt für die Aufzeichnu;.g 
der horizontalen Bewegung von Ost nach West, und ebenso für le 
von Nord nach Süd. 
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d'y 
1&1. Eine Gleichung, welche aufser x und y auch noch ~~ oder 
dx' oder noch weitere Differentialquotienten von y in Bezug auf x 
e~thält, heifst eine "Differentialgleichung". Wir werden sehen, dafs 
Wir durch derartige Differentialgleichungen sehr allgemeine Arten der 
Ahhängigkeit zwischen x und y zu definieren im Stande sind. 
Wenn z. B. x eine Länge und t die Zeit bedeutet, so sagt die 
D·.re· d 3 x d'x luerentralgleichung "= 0 aus dafs - (die Beschleunigung) kon-dt" , dt' 
sta~t ist. In jener Differentialgleichung besitzen wir also den allge-
memsten Ausdruck für eine gleichförmig beschleunigte Bewegung. 
Wenn wir durch Integration zu der Gleichung ~2t~ = a übergehen, so 
treffen wir damit die bereits bestimmtere Festsetzung, dafs die Ullver-
ä~derliche Beschleunigung bekannt und gleich a sein soll. Stellen 
Wir durch eine zweite Integration die Gleichung her: 
d.r _ t + b dt - a , 
~o ist in der Bestimmung der Bewegung ein weiterer Schritt gethan, 
mso~ern wir angaben, dafs die Geschwindigkeit zur Zeit t = 0 gleich 
b sem soll. Gehen wir durch eine dritte Integration zu: 
x = t at2 + bt + c 
über, so bestimmen wir dafs x = c zur Zeit t = 0 zutreffen soll. , 
Späterhin wird noch deutlicher werden, dafs viele der verbreitetsten ~bhängigkeitsgesetze sich in der Gestalt von Differentialgleichungen 
m höchst einfache Ausdrucksformen kleiden. Daher wird es von 
grof~er Wichtigkeit sein, dafs der Studierende, falls ihm eine Diffe-
re~halgleichung begegnet lernt, die durch dieselbe definierte Abhängig-~el~ zwischen x und y i~ Worte zu kleiden und damit in die sonst 
ubhche Gestalt überzuführen. 
152. Eine Gleichung der Gestalt: 
(1) d'y + pd3.~ + Qd2~ + B dy + 8y = X, 
d,r' dx" dx- dx 
in welcher P Q B S und X Funktionen von x allein sind, wird als l' ' , , . lneare Differentialgleichung bezeichnet, weil y und die DifferentIal-
quotienten von y nach x in derselben nur im ersten Grade ent-
halten sind. 
Für den Maschineningenieur und Elektrotechniker kommen meist 
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von X unabhängig und also konstant sind. Die Gleichungen (8) und 
(9) in Artikel 146 sind hierher gehörige Beispiele. 
Unten werden wir sehen, wie wir die allgemeine Lösung der 
Gleichung (1) im Falle, dafs X konstant gleich 0 ist, finden können. 
Allgemein heifst dabei die Lösung in dem Sinne, dafs sich jede 
denkbare Lösung als partikulärer Fall der fraglichen allgemeinen 
Lösung einordnet. Wir nehmen an, dafs y = fex) diese allgemeine 
Lösung sei. Alsdann werden wir noch sehen, dafs die Funktion fex) 
vier willkürliche Konstanten einschliefst, der Ordnung 4 des höchsten 
in (1) auftretenden Differentialquotienten ~~ entsprechend. Ändern 
wir jetzt die rechte Seite unserer Differentialgleichung dahin ab, dars 
X nicht mehr konstant gleich 0 ist, sondern eine Funktion von x 
bedeutet, und können wir für die so gedachte Gleichung eine parti-
kuläre Lösung y = F(x) angeben, so wird in 
11 = fex) + F(x) 
gleichfalls eine Lösung dieser letzteren Differentialgleichung gewonnen 
sein; und zwar ist es, wie wir im dritten Kapitel zeigen werden, die 
allgemeine Lösung derselben. 
Bis zum Schlusse des vorliegenden Kapitels betrachten wir einzig 
DifferentialO"oleichungen mit konstantem P Q R S· wir schreiben , , , , 
dann die Differentialgleichung besser in der Gestalt: 
(2) d 4 y d3 y d'y d y dX' + A dX" + B dX' + C d x + E Y = X, 
wo alsdann A, B, C, E Konstanten sind und X eine Funktion von X 
allein bedeutet. 
. Manchmal wenden wir an Stelle von (2) die abgekürzte Schreib-
weIse an: 
(3) ( d' (/" d" _ cl ) dx' + A axs + B d x' + C d x + E y = x. 
153. Der allereinfachste hier eintretende Fall liefert die Differential-
gleichung: 
(4) cly dx - ay = O. 
Hier haben WIr offenbar (cf. Art. 97) in 
(5) 
die allgemeine Lösung, wobei M eine willkürliche Konstante ist. 
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1I. 154J Beispiel einer linearen Differentialgleichung. 
(6) 
154. Als zweites Beispiel setzen wir an: 
d~y 
dx. - a2y = O. 
Durch direkte Ausrechnung sehen wir, dars: 
(7) y = .Meax+ Ne-ax 
255 
die allgemeine Lösung darstellt wobei M und ]V zwei willkürliche 
Konstanten bedeuten. ' 
Setzen wir hingegen: 
(8) 11"1/ 
- '- + n2y= 0 d.x· , 
so müfsten wir in (6) für a den Wert ni, unter i die Wurzel Y=-l 
verstanden, eintragen und würden aus (7) die Lösung: 
(9) y = Mellix + Ne-niz 
d~: Gleichung (8) gewinnen. Versuchen wir, ob dies wirklich eine 
Losung ist, indem wir mit i wie mit einer reellen Gröfse rechnen 
und also i 2 = - 1, i 3 = _ i, i4 ~ 1, i 5 = i, ... setzen, so zeigt sich, 
daf~ die in (9) dargestellte Funktion y in der That unsere Differential-
gleIchung befriedigt. Aber welche Bedeutung sollen wir solch einem 
Ausdruck, wie dem in (9) rechts stehenden, beilegen? Indem wir 
Uns der merkwürdigen Analogien erinnern, welche zwischen der Ex-
ponentialfunktion und den Funktionen Sinus und Cosinus bestehen 
(vergl. Art. 106), setzen wir: 
(10) y = JJil sin nx + N l cos nx 
un~ finden durch Rechnung, dafs wir die allgemeine Lösung der 
GI€Jchung (8) auch in dieser Form schreiben können. 
Da wir nun in (9) wie in (10) beide Male die allgemeine Lösung 
(cf. Art. 152) haben, insofern. in beiden Ausdrücken zwei willkürliche 
(reelle oder imaginäre) Konstanten enthalten sind, so haben wir die 
Ausdrücke (9) und (10) als mit einander vollständig gleichwertig an-
~usehen. Als lehrreiche Übung empfehlen wir dem Leser, vermöge der 
I~ Art. 106 angegebenen Ausdrucke des Sinus und Cosinus durch 
dl: Exponentialfunktion den Ausdruck (10) in die Gestalt (9) zu 
brIngen, wobei er sich nur auf den Standpunkt stellen mufs, dars 
die willkiirlichen Konstanten nicht reell zu sein brauchen. Es ist 
hiernach Inr den Ingenieur durchaus nicht unwichtig, gelegentlich 
auch VOll solchen Gröfsen Gebrauch zu machen, welche die Mathe-
matiker als imaginär bezeichnen. 
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155. Wir gehen jetzt weiter zu einer beliebigen Differential-
gleichung (2) mit konstanten Koeffizienten uud verschwinden~er 
rechten Seite, X = O. und versuchen, dieselbe durch eine Funktion 
der Gestalt y = Mem",; zu befriedigen. Hierzu ist, wie wir finden, 
hinreichend, dafs rn die Gleichung erfüllt: 
(1) rn4 +Am3 +Bm2 +Cm+E=O. 
Man bezeichnet die letztere etewöhnlich als eine Hilfsgleichung. 
b d' Wir bestimmen die vier Wurzeln 111 17 1112 , Ins, 1114 derselben, d. h. le-jenigen vier Werte von 111, welche die Gleichung (1) befriedigen, 
und haben dann in: 
y = Mi em1X + 1~I2ern2x + ~lI3em,x + M4ent,x 
die allgemeine Lösung der Gleichung (2), falls X mit 0 identisch 
ist; JYIv JJ'l2' .. ' sind hierbei willkürliche Konstanten.. 
156. Um in dieser Weise die Gleichung: 
d.'y + " d3 y + " cZ'y _ " ~.~ 6. _ 0 
dx' ::> cZx 3 ::> dx' ::> d x - y-
zu lösen, setzen wir y = e'nx und finden, dars rn die Gleichung: 
m4 + 5m3 + 5m2 - Dm - 6 = 0 
befriedigen mufs. 
Setzen wir In = 1 ein, so ist die Hilfsgleichung befriedigt, ~o­
da[s m = 1 eine Lösung der letzteren ist. Teilen wir die linke Sel~e 
durch m - 1, so restiert eine Gleichung dritten Grades, welche ~e 
Wurzel 111 = - 1 hat. Nach Division durch 111 + 1 bleibt eIDe 
quadratische Gleichung, die die beiden noch rückständigen Wurzeln 
m = - 2 und m = - 3 liefert. Hiernach ist: 
y = .Jfie + M2 e- x + JYIse- 2x + M 4 e- 3 ,,. 
mit den willkürlichen Konstanten Mv JJI2 , '" die allgemeine Lösung· 
157. Es möge jetzt die Hilfsgleichup.g (1) eine komplexe Wurzel 
m + ni haben, wo i = V"::::l ist. Nach bekannten Sätzen der Algebra 
kommen derartige komplexe Wurzeln immer paarweise vor; hat ma:n 
nämlich eine Wurzel 111 + ni, so findet sich immer auch noch die 
Wurzelm - ni ein. Lassen wir die der dritten und vierten Wurzel 
entsprechenden Glieder aus, so hat y gegenwärtig die Gestalt: 
y = JYI1 e(m-ni)x + Ni e(m+ni)x = emx(Ml e- nix + Ni e+ nix); 
hierflir können wir nach Art. 154 auch schreiben: 
y = emx(M sin nx + N cos nx), 
wo 11f und N willkürliche Konstanten bedeuten. 
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158. Man nehme ferner an, dafs zwei Wurzeln der Hilfs-
gleichung einander gleich werden. Nennen wir ihren gemeinsamen 
Wert m, so würde der Ausdruck: 
y = ~Ilemx + M 2elnX , 
insofern unzulänglich werden, als er sich auf (Mt + M 2)emx oder 
Memx zusammenzieht und also nur eine willkürliche Konstante auf-
weist, während doch in der allgemeinen Lösung jenen beiden Wurzeln 
entsprechend zwei Konstanten enthalten sein müssen. In diesem Falle 
nehmen wir unsere Zuflucht zu einem Kunstgriffe: Wir nehmen zwei 
Wurzeln der Hilfsgleichung in der Gestalt 1ft und 1ft + h an und 
stellen uns vor, dafs die Gröfse 11 unendlich klein wird. Für y 
haben wir dann: 
y = MIe"'''' + M2 e(m + ',)x = e'nx(MI + M2 e"X). 
Dieser Ausdruck läfst sich aber unter Benutzung der m Art. 97 an-
gegebenen Reihenentwicklung: 
so umgestalten: 
y = ernx ( MI + M2 + M 2hx + M 2 h';' + .. )-
Man setze jetzt M 2h = N und lasse, während h unendlich klein wird, 
M2 in der Art zunehmen, dars M2h = N einem willkürlich zu wählen-d~n Werte gleich wird. Zugleich setze man MI + JYI2 = Mund ge-
Wlllnt, indem M2 h2 = Nh, M2 h3 = Nh2, ••• verschwinden, für y den 
Ausdruck: 
y = emx(M + Nx). 
. Wenn dieser Gedankengang dem Leser nicht recht einleuchten 
WIll, so möge er sich erinnern, dars man stets durch direkte Rech-
~ung, nämlich durch Eintragung des angegebenen Ausdrucks von y 
In .. ~ie Differentialgleichung, die Richtigkeit dieses Ausdrucks be-
statJgen kann. 
159. Durch die vorstehenden Entwicklungen sind wir zu fol-
gender allgemeinen Regel für die Lösung linearer Differential-
gleichunO'en mit konstanten Koeffizienten hingeführt: Die vorgelegte 1)' t:> Üferentialgleichung sei: 
(1) ~y + A. rt'-ly + Brt'-2y + ... + G
d
dy + Hy = O. 
dxn dxn-1 dxn-2 x 
Per r Y, höhere Analysis. 17 
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Man bilde alsdann die Hilfsgleichung: 
mn + Amn - 1 + Btnn - 2 + ... + Gm + H = O. 
Der Ausdruck der vollständigen Lösung y wird sich in Gestalt 
einer Reihe von Gliedern folgender Art darstellen: Für die einzelne 
der unterschiedenen reellen Wurzeln m, die etwa «1 heifse, tritt ein 
Glied lYl1 eU1X ein; für das einzelne Paar imaginärer Wurzeln U2 ± ß2 i 
folgen die Glieder: 
eu,x(M2 sin ß2X + N2 cos ß2X). 
Hierbei sind Mv M 2 , N2 willkürliche Konstanten, und es gilt die An-
nahme, dafs die betreffende Wurzel m nur einmal unter allen n Wur-
zeln der Hilfsgleichung vorkommt. Demgegenüber entspricht einer 
t'-fachen Wurzel m das Produkt von e"'X mit einem Polynom (r_1yen 
Grades in x, d. h. ein Ausdruck von der Gestalt: 
(fmx(M1 + M2 x + Msx 2 + ... + .1.11rx"-1). 
BeispieL Zu lösen sei die Differentialgleichung: 
d~!t 12~'1J 66 d3y d'y cZy. = 0 dx· + 'cZj;' + dx' + 206 dx' + 345ax + 234y = • 
Man bilde die Hilfsgleichung und wird leicht bestätigen, dafs 
deren fünf Wurzeln die folgenden sind: 
- 3, -:3, - 2, - 2 + 3i, - 2 - 3i. 
Folglich hat man als Lösung: 
y = (M1 + N1x)e- Sx + M 2 e- 2x + e- 2X(Ms sin 3x + Ns cos3x). 
Übungsaufgaben. 
1) Man integriere die DifferentialO"leichung- cZ'y = 4 dy + 3y = O. 
" . dx' dx 
Antwort: y = Aesx + Be~. 
2) Man integriere: ~'!. - 10~! + 34y = O. 
Antwort: y = e5X (A sin 3x + B cos 3x). 
3) Man integriere: ~~ + 6~~ + 9y = O. 
Antwort: y = (A + Bx)e-3x. 
4) Man integriere: d4 y _ 12 d 3 y + 62 d'y _ 1 ~ 6 d y + 169y = 0. 
dx' dx' dx 2 :) dx 
Hier hat man die Hilfsgleichung: 
m
4 
- 12m3 + 62m2 _ 156m + 169 = 0, 
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in deren linker Seite man ein vollständiges Quadrat erkennt. Als 
Wnrzeln der Hilfsgleichung finden sich: 
3 + 2i, 3 + 2i, 3 - 2i, 3 - 2i.~ 
Dem entspricht folgende allgemeine Lösung: 
y = e3X [(A1 + B1x) sin2x + (A2 + B 2 x) cos2x]. 
Wir werden nun ein Beispiel von sehr wichtiger physikalischer 
Bedeutung behandeln. 
160. Natürliche Schwingungen. 
Beispiel. Wir betrachteten in Artike1146 u. f. ein mechanisches S~stem, welches mit einem Freiheitsgrade schwingt, und verglichen 
seme Bewegung mit dem Wogen des Stromes in einem elektrischen 
System, welches aus einem Kondensator und einer Spule mit Wider-
stand und Selbstinduktion besteht. Wir vernachlässigten indessen bei 
dem mechanischen System die Reibung, bei dem elektrischen den 
Obmachen Widerstand. Jetzt wollen wir die natürlichen Schwingungen 
der Systeme studieren und dabei auch die Reibung berücksichtigen. 
Wir wählen dazu wie vorhin das mechanische Problem: Ein 
Gewicht von W kg hängt an dem Ende einer Feder, welche sich bei 
einer Belastung von ~ kg um x cm verlängert; eine Reibung, welche 
gleich dem Produkte der Konstanten b und der Geschwindigkeit ist, 
suc~t die Bewegung zu dämpfen. Dann gilt die Gleichung (8) aus 
Artikel 146 mit y = 0: 
oder 
(1) 
lf1' cl'x + b ~{f; + .~ = 0 
9 dt' clt h ' 
(PX + b{j da; + X9_ = O. 
dt' W dt Wh 




d"x dx 2 0 
- +2f--+n x= . dt" d.t 
die Hilfsgleichung und finden für die beiden Wurzeln 
In = - f ± ytT_ n2. 
Wir bekommen nun verschiedene Lösungen für unsere Frage, 
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260 Fallunterscheidungen bei natürlichen Schwingungen. [II. 160 
wir die Anfangsbedingungen der Bewegung kennen, um die willkür-
lichen Konstanten ermitteln zu können. Die Zeit wollen wir von dem 
Augenblicke ab rechnen, wo x = 0 ist, und die Geschwindigkeit in 
diesem Augenblicke werde mit Vo bezeichnet. Es kommen nun die 
folgenden viel' Fälle in Betracht: 
1. Es sei f' > n, und die Wurzeln Nt seien - a ~nd - ß. J 
H. Es sei f' = n; die Wurzeln sind dann - (' und - f· 
III. Es sei f < n, und die Wurzeln se~en - a ± bio 
IV. Es sei (' = 0; die Wurzeln sind dann ± ni. 
Jetzt wenden wir unsere Regel von Artikel 159 an und erhalten 
im Falle I: 
d dx v Da wir zudem wissen, dars bei x = 0 auch t = 0 un dt =0 
ist, so können wir A und B ermitteln und also x als eine Funktion 
von t darstellen. 
Im Falle II lautet die Lösung: 
x = (A + Bt)e-1t ; 
im Falle III: 
x = e-at(A sinbt + B cos bt); 
im- Falle IV: 
x = A sin nt + B cos n t. 
161. Jetzt wollen wir dieselben vier Fälle unter Zugrundelegung. 
bestimmter Zahlenwerte noch einmal betrachten. Der Leser darf 
überzeugt sein, dars die hier und bei ähnlichen Aufgaben auf solche 
Wiederholungsrechnungen verwendete Zeit niemals verloren ist. 
Man setze n = 3 und nehme dann für (' verschiedene Werte an· 
U d· . F"ll b .. . k" n setzen m Ie VIer a e equem mIt ellander vergleIchen zu onne , 
wir für den Zeitpunkt t = 0 bei allen x = 0 und d x = 6 ~ . 
- dt sec 
Fall IV. Es sei (,=0, dann ist: x=Asin3t+Bcos 3t. 
Das ergiebt für den Nullpunkt der Zeit: 0 = A . 0 + B· 1, so' 
dafs B = 0 wird. 
Ferner ist ~T = 3A cos 3t - 3B sin 3t, also zur Zeit t = 0: 
6=3A, 
sodafs A=t=2 wird. Die Bewegungskurve heirst also: x=2. sin?t. 
D h' d' " li h ellie 
.anac 1st le Kurve 4, Figur 82 gezeichnet. Sie ist nat~ C Be-




1I. 161J Einzeldiscussion der Fälle. 
Fall III. Es sei f = 0,3. Die Hilfsgleiehung ergiebt dann: 
m = - 0,3 ± -';0,09 ----=-9 = - 0,3 ± 2,985i. 
261 
Wir haben also die Werte a = 0,3 und b = 2,985 in die Glei-
chung: 
(1) x = e-at(A sin bt + B eos bt) 
einzusetzen. 
Wir haben nun zwar noch nicht gelernt, ein Produkt zu diffe-
renzieren, obwohl wir die Regel hierfür schon in Artikel 90 an-
Fig.82. 
deuteten. Kapitel III wird uns viele Beispiele für diese Regel bringen. 
Indem wir sie einstweilen als bekannt voraussetzen, finden wir: 
(2) ~: = _ (te- at(A sin bt + B cos bt) + be-at(A cos bt - B sin bt). 
Nun setzen wir die Werte x = 0 und ~~ = 6 für den Augen-
blick t = ° ein. Dann ergiebt sich aus (1): B = 0 und aus (2): 
6 6 
6 = bAi A = T = 2,985 = 2,01. 
Daraus folgt dann: 
x = 2,01 . e-O,3t sin 2,985t. 
Diese Bewegung ist durch die Kurve 3 in Figur 82. dargest.ellt. 
Man beachte, dafs sich infolge der Reibung die Zeitdauer emer Penode 
gegenüber dem vorigen Falle geändert hat. 
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262 Numerische BeiBpiele bei speziellen Schwingungen. [Il. 161 
Fall ll .. Es sei f = 3. Dann sind die beiden Wurzeln m der 
Hilfsgleichung einander gleich, und zwar gleich - 3. Folglich wird: 
(3) x = (A + Bt)e- St. 
(4) 
Hier haben wir wieder ein Produkt zu differenzieren und erhalten: 
qx = Be-Bt _ 3(A + Bt)e-St. dt 
Wir setzen wieder die Anfangsbedingungen ein: 
x = 0 und ~1 = 6 für t = o. 
Dann ergiebt Gleichung (3): 
A=O 




Diese Funktion ist durch Kurve 2 in Figur 82 graphisch dargestellt. 
Fall I. Es sei f = 5. Die Wurzeln der Hilfsgleichung sind 
dann - 9 und - 1. Also ergiebt sich: 
x = Ae- 9t + Be- t, 
dx at = - nAe- 9t - Be- t• 
Nach Einsetzen der Anfangsbedingnngen folgt: 
und daraus: 
0= A + B, 6 = - 9A - B 
sodafs 
x = t(e- t - e- 9t) 
wird, wie es die Kurve 1 in Figur 82 darstellt. 
Der Leser sollte nun als zweite Aufgabe ein ähnliches Beispiel 
mit den Anfangsbedingungen x = 10 und d:: = 0 für t = 0 durch-
dt 
rechnen. 
Dies würde sich auf die Bewegung eines Körpers beziehen! 
welcher im Augenblicke t = 0 sich selbst überlassen wird, oder bel 
dem elektrischen Beispiel auf den Entladestrom eines Kondensators, 
wenn die Entladung zur Zeit t = 0 beginnt. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
1I. 161] Schwingendes System mit einem Grade der Freiheit. 263 
Man beachte, dars man durch Differentiation von Gleichung (1) 
Artikel 160 in Bezug auf t (wobei wir an statt .~ den Buchstaben v 
schreiben wollen) erhält: 
rJ2 V + bg dv + g 0 
df! W dt -TVh v = . 
. Wir haben demnach genau dasselbe Gesetz für die Geschwindig-
keIt (sowie auch für die Beschleunigung), welches auch für x selbst gilt. 
Ebenso finden wir bei dem elektrischen Beispiel, da K~i die 
Stromstärke angiebt, durch Differentiation genau dasselbe Gesetz für 
den Strom wie für die Spannung. 
Natürlich können durch den Einftufs der Anfangsbedingungen 
Verschiedenheiten entstehen. 
, . 162. Wenn die rechte Seite einer linearen Differentialgleichung 
(WIe in (2) Artikel 152) nicht gleich 0 ist, so kommt dies bei dem 
eben besprochenen mechanischen Probleme darauf hinaus, dars unsere 
L~sung sowohl die erzwungene Bewegung eines Systems als auch 
seme natürlichen Schwingungen darstellen soll. Hier ist es der Mühe 
wert, das Problem von einem Gesichtspunkte aus zu betrachten, 
welcher durch das folgende einfache Beispiel illustriert wird. 
Zu lösen sei Gleichung (11) aus Artikel 148: 
(1) 
mit 
d'x 0 2' t (Ü2 + W X = n a sm q . 
Das ist die Gleichung für die Bewegung eines Systems, 
einem Grade der .Freiheit und ohne Reibung schwingt. 
Wir differenzieren zweimal und finden: 
d 4 x .d'x 2 2 • + n"-~- = - n q a sm qt. dt 4 dt' 
welches 
. Wir multiplizieren nun Gleichung (1) mit q2 und addieren diese 
GleIchung zu der letzten. Dann erhalten wir: 
(2) 
Die Hilfsgleichung zur Lösung von (2) heif.st: 
(3') 
, m4 + (n2 + q2)m2 + q2n2 = 0, 
und wir finden, dars dafür ± ni zwei Wurzeln und ± qi die beiden 
anderen Wurzeln sind. Folglich haben wir als allgemeine Lösung: 
(4) x = A sin nt + B cos nt + C sin qt + D cos qt. 
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Nun haben wir aber erst durch .die Differentiation von (1) die 
beiden Gröfsen C und D als neue willkürliche Konstanten eingeführt; 
folglich müssen wir dadurch, dafs wir (4) in die ursprüngliche Glei-
chung einsetzen, die wahren Werte von C und D finden, die in der 
That nicht willkürlich sind. Es ist nämlich zu beachten, da[s wir 
durch Differentiation von (1) und Übergang zur Gleichung (2) das 
System beweglicher machen oder ihm einen höheren Grad der Frei-
heit geben. Wir können auch sagen, da[s wir es zu einem Teile 
eines grö[seren Systems machen, eines Systems, dessen natürliche 
Schwingungen durch Gleichung (4) gegeben sind. 
Wenn wir eine Masse an dem Ende einer Feder schwingen lassen, 
so bleibt der gemeinsame Schwerpunkt der Masse, des tragenden 
Rahmens und des starr mit demselben verbundenen Raumes unbe-
weglich. Folglich treten in dem stützenden Rahmen Schwingungen 
auf und es entsteht eine Reibung, welche diese Schwingungen zu 
dämpfen sucht. Ist dagegen noch eine zweite ebenfalls schwingende 
Masse vorhanden, so kann dadurch dies Vibrieren des Fundamentes 
verringert werden. 
Wenn z. B. in Figur 83 M am Ende der Blattfeder MA schwingt, 
welche in dem Schraubstock A fest eingeklemmt ist, so murs jede 
Bewegung von M nach rechts be-
~l( -,1.( gleitet sein von einer Bewegung von 
Fig. 83. 
A und seiner Unterlage nach links. 
Haben wir aber zwei Massen lJ'I1 und 
M 2 (wie bei einer Stimmgabel), welche 
sich in jedem Augenblick in entgegen-
gesetzter Richtung bewegen, so braucht 
das Fundament keine Schwingungen 
mitzumachen. FolO"lich schwingt das 
o . 
System Ml1 M2 so, als ob we~lger 
Reibung vorhanden wäre als bel. nur 
einer Masse, d. h. längere Zeit. Dieser 
Kunstgriff findet bei der Stimmgabel 
praktische Anwendung. Sollten. an-
. fangs, beim Anschlagen der St~m-
gabel, dIe Bewegungen von ltI und M. nicht O"enau symmetrIsCh 
erfolgen, so wird die Symmetri~ doch sehr bald eintreten; denn jede 
Bewegungs~omponente, welch.e eine Verschiebung des Schwerpn~ktt's 
der untrrstntzenden ~Iasse bedmgt, wird dnrch die auftretende ReIbung 
sehr sChne_ll so gedämpft, dars sie gänzlich verschwindet. . 
Der Konstrukteur von Dampfmaschinen und der FabrikbesItzer, 
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welcher Dampfmaschinen in Städten aufstellen mufs, wo Erschüt-
t~:un~en des Bodens nicht zulässig sind, ist genötigt, auf diese Ver-
haItmsse Rücksicht zu nehmen. 
163. In Formel (3) Artikel 152 hatten wir auf die Funktion y 
Von x eine ziemlich verwickelte Operation auszuüben. Manchmal 
schreiben wir diese Gleichung in der symbolischen Gestalt: 
(0*+ ..103 + B02+ C() + E)y = X, 
di~ durchaus dasselbe besagen soll, wie die Gleichung (3) Artikel 152. 
HIer schreibt Oy einfach vor, dafs y nach x differenziert werden soll, 
entsprechend ()2 y, dars y zweimal nach x zu differenzieren ist, u. s. w. 
Man hat hier natürlich (), 02, ••• nur als Operationssymbole auf-
zufassen, was ja nicht schwer sein wird. Wir brauchen. sonach kaum 
a~s~u.sprechen, dars 02 y nicht etwa das Quadrat einer Gröfse 0 mul-
tlP.llZlert mit y bedeutet; es ist dies vielmehr .nur ein abgekürztes 
ZeIChen für die Vorschrift, dafs y zweimal nach x zu differenzieren 
I~t. Das Symbol ()()y würde dasselbe bedeuten. Was wird nun bei 
dieser Art symbolischer Schreibweise (0 + a) y bedeuten? Offenbar 
dy 
(IX + Cty. Was bedeutet (0 2 + ..10 + B)y? Nichts anderes als: 
dy' dy 
dx' + ..1 Jx + By. 
(8. + a)y schreibt also vor, dafs wir y differenzieren sollen und zum 
DIfferentialquotienten das Produkt von a und y zu addieren haben; 
~enn a ist nur ein Multiplikator, während () ein Operationssymbol 
Ist .. Gleichwohl beachte man, dafs (0 + a)y = Oy + ay gilt, als ob 
8 em Zahlenfaktor wäre. 
In der That finden wir, dars () in derartigen Gleichungen zwischen 
Operationssymbolen vielfach das Verhalten einer Zahl besitzt, obwohl 
es natürlich keineswegs eine solche darstellt. 
Sind n und v zwei Funktionen von x, so gilt bekanntlich: 
()(tt + v) = Ou + Ov. 
Wir können sagen, dars hierdurch das distributive Gesetz zum Aus-
druck kommt. 
Ist andrerseits [t eine Constante, so gilt: 
O(alt) = a(Ju, 
oder die Operation (jCt ist gleichwertig mit a(). Hier sprechen wir 
Vom kommutativen Gesetze. 
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Sind diese drei Gesetze erfiillt, so folgt aus ihnen eine Reihe 
weiterer Regeln zur Umformung algebraischer Ausdrücke. Nur roufs 
man sich hüten, das Operationssymbol f) etwa in jedem Falle wie 
eine Zahl zu behandeln. Man beachte z. B., dars für den Fall, wo 
u und v Funktionen Von x sind 'C 0 H, was v ~ n bedeutet, sehr ver-
, «x 
schieden von f)(uv) ist. 
Man wolle jetzt die Operation f) + b auf Cf) + a)y ausüben, wo-
bei: 
(8 . cl?! , + a\ y = 0 y + Cl!J = d ~ + (l JI 
ist. Die Operation f) + b schreibt vor, den Ausdruck dll + ay nach 
clx 
d'sr . C cl211 cly .. J! h x zu luerenzieren Was (IX' + a clx erglebt) und das u-lac e von 
dll dd' 1 . dx + ay zu a !eren. Fo glIch erhalten wir 
oder 
d'y dy bdy d 2y. dy U 
dX' + a/ix + dx + auy oder dx' + (a + V)clx + a y 
[f)2 + (a + b) f) + ab]y. 
Wir sehen demnaCh, dars die Kombination: 
Cf) + b)(O + a) 
der beiden Operationen f) + a und 0 + u dasselbe Resultat ergiebt, 
wie: 
[82 + (a + b)O + ab]. 
Auf diese Weise überzeugt man sich dars das Operationssymb?l 
f) in den hier betrachteten Kombinatione~ wieder das Verhalten WIe 
eine Zahlgröfse. zeigt, So lange die Gröfsen a, b, . " Konstanten sind. 
Man beachte hIerbei auch noch die Gleichung: 
(0 + a)(8 + b) = (0 + b)(f) + a). 
Der: Leser Wolle diese Formel entwickeln und sich von ihrer 
Richtigkeit Überzeugen; er möge sich auf diese Weise vertraut mac~en 
mit der hier eingeführten symbolischen Schreibweise der DifferentIal-
quotienten. Er wird finden, dars diese Schreibweise ganz bedeutende 
Kürzungen der Formeln ermöglicht. Man verO'leiche z. B. den .Aus-
~~: 0 
mit: 
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164:. Wir nehmen jetzt an, dars in Dy unter D das Symbol 
für irgend eine bestimmte auf y auszuübende Operation verstanden ist, 
und setzen die Gleichung an: 
D;y = X. 
Es ist alsdann einleuchtend, dafs, wenn wir die Operation D umzu-
kehren und damit die inverse Operation D-l = ~ herzustellen ver-
stehen, die Gleichung: 
y=D-1X= ; 
gilt. Offenbar ist dabei die inverse Operation D-l so zu verstehen, 
d~fs p auf D-1 X angewendet die Wirkung der Operation D-l rück-
gangtg macht und also zu X zurückführt. 
Wählen wir jetzt eine spezielle Operation D, indem wir D mit 
der oben durch (0 + a) bezeichneten Operation identisch nehmen, 
so gilt: 
~~ + ay = X oder (d~ + a) y = X oder (0 + a) y = X. 
Die zugehörige inverse Operation werden wir alsdann so bezeichnen: 
(1) 
oder so: 
( d )-1 Y= d;+a X oder (O+a)-1X 
(2) x 
d dx + a 
x 
oder ~--. O+a 
Benutzen wir die letzte Schreibweise, so ist zunächst 0 ~ a na-
türlich nur em Operatiollssymbol. Gleichwohl gehorcht: 
(3) x y = -----
O+a 
den elementaren ReO'eln 
dasselbe besagt wie l:I 
der Multiplikation, insofern die Gleichung (3) 
(4) (0 + a)y = X, 
während doch Gleichung (4) aus (3) hervorgeht, 
Seiten in (3) mit (0 + a) multipliziert. 
(5) 
Wir betrachten zweitens die Gleichung: 
d'y dy b X 
---+(a+b) +a y= , dx' d.~ 
die wir auch so schreiben können: 







DivisionS'regeln für das Symbol O. 
[02 + Ca + b)O + abJy = X 
W+ Ct) (0 + b) y = x. 
[TI. 164 
Hier führt die direkte Operation 0 + a, ausgeübt auf (0 + b)y, 
zu X. Wir haben also nach der bisherigen Entwicklung: 
(8) 
und erhalten durch Wiederholung der gleichen Operationsweise: 
(9) y = CO ~ b) (0 ! a) . 
Mit Benutzung unserer obigen Schreibweise inverser Operationen 
können wir die Gleichung (6) auch so umgestalten: 
(10) y = 0' +Ca+~bW+ ab' 
Es ist also auch hier wieder zulässig, 0 + {t und 0 + b in (9) so zu 
behandeln, als sei 0 eine Zahlgröfse. 
165. Wie wir gesehen haben, läfst sich die inverse Operation! 
(1) [02+(a+b)O+abJ-1 
in zwei Schritten ausführen, indem wir nämlich erstens (0 + a)-l 
und sodann (0 + b)-l ausüben. 
Hier schliefst sich eine sehr interessante Frage an. Wäre 8 
wirklich eine Zahlgröfse, so würde die Gleichung: 
(2) -:=-~~1 1 ( 1 1) 
O' + Ca + b)O +ab = b=a o+a - 0+-6 
gelten. Es ist wichtig zu wissen, ob auch die Operation: 
(3) 
b ~ a (0 ~ a - 0 ~ b) 
die lllverse Operation von: 
(4) 02 + (a + b) 0 + ab 
ist. Der Weg, hierüber zu entscheiden ist der folgende: Die Frage 
ist zu bejahen, falls die direkte Operation (4) die Wirkung der oped ration (3) genau aufhebt. Man wende also die Operation (3) an u~ 
unterwerfe dann das Resultat der Operation (4). Wenn wir aber dIe 
letztere Operation auf 0+ (i X anwenden, so entspringt offenbar 
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( dX {j + b)X oder;ix + bX. Ebenso erhalten WIr durch Anwendung 
der Operation (4) auf O-ib X offenbar (8 + a) X oder ~~ + aX. 
In der That aber ist: 
1 [dX dX)] ~a -dx +bX-(dx-+ aX =X. 
Somit ist die Operation (3) thatsächlich invers zu (4); und wir dürfen 
demnach eine inverse Operation wie die in (2) linker Hand nach Art 
der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen in Teiloperationen 
wie in (2) rechter Hand zerlegen. Die lineare Differentialgleichung 
(1) cles Artikel 159 können wir hier als Beispiel heranziehen. Nennen 
wir die Wurzeln der zugehörigen Hilfsgleichung /Xi' /X2' ••• , so wür-
den wir die Operation: 
8n + A8n - 1 + B8n - 2 + ... + GO + H, 
welche auf der linken Seite der Gleichung steht, in die Faktoren: 
(8 - /Xl) (8 - /X2) • •• zerlegen können. 
- dy Ubrigens wolle man noch beachten, dars, wenn man aus dx = X 
oder 8y = X die Gleichung y = ~ oder y = 8- 1 X folgert, die inverse 
Operation einfach vorschreibt, dars X integriert werden soll. Ent-
sprechend schreibt 8- 2 eine zweimalige Integration vor u. s. w. *). 
*) Angeno=en, wir begegneten im Verlaufe unserer Entwickelungen ge-
leß"entlich auch einmal den Symbolen (jt oder (j-t oder (j1, ... ; was sollen 
w;r alsdann unter diesen verstehen? Wir geben die Betrachtung dieser Symbole 
h.~er. nur beiläufig. Die Deutung, welche wir denselben geben wollen, darf na-
turhch in keiner Weise irgend einer schon gewonnenen Regel widersprechen. 
So z. B. wird ot dasselbe sein müssen wie (j(jt und (j-t dasselbe wie 0-10t. 
\Vir haben uns zu ~rinnern, dafs das Symbol Oft mit ganzzahligem positiven 
oder negativen Exponenten n Differentiationen bez. (- n) Integrationen bedeutet. 
Wir besti=en nun einfach da[s die bei ganzzahligen 1t für die einzelnen 
F?-nktionen gültigen Regeln a~ch für gebrochene 1t bestehen bleiben sollen, was 
Wir sogleich an einigen Beispielen näher ausführen wollen .. 
Viele von den Funktionen, mit denen wir zu arbeIten haben, sind in 
der Gestalt Aeax oder B sin bx oder aber durch Summen solcher Funktionen 
darstellbar. }fan beachte nun, da[s: 
(jn(Aeax) = Aa"eax 
gilt, wenn n eine positive oder negative ganze Zahl ist. 
gebenen Prinzipe werden wir also haben: 
oder: 
Ot(Aeax) = AateGX 
(1) 
Andrerseits hat man: 
Nach dem eben ange-
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166. Elektrische Probleme. Für einen Stromkreis mit dem 
Widerstande R und der Selbstinduktion L gilt das Gesetz: 
V=RC+L~;. 
Wir bezeichnen die Operation (~ mit dem Buchstaben 8; dann ist: 
V-(R+L8)C' C=·· ~ . 
- .' R+LI) 
In der That behandeln wir bei unseren sämtlichen algebraischen 
Berechnungen den Ausdruk R + L8, als wenn er einen Widerstand 
bezeichnete. 
(2) 
(}(R sin bx) = Rb cos bx = Rb sin (bX + ~-), 
(}2(B sin bx) = - Rb' sin bx = Rb' sin (bx + 1t), 
(}u(R sin bx) = Rbn sin (bx + n ;). 
Die letzte Formel gilt für jede ganze positive oder negative Zahl. Nehm.en wir 
nun an, dars dieselbe auch für gebrochene positive oder negativen gIlt, so 
hat man z. B.: 
(3) et(B sin bx) = Bbt sin (bX + -i)' 
Es giebt noch gewisse andere wertvolle Funktionen, bei denen wir im-
stande sind, die Bedeutung der Operation 1)-1' anzugeben. So werden wir z. B.. 
im Verlaufe unserer Untersuchungen von einer Funktion Gebrauch zu mache~ ~aben, 
welche für alle negativen Werte von x verschwindet und für alle posltlv~n X 
konstant gleich a ist. Nennen wir diese Funktion f(x) , so wird sich zelgen, 
dars: 
1. 1_1. 
1)2 f(x) = a 17~ x 2 
ist, worauf dann die Bedeutung von oi oder (}t oder o-t oder O-i, .. , leicht 
~;rrch ~il!erentiation resp. Integ:r.ation zu finden ist. Die Regel (4) wird ~enigstegil~: 
fur posItIVe x durch folgende Uberlegung verständlich gemacht. Zunachst 
für ganze positive Zahlen n und 'In> n: 
on(xrn) = _~~_xm-n. 
Cll! - n)! 
Hi:r ersetzen wir, :um gebrochene n zugänglich zu machen, In! und CI/! -: n): 
durch lhre Ausdrücke m der später (cf. Art. 272) zu betrachtenden T_Funktlon. 
(}"(xm) =_ r(~"±!L_ x",-n 
rem - n + 1) . 
Setzt man jetzt n = t, In = 0 ein, und ni=t das Fortbestehen der letzten 
Gleichung an, so sind die Funktionswerte 
T(l) = 1, Tm = Vn 
zu benutzen, womit sich die Gleichung (4) bestätigt. 
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Kondensator von der Kapazität K Farad. Die Spannung zwischen 
den beiden Belegungen betrage V Volt. C sei der Strom in Ampere, 
welcher in den Kondensator hineinfliefst, d. h. der Betrag, um welchen 
die Ladung Q des Kondensators (in Coulomb) pro Sekunde zunimmt. 
Mit anderen Worten: Es ist 
C= d~ = -~ (KV) 
clt dt 
oder, da wir K gewöhnlich als konstant annehmen: 
dV C=K--· dt 
Die Leitungsfähigkeit des Kondensators ist K8; daher ist: 
V C=K8V=--· 1 
K(} 
Der Strom, welcher in den Kondensator hineinfliejst, ist demnach 
so grofs, als wenn der Kondensator einen Widerstand 1(} hätte. 
Fig.84. 
Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazität 
(Figur 84). Alle Aufgaben werden so behandelt, als wenn wir einen 
gesamten Widerstand hätten von der Gröfse: 
11) 1 R+L8+--. KO 
167. In irgend einem Leitnngsnetz können wir stets genau an-
geben, wie grofs der Gesamtwiderstand (für Gleichstrom) zwischen 
einem Punkte A und einem anderen Punkte B ist, wenn wir die 
sämtlichen Widerstände 1"1' 1'2' 1"3 U. s. w. der einzelnen Zweige kennen, 
Nun möge jeder dieser Zweige eine Selbstinduktion 111 l2' l3 u. S, w, 
und eine Kapazität Ku K 2 , K 3 U. s. w. besitzen; dann brauchen wir, um 
den Widerstand für Wechselstrom zwischen zwei Punkten festzustellen, 
in den betreffenden mathematischen Ausdruck für 1"1' r2 u. s. w. nur 
. d 1 Je esmal 1"1 + l18 + -K- - u. s. w. einzusetzen, 
1(} 
Dieses Resultat ist folgendermafsen zu verstehen : Wenn wir 
aus unserer Grundoperation 8 in der bisherigen Weise eine beliebige 
noch so komplizierte Operation herstellen, so wird sich das Symbol 
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dieser letzteren doch immer als ein in 0 rationaler Ausdruck dar-
stellen, der sich auf die folgende Normalform bringen läfst: 
a+b()+c()' + d()"+ e0 4 + rOD + ... 
(1) a' + llo+C'Or+-d'Os-+ e'O"+ rOD +-:.~~. 
Diese Operation soll nun auf eine Spannung ausgeübt werden, die 
als Funktion der Zeit gegeben ist. 
Für einige Funktionen der Zeit, welche wir bereits betrachtet 
haben, kennen wir schon die Antwort, die wir bei Ausübung von (1) 
erhalten werden. So z. B. wissen wir, dafs die Anwendung der 
Operation (a+bO+c02 +d03 +eO!+(O') auf die Funktion cat das 
Resultat ergiebt: 
(2) (a + ba + ca2 + des + ('a4 + {ao) C"I. 
Daraufhin läfst sich also die komplizierte Operation (1) bei eat d~rch 
blofse Multiplikation mit A und Division mit A' ableiten, wobei A 
die Zahl (a+ba+ca2 + ... ) ist und A' die Zahl (a' +1/ a+c'a2 + .. -) 
bedeutet. 
Wenden wir uns zweitens Zur Funktion 1ft sin (n t + f), so wissen 
wir, dafs 
02 den Wert - mn2 sin(nt + f), 
04 " " + I/l n4 sin (n t + E) 
ergiebt u. s. w., während 







mncos(nt + f), 
- mn3 cos (nt + E), 
+mn5 cos(nt+f) 
Demnach läfst sich die fragliche komplizierte Operation (1) er-
setzen durch ! t ~~, worin die vier Konstanten folgende Werte haben: 
p = a - cn2 + en4 - •• " IJ = b - dn2 + (n4 - •• " 
IX = a' - c' n2 + e' n4 - •• " ß = b' _ d' n2 + (n4 - •• '. 
Wir sahen schon in Art. 11):; dars die Anwendung der Opera-
tion p + qO auf die Funktion ~, sin (nt + E) die Amplitude ~er 
Schwingung im Verhältnis von Yp2+q2-n2: 1 vergröfsert und eUle 
Voreilung der Phase um den Winkel arc tanO' qn erzeugt. 
D L 11 '" 1! di chzll-er esel' so te versuchen dies nochmals selbstän g n8 weise~, obw:ohl er es auf ander:m Wege bereits gefunden hat; d. h. 
er moge zeigen, dars die Gleichung gilt: 
(p + q 0) sin nt = VP~ 22 n2 • sin ( nt + arc tang q;) . 
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In ähnlicher Weise dividiert die 
die Amplitude durch lfa2 + ß2n2 und 
Phase um den Winkel arctang ßn . 
<X 
umgekehrte Operation ~ 
'<X + /,0 
bewirkt eine N acheilung der 
Als Schlufsresultat ergiebt sich mithin: 
p j--q~ msin(nt+ c) 
<X + ßO 
= In 11 ~:t p::: . sin (n t + c + arc tang q;l - arctang ß;l) , 
eine Regel von aufserordentlicher Wichtigkeit, durch deren Anwen-
dung man sich viel l\lühe erspareu kann. 
168. Bei allen diesen Beispielen hatten wir nnr die erzwungenen 
Schwingungen eines Systems im Auge. Wir haben nun bereits be-
lll.~rkt, dafs bei einer Gleichung von der Gestalt (2) in Art. 152 die 
Losung als Summe zweier Funktionen darstellbar ist: 
y = fex) + F(x). 
Da~in ist f (x) die Lösung für den Fall, dafs X in der genannten 
GleIchung gleich 0 ist, also für die natürliche Schwingung des sich 
selb.8t überlassenen Systems, während F(x) die erzwungene Bewegung 
a~glebt. Bezeichnen wir nun in der fraglichen Gleichung (2) Art. 152 
dIe Operation: 
( 
d' cl" d~ d ) ('-X' + A (Ix" + B dx' + C dx + E y 
symbolisch mit D(y), so folgt aus der Gleichung D(y) = X: 
y = ])-1(0) + ])-1 (X). 
. Darin deutet ])-1(0) symbolisch die Funktion fex) und ])-l(A) 
dIe Funktion F (x) an. 
Als Beispiel wählen wir die Gleichung: 
(1) dy + ay= X. 
d.'C 
Um fex) zu finden, setzen wir ~~ +ay = 0 oder U~ + a) y = 0 
{lder (0 + a)y = O. 
Aus Art. 97 wissen wir, dars dann y = Ae- aZ ist. Wir sehen 
also, dafs-~ keineswegs Nnll ist sondern das Produkt einer will-
O+a ' 
Perry, höhere Analysis. 18 
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kütlichen Konstanten und der Exponentialfunktion e- a:t bedeutet. 
Die Lösung der vorgelegten Gleichung (1) lautet demnach: 
y = Ae-(U +X . 
O+a 
Wir wollen nun das zweite Glied dieser Lösung genauer be-
trachten, d. h. nur den erzwungenen Teil der Bewegung. Bei den 
meisten derartigen in der Praxis vorkommenden Fällen wird nämlich 
der Exponentialausdruck im ersten Gliede sehr schnell aufserordent-
lich klein. 
169. Beispielsweise ändere sich in einem elektrischen Strom-
kreise, für welchen V = (R + L8) C ist, die Spannung sinusartig: 
J7 = Vo sin qt. 
Dann wird, wie wir bereits gefunden haben, der erzwungene 
Wert der Stromstärke: 
C =!'o_-"in q t 
R+LO' 
und nach unserer neuen Regel oder auch nach Art. 118 wird daraus: 
(1) C = VR1L.q~ sin (qt - arc tang !-Jf) . 
Nun 
Glied für 
haben wir aber aufser diesem Ausdruck 
die Stromstärke, nämlich: 
o 
k+-Lo oder: o ;+-R' 
L 
noch ein zweites 
und gemäIs unserer obigen Regel (Art. 168) ergiebt sich daraus: 
(2) 
Wir können diesen 
auf Grund von: 
R 
-- t Ale L • 
Ausdruck auch wie III Art. 97 findel), nämlich 
RC+ L ~~ = 0, (~~ = - ~ C. 
Diese Differentialgleichung führt auf die Exponentialfunktion und 
giebt ~ns ebenfalls das Resultat (2). ., 
DIe Summe von (2) und (1) bildet die vollständige Losung· 
Kennen wir noch den Wert von C für t = ° so können wir auch 
den Wert ~er Konstanten A. l bestimmen. Das 'Glied (2) verschwindet 
offenhar mlt wachsender Zeit sehr schnell. 
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Als zweites Beispiel wollen wir annehmen, dars V konstant sei: 
V = Vo. Dann ist: 
C= __ Vo -. R+Le 
Es liegt auf der Hand, dars C = ~ die erzwungene Stromstärke 
ist; denn wenn wir auf C = -~ die Operation R + LO anwenden, so 
erhalten wir Vo• Das verschwindende Glied der Stromstärke ist bei 
R 
--t 
denselben Werten von Rund L stets dasselbe, 
welchem Gesetze auch V unterliegt. 
nämlich Al e L, 
Die vollständige Lösung lautet also jetzt: 
ffi) -~t ~ 
. C= Ale L + R' 
Beispielsweise Sel C = 0 für t = 0; dann wird: 
O=A+VO'A=_Vo 
1 R' 1 R' 
sodafs (3) übergeht m: 
(4) 
Der Leser möge für ein weiteres Beispiel folgende Zahlenwerte 
wlihlen: 
Vo = 100 Volt, R = 1 Ohm, L = 0,1 Henry 
und möge zeigen, wie C anwächst. Wir haben das hierfür geltende 
Gesetz schon früher gefunden. 
170. Beispiel. Ein Kondensator von der Kapazität K sei 
mit einem indnktionsfreien Widerstand '1' parallel geschaltet. V sei 
die Spannung zwischen den bei- .. c de~ Verzweigungspunkten v und 0 ~c.c~ 
(FIgur 85). Die zwei Ströme sind .  
dann c = V und C = K. 0 V. und K C 
r ' 
ihre Summe ist: Fig, 85. 
C+c=V(~ +KO)= VC+:·~6). 
Der Kondensator und der induktionsfreie Widerstand wirken also 
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Beispielsweise sei: Y = Vo sin n t. Dann ist: 
C + c = (1 + j'!!ff) Yo ~in 1!t , 
1" 
und mit Rücksicht auf Art. 167: 
C + c = Vo ,/1 + r2 K2 n2. sin (nt + arc tang rKn), l' r 
c= :~ sinnt, C=VoKnsin(nt+ ~). 
[IL 170 
171. Auf einen Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und 
Kapazität (Figur 86) wirke eine veränderliche Spannnng V = Vo sin nt, 







oder unter Anwendung der Regel aus Art. W7: 
C = ______ !i0V ______ =_ " '[(0 __ v: 
l+RKO+LKO' (l=LKn')+RKO ' 
C = ,__ KnVo ______ ,( nJlX!".). 
Y(1=LJrn'5'-+R'K';;t' sm nt +2 = arctang 1 _LKn 
Der eifrige Leser wird auch noch Zahlenwerte ei~setzen :1-
durch mehrere numerische Rechnungen die Bedeutung dIeses Re. 
ta~s .noch deutlicher erkennen. Wenn er auch nur das folgende :: 
BeIspIel durchrechnet, 80 wird er doch allein daran schon sehen, .. 
er jetzt ein Mittel hat, um in wenigen Zeilen ein Problem zu 10se11; 
zu dem manche Autoren viele Seiten brauchen' sie verwenden dabeI 
die kompliziertesten mathematischen Ausdrücke 'welche zum weni~ten 
sehr leicht verwirren, wenn es nicht gar unmÖglich ist, ihre physik~­
lische Bedeutung überhaupt zu durchblicken. Hier ist dagegen die 
physikalische Bedeutung einer jeden GleichunO' leicht zu verstehen. 
Numerisches Übungsbeispiel*): Man" wähle Vo = 1414 Vol~ K ~ 1 Mikrofarad oder 10- 6 C.G.S., R- 100 Ohm und n = 1000. 
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Jetzt setzen wir für die Selbstinduktion L verschiedene Werte 
ein, und finden dann für die Stromstärke und die Phasenverschiebung 
die Resultate, welche in der folgenden Tabelle und in den Kurven 
der Figur 87 angegeben sind. 
Phasen- !I : i Phasen-
" I . L (in ' Effektive verschiebung 'I L (in ! Effektive verschiebung 
Henries) i Stromstärke (in Graden) I, Henries) i Stromstärke I (in Graden) 
(in Ampere) [Voreilungj • (in Ampere)! [Voreilung 
















































































Die Kurve ABGD zeigt, wie der Strom von ..1, wo L = ° ist 
mit wachsendem L zuerst ~. 
langsam, dann immer schnel-
9 ler ansteigt, wie er bei 
L = 1 Henry ein Maximum 
erreicht und dann genau in 
derselben Weise, wie er vor-



















, , I , 
I 
I 
i ! 0 
I I I 
i I 
, , 
...... 1 ~ , 
-':C' -
IJ 0.2 0.' «6 tU 1,0 1,2 I." 1,6 1,' %,D !l,Z 1,1 f,.6 U J,01Qt} 
Selbstinduction in Hen~ies 
Fig.87. 
Die Kurve EFG zeigt 
die Gröfse der V oreilung des 
Stromes gegen die Spannung, 
welche 8ich bei L = 1 fast 
plötzlich in eine N acheilung 
verwandelt. Das Maximum des Stromes bei LKtl2 = 1 ist ebenso 
grofs, als wenn wir keinen Kondensator und keine Selbstinduktion 
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hätten, sondern nur einen induktionsfreien Widerstand B. Es ist 
interessant zu beachten, dars in den Beispielen des Art. 160 die 
gleiche Beziehung: LKn2 = 1 zwischen L, Kund n (unter Ver-
nachlässigung des kleinen Widerstandsausdruckes ) besteht, wenn der 
Kondensator einen Wechselstrom durch den Stromkreis B, L sendet, 
der seine beiden Belegungen mit einander verbindet. 
Mit Zahlen zu rechnen, wie wir in diesem Beispiel gethan haben, 
ist viel billiger, übersichtlicher und fruchtbarer, als mit Wechsel-
strommaschinen, Spulen und Kondensatoren zu experimentieren. 
172. In einem Transformator geht selbst dann, wenn sein"se-
kundärer Stromkreis offen ist durch Hysteresis und Wirbelstrome 
Arbeit verloren; und zwar ist das ResuU;tt im wesentlichen dassel?e, 
als wenn kein derartiO'er innerer VerIust sondern statt dessen eUle 
kleine äufsere Belastu:g vorhanden wär~. Indes wollen wir hier 
auch von dieser Belastung einmal ganz absehen und einen idealen 
Transformator voraussetzen. Es soll nun der Einßufs eines Konde~; 
sators im Nebeuschlufs betrachtet werden der den "wattlosen strom 
uuterstützt. ' 
Der primäre Strom eines unbelasteten Transformators be~~ht 
aus einer Grundschwingung von derselben Wechselzahl wie die Pnmar-
spannung, und aus Obertönen von der dreifachen und f~~nffachen 
Periodenzahl , welche auf eine eigenartiO'e Weise durch die Anderung 
der Permeabilität des Eisens zustande 0 kommen. Mit diesen O?er-
tönen hat der Kondensator nichts zu schaffen. Er kann sie in kemer W . d . mmllen 
else ver ecken; der gemeinsame Strom behält diese SchWIll",,,,,,? 
unter allen Umständen bei' wir werden sie aber hier nicht we~ter 
"hn ' . ddien erwa en, sondern uns vorstellen dafs sie nachher elllfach a . 
werden. Dies bewahrt uns vor I:"tümern' denn wenn wir nur ~e 
, k"nnen wrr Grundschwingung betrachten, so 0 t t 
annehmen dafs die Permeabilität kons dan 
, . eS 
ist, d. h. dafs der primäre StrornkrelSt te 
unbelasteten Transformators eine kons an K 
Selbstinduktion hat. on 
C'c '''ir wollen nun einen Kondensato~ ~e 
Fig. 8~. der Kapazität K mit den Enden der Pd R 
. . verbinden (Figur 88), die einen Wi~erstan den un~ eme Selbstmduktion L haben möge. Die Spannung ZWIschen 
helden Endpunkt . V· . d ornentane \v en Sel = Vo sm n t . ferner seI C er rn d-
ert des Stromes in der Spule und 'c der des Stromes irn Kon en 
sator' dann . t C + d G mtstroIJl. 
, IS C er dem Stromsystem zugeführte asa 
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Nun ist aber: 
und 
Also: 
c = l~o~innt 
R+LO 
Va sin nt K TT t C = ~---.i - - = n , 0 cos n . 
KO 
c + c = 6f~TO + Ke) Vo sinnt 
oder nach Anwendung unserer Regel aus Artikel 167: 
C + c = 1 j-~!~ +~!~2 V = l_~F~n' -t.ll_K.0 r 
R+LO R+LO' 
279 
Es ist nun ein Leichtes, durch Anwendung des Artikels 167 
den vollständigen Ausdruck für 0 + c hinzuschreiben; aber da wir 
uns vorläufig um die V oreilung oder N acheilung nicht kümmern 
wollen, so bestimmen wir zunächst nur die Amplitude. Dieselbe ist 
offenbar: 
Den effektiven "\Vert von C + c, den ein Amperemeter als Gröfse 
des Stromes anzeigen ,würde, erhält man aus diesem Werte durch 
Division mit y'2". 
Den kleinsten Wert für C + c erhält man bei 
L 
K = R" + L'n' 
Es ist also möglich, durch Verwendung eines richtig bemessenen 
Kondensators den Leerlaufstrom in der Zuleitung zum Transformator 
und damit die Verlttsle in der Leitnng zu vermindern. 
Man beachte hierbei, dafs, wenn L in Henries ausgedrückt wird 
und n das 2n--fache der sekundlichen Periodenzahl ist (so dafs in der 
Praxis der Wen von n etwa um 600 herum liegt) *), K in Farad 
gefunden wird. Nun kostet ein Kondensator von nur 1 Mikrofarad 
oder 10- 6 Farad schon einige hundert Mark. Nur ein ganz un-
praktischer Mann kann daher im Ernste den Y orschlag machen, fur 
den eben genannten Zweck einen Kondensator zu verwenden. Er 
würde Millionen kosten. 
*) In England ist f = 80 ein üblicher Mittelwert; bei deutschen lIfaschinen 
pflegt die Periodenzahl annähernd 50 zn sein. 
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Der äufserste Wert, auf welchen sich in dieser W eise der Strom 
C + cherabdrücken läfst, verhält sich zu C wie R: V R2 + L2n2. 
Der Leser sollte nun auch ein numerisches Beispiel dafür durch-
rechnen, z. B. nehme er für einen Igeltransformator an: R = 24 Ohm, 
L = 6,23 Henries, n = 509, entsprechend einer sekundlichen Perioden-
zahl von etwa 81,1. Die effektive Spannung, d. i. ;~, betrage 
2400 Volt. Figur 89 zeigt dann den effektiven Strom, welcher sich 
für die verschiedenen Werte 
von K ergiebt. 
fJ 0.1 0:1. 0,3 O.1t 0,$ 0;6 0,7 0,8 0,9 1,0 l,t I,%. l,a 1,Ir 1,.5 -100 
Kapazität (in MicI"ofarad) 
Fig.89. 
Die Stromkurve ist 
eine Hyperbel, die von ei-
nem Geradenpaar kaum zu 
unterscheiden ist. Der Ge-
samtstrom wird ein Mini-
L 
mum bei K = BO + L'n" 
d. i. in diesem Falle bei 
K = 0,618 Mikrofarad; die 
Wirkung des Kondens~tors 
besteht darin, dars er den Strom im Verhältnis des Obmschen WIder-
standes zur Impedanz verringert. Interessant ist es auch, darauf zu 
achten, wie die grofse Nacheilung ganz plötzlich in eine grorse Vor-
eilung übergeht. 
173. In einem Gleichstromnetze seien die Punkte .A und B 
durch die parallel !!eschalteten Widerstände r r r mit einander ~ 17 2' S B 
verbunden. Bezeichnet dann V die Spannung zwischen .A und 1 
1"11 c2 , Ca die drei Einzelströme und eden Gesamtstrom, so ist: 
V V V 
Cl = -; , c2 = Cs = /:-, 1 '1'~ s 
C = V(~ + ~ +~) . 
r1 r'}. "s 
Demnach haben die drei parallelen Leiter zusammen eine Leitungs-
fähigkeit von der Gröfse: 
e~ + k + ~), 
und es ergiebt sich, wenn C bekannt ist: 
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Nun möge jeder Zweig noch eine Selbstinduktion l und emen 
Kondensator von der Kapazität k enthalten; dann gelten für jeden 
Augenblick genau die obigen Formeln, wenn WIr nur statt des 
Widerstandes r jedesmal den Ausdruck: 
1 
r+lO+kfi 
mit dem betreffenden Index einsetzen. Die algebraischen Ausdrücke 
werden indessen schwerfällig, und deswegen empfehlen wir dem Leser 
auch hier wieder, die Rechnung an einem numerischen Beispiele zu 
Ende zu führen. 
174. Zwei Stromkreise in Parallel-
schaltung. Die Stromkreise mögen die 
Widerstände r l und r2 und die Selbst-
induktionen II und l2 enthalten. Die 
Aufgabe besteht darin, zu bestimmen, 
wie sich ein Strom 0 auf die beiden 
Zweige verteilt. 
Handelte es sich um Gleichstrom, so würde sich 
(Figur 90) im Zweige r l ergeben: 
Folglich erhalten wir bei Wechselstrom : 
_ 1',+1,0 0 
Cl - 1', + r, + (I, + I,JO . 
o 
für den Strom Cl 
Ist 0 = 0 0 sin nt, so ergiebt sich gemäfs Artikel 167: ('V r.'+l.'n' . ( t t l,n t \/,+1,)11) Cl = 0 .~- - ----.~----- - '-. -. sm n + arc ang· .. - are ang -- -- - - . (r, + 1",)- + (I, + I,) n- r, r , + r, 
Angenommen, es sei nun in diesem letztgenannten Falle beab-
sichtigt, zum Zwecke irgend einer Messung eiBen Zweigstrom von C 
herzustellen, der eine vorgeschriebene Voreilung besitzt, dann müssen 
wir die Anordnung so treffen, dars: 
In (1 + 1.)n 
are tang -'- - arc tang ~+--
T2 r1 r! 
gleich dem verlangten V oreilungswinkel wird, und dann den Strom 
Im Zweige r1 für unseren Zweck benutzen. 
17 a. Kondensator zur Kompensation des Einßusses der Selbst-
induktion. Zwischen den Punkten A und B (Figur 91) herrsche 
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eine Spannung V, die sich nach irgend einem beliebigen Gesetze 
ändern mag. AB sei eme Spule mit dem Widerstande R und· der 
Selbstinduktion L. 
Es wird dann im allgemeinen die ~r Z k B Stärke des Stromes nicht gleich -~ sein. Durch Parallelschalten eines N eben-/! 0 
R L schlusses mit einem Kondensator soll 
Fig.91. nun bewirkt werden, dafs diese ein-
fachste Beziehung: C = -~ aufserhalb der Strecke AB dennoch zu-
trifft. Wie mufs der N ebenschlufs bemessen sein? 
Der Gesamtstrom ist offenbar: 
V V C = -~~- + ~----~--
R + LO l' + lO + I~O ' 
oder, indem wir alles auf einen gemeinsamen Nenner bringen und 
die Glieder nach Potenzen von () ordnen: 
C ~ 1 + O(rK+RK) + 02(lK+LK) V ~ :R-+ O(Rr-K+L)+ O'(RlK+LrKY+ LlKOS . 
Da hier V irgend eine ganz beliebige Funktion der Zeit sein 
darf, so können wir mit der rechten Seite dieser Gleichung weitere 
Vereinfachungen, wie in Artikel 167, nicht vornehmen. 
Nun wünschen wir, dafs das Resultat der Operation gleich 
~. V sein soll. Wir setzen beide Ausdrücke gleich, entfernen die 
Brüche und sehen dann, dars: 
R + (}(RrK + R 2K) + (}2(RlK + RLK) 
identisch sein murs mit: 
R + (}(RrK+ L) + (}2(RlI( + Lr K) + LlK(}3. 
Da nun V irgend eine beliebige Funktion der Zeit sein soll, so 
können die obigen Ausdrücke nur dann O"leich sein wenn L1K = 0 
~ ',.
ist. Das heifst aber: 1 murs gleich 0 sein, der KondensatorstromkreiS 
darf keine Selbstinduktion enthalten. Ferner ergeben sich die Be-
dingungen: 
RrK + R 2K = RrK + L, 
woraus K = ;. folgt, und 
R1K + RLK = RlK + LrK, 
woraus R = r folgt. 
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Der Widerstand im Kondensatorstromkreise murs also gleich dem 
des anderen Kreises sein. 
Schlufsresultat: Parallel zum Stromzwcige R+L8 ist ein Kon-
densatorzweig R + ~O zu schalten, wobei K = {f. ist. 
176. Es sei bei dem vorigen Beispiele: V = Vo sin nt; dann 
kann man der auf V auszuübenden Operation die einfachere Gestalt 
geben: 
1 - K(l+L)n' + K(r+R)O 
R - K(Rl+rL)n" + O(RrK+L-L1Kn') 
Wenn nun die Proportion gilt: 
R - K(Rl+rL)n2 Rl'K + L - L1Kn2 
-C=K(1+L)11,2- = ---X(r+R)--
so ist der bei .A ein- und bei Baustretende Gesamtstrom mit V 
proportional und hat keine Phasenverschiebung gegen die Spannung. 
Ist dabei auch noch R = T, so wird der Strom = -f. Allerdings 
mufs diese Justierung der Gröfsen R, r, L, l, K zu einander für jede 
Periodenzahl besonders erfolgen; bei einer Änderung von n stimmt 
sie nicht mehr. 
177. Es soll erklärt werden, dars die elfektive Spannung zwi-
schen den beiden Hanptkabeln an einer Stelle D (Figur 92) unter 
Umständen kleiner sein kann als an einer Stelle C. welche vom 
Generator weiter entfernt liegt. Diese Er- R L C' B 
scheinung rührt gewöhnlich von der Eigen- Ln. l/00Q90111
K 
r 
kapazität der Kabel her, welche sich auf 
ihre ganze Länge verteilt (ein häufig vor-
kommender Wert ist 0,2 Mikrofarad pro km). 11 
""ViI' wollen indessen den Einflufs der ver- Fig.92. 
teilten Kapazität später betrachten i für die jetzige Untersuchung denken 
wir sie uns konzentriert und nehmen einen Kondensator von der Kapa-
zität K an, der bei B zwischen die Hauptkabel geschaltet ist. Der 
induktionsfreie "Widerstand, welcher etwa aus Glühlampen bestehen 
mag und ebenfalls bei B an die Hauptkabel angeschlossen ist, sei r. 
Der Widerstand und die Selbstinduktion der Kabel zwischen D und B 
sei Rund L. l!'erner sei v die Spannung bei Bund C der Strom 
in der Leitung D B. Der Strom, welcher in den Kondensator hinein-
fliefst, ist dann: 
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Der Spannungsverlust von D nach B beträgt (in Volt): 
(R + LO)C 
oder: 
(R + LO) (KO +~) v, 
oder: 
{~- + (BK +~)O + LK02}V. 
Ist nun v = Vo sinnt, so wird dieser Spannungsabfall: 
Die Spannung bei D ist um diesen Spannungsverlust gröfser 
als c, also gleich: 
{(I + ~ - LKn2) + (RK + f)O}v. 
Unter Anwendung von Artikel 167 ergiebt sich daraus für das 
Verhältnis der Spannungen bei D und B: 
Quadrat der effekt~ven Spannung bei I>. = (1 Xl _ L K 2)2 (BK + ~)2nll. 
Quadrat der effektwen Spannung bei B + r n + r 
Nun giebt es aber Werte für die Konstanten, bei denen dieser 
Quotient kleiner als 1 wird. 
Um ein numerisches Beispiel durchzuführen, nehmen wir: 
r=10, B=O,l, K=10- 6, n=1000 
und setzen für L nach einander die Werte ° 0005 0,01, 0,02, , , , 
0,03 etc. ein. 
Der Leser wird ohne Schwierigkeiten diese Aufgaben auch dann 
zu behandeln imstande sein, wenn r + l(J an die Stelle des Buch-
stabens r in (1) treten murs, d. h. wenn bei B nicht nur Lampen, 
sondern auch Spulen mit Selbstinduktion angeschlossen sind. 
1'" 8. Allgemeiner :I<'all der Wirkung von zwei Spnlen auf .ein-
ander. Gegeben seien zwei Spulen, Figur 93; bei der einen hege 
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tion L und eine Kapazität K vor; bei der anderen seien die entsprechen-
den Werte: e, r, l, k; der gegenseitige Induktionskoef:fizient sei m. 
Wir benutzen nun die Abkürzungen: 
R' für R+LO+-}(o und r' für r+lO+k~' 
(1) 
Dann gelten die Gleichungen: 
{
E = R'C + mOc, 
e = mOC + rc. Fig.93. 
(Man achte darauf, wie wichtig es ist, sich bei der Berechnung 
des Resultates in Bezug auf die Vorzeichen von C, c, E und e nicht' 
zu irren.) 
(3) 
Aus den Gleichungen (1) folgt nun: 
R'e-mOE 
C = R'r' -m'O" 
C= r'E-mOe. 
R'r-m'O' 
Darin können wir für R', r', E, e ihre Werte einsetzen und so 
die Stromstärken finden. 
Man beachte, dars E auch eine Spannung sein kann, welche nur 
an den Enden eines Teiles des betreffenden Kreises wirkt, und dars 
dann R nur den Widerstand dieses Teiles bedeutet. 
Die folgenden Übungen sind Einzelbeispiele dieses allgemeinen 
Falles, der aber mit denselben keineswegs erschöpft ist. 
179. Zwei Stromkreise (Figur 94) mit Selbstinduktion seien 
parallel geschaltet; ihre gegenseitige Induktion seim. 
1. Zwischen den beiden Ver-
zweigungspunkten herrsche eine Span-
nuugsdifferenz v = Vo sin nt; dann geht 
~leichung (2) der letzten Aufgabe über 
m: R'-mO 
c = R:r_m'O'v. 
~~O-li),~C"':"''::''C_ 
l r c 
Fig.94. 
Setzen wir nun für R' semen Wert R + LO und für 1" semeJl 
Wert l' + lO ein, so .ergiebt sich: 
R+ (L -m)O 
c = I Rj:-(IX=1iI') 1j'T:.fCLr+[R)O t·. 
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Wir wissen, dafs c- = l!,-=me ist und können daraus sofort G 1'-1118 ' 
. _c~ und -~. finden. Die Stromstärke C ergiebt sich dann durch G+c C+c 
Anwendung der Operation: 
R+ (L -111)8 
(R +·j·)=tCL=t.=y-= 2;;1)6 
auf A sin nt. 
Wir halten es kaum für nötig, dieses Beispiel noch ausführlicher 
zu behandeln; denn die weitere Rechnung besteht lediglich in der 
Anwendung der in Art. 167 gegebenen Regel. 
180. Wir wollen annehmen, dafs in dem obigen Beispiel jeder 
der beiden Stromkreise auch noch eine gegenseitige Induktion mit 
Fig.9:1, 
dem Gesamtstrom besitzt. 
Der besseren Übersichtlich-
keit wegen führen wir neue 
Bezeichnungen ein, welche 
in Figur 95 angeben sind. 
Es sei v die Spannungs-
differenz zwischen den Enden der beiden parallel geschalteten Zweige. 
Ferner wollen wir zur Abkürzung die Buchstaben r', p.' und m' für 
r + lO, pJJ und m(J setzen. Dann ist: 
v = r/ Cl + p.' C2 + ml ' (Cl + c2), 
und daraus ergeben sich für die beiden Zweige die Gleichungen: 
v = (r/ + m/) Cl + (p.' + m/) C2 , 
v = (p.' + Jn2') Cl + (r2' + Jn2') C2 • 
Durch Kombination erhalten wir dann: 
(1) C - ..... __ Cr; + m;) - (/L' + m,') 1 - (r,' + m,')(r;+ m~') - (;z'~+ 1n~')(~' +»1;') v 
und einen ähnlichen Ausdruck für c2 • 
Die Verteilung des Gesamtstromes C auf die beiden Zweige läfst 
sich also folgendermafsen darstellen: 
(2) ;1 = (r; + m;) ~ ([L'j-1n,') C 
r,' + r; - 2/L' • 
Wenn wir diesen Quotienten vollständig ausschreiben, so können 
wir an denselben recht interessante Aufgaben knüpfen; die Durch-
führung derselben wolle man etwa dadurch vereinfachen, dafs :man 
für einige der Gröfsen spezielle Zahlenwerte einsetzt. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
II. 180J Rotierendes Feld. 287 
Wollen wir in den einzelnen Zweigen auch noch Kapazitäten an-
nehmen, so brauchen wir nur anstatt eines jeden )" zu schreiben 
)' + l{) + klO mit dem entsprechenden Index. 
Im übrigen ist (.t 0 für (.t' und mO für m' einzusetzen. Für 
Stromkreise ohne Kondensatoren ergiebt z. B. die Gleichung (2): 
Cl = ~2 + iQ2± m2=/L~ nsl C. 
1, + r. + 0 (l1 + I. - 21") 
181. Rotierendes Feld. Ein Strom fliefse durch zwei hinter 
einander geschaltete Spulen, von denen die eine auf einen nichtleiten-
den Kern gewickelt ist, während die andere einen leitenden Kern ent-
hält. Die Spulen kreuzen einander rechtwinkelig und sollen keine 
gegenseitige Induktion haben; gesucht wird der Charakter der beiden 
rechtwinkelig zu einander stehenden :Felder in der Mitte der bei den 
Kerne. 
Es seien 111 und n2 die Windungszahlen der heiden Spulen. Den 
leitenden Kern können wir uns auch durch eine dritte in sich selbst 
geschlossene Spule mit einem Widerstand )'3' einer Windungszahl n3 
und einem Strome c ersetzt denken. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, dafs alle drei Hauptwindungsradien gleich grofs sind, und 
dars die Spulen n2 und n3 sorgfältig durcheinander gewickelt wurden. 
Das eine Feld, F u ist dann proportional mit n1 C, den Amperewin-
dungen der ersten Spule; wir wollen es geradezu mit n1 C bezeichnen; 
das andere Feld, F 2 , ist entsprechend gleich 11" C + llsC zu setzen. 
Wir nehmen nun an, dars die gesamte Kraftlinienzahll für jede der 
heiden Spulen proportional der Feldintensität in ihrem Centrum ist, 
sagen wir b-mal so grors. Dann erhalten wir für die dritte Spule 
die Gleichung: 




Ist nun C= Cosinqt, so gilt: 
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Art. 126 zeigt uns für diesen Fall den Charakter des resultie-
renden Feldes. Wir versichern dem Leser, dafs er auf diese Weise 
ein ausgezeichnetes rotierendes Feld erhalten wird. 
Es ist leicht einzusehen, dafs bns2 in Wirklichkeit die Selbst-
induktion der dritten Spule und bns~ ihre Zeitkonstante ist. Eine 
l' 
S d . Spule von nur einer Windung, d. h. ein leitender Kern, wir eme 
gröfsere Zeitkonstante haben, als irgend eine in demselben Volumen 
untergebrachte Spule von mehr als einer Windung (infolge des durch 
die Isolation verlorenen Raumes). Ferner ist es einleuchtend, dars 
wir bei hinreichender Dimensionierung des Kernes für eine gegebene 
Wechselzahl ein fast gleichförmiges und gleichförmig rotierendes 
Feld erhalten können, wenn WIr . 
machen. 
Dies Beispiel, dem WIr leicht noch eme ganze Reihe ähnlicher 
anfügen könnten, zeigt so recht den Vorteil , den die Anwendung 
unseres Operationszeichens () bietet. 
182. In Art. 178 bedeute E = V die primäre Spannung eines 
Transformators, dessen primärer Stromkreis einen inneren Wider-
stand R und eine Selbstinduktion L enthalten mag. Im sekund~n 
Stromkreise sei keine eigene elektromotorische Kraft vorhanden; sell 
innerer Widerstand sei rl1 seine Selbstinduktion l und sein äufserer 
Widerstand Qi der letztere sei induktionsfrei und bestehe z. B. auS 
Glühlampen. Die Spannung an den sekundären Klemmen sei: v = Cl!' 
Dann ist in (1), (2) und (3) des Art. 178: V für E, 0 für e, 
und R + LO für R' einzusetzen. 
Anstatt t·' schreiben wirr + 1O, was eigentlich oIeich r1 + Q + 18 ist. Dann ergiebt sich: '" 
(1) C= Rr+TR1+~1;!:+(Ll_m')(j2' 
(2) (} = _____ ~(~ + l/)~_ _. 
Rr+ (RZ + 1'L)O+ (Ll-m')O' 
Die zweite der heiden Gleichungen (1) in Art. 178 lautet jetzt: 
'9*) 0 (... =mOC+(,-+l{)c. 
Fall I: Es sei: C = Coe"t. 
DallU folgt aus (2*): 
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Fall II: Es seI 0 = 00 sin qt. 
Nun folgt aus (2*): 
und daraus: 
mq c.' (' t 7t t 1 q) 




Z -V 1--; z:;-' . 
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Dabei darf aber praktisch r gegenüber lq vernachlässigt werden, 
wellli nicht der Transformator für ganz auIserordentlich kleine sekun-
däre Belastung konstruiert ist. (Eine Probe mit Zahlen, die einem 
normalen Transformator entnommen ist, wird diese Behauptung be-
stätigen.) Dadurch vereiufachen wir aber unsere Resultate in folgen-
der Weise: 
m 
C = Co 1 sin (qt - :r:), 
(i) -(~ m C' , 
Für die Anwendung dieser Gleichungen mag man sich daran er-
illnern, dars der Quotient aus den Momentanwerten von - c und 0 
gleich: 
.,. sin q t + 1 q cos q t 
mq cos qt 
ist, und dars dieser Ausdluck in gewissen Augenblicken unendlich 
grors wird *). 
Wir kehren jetzt zu Gleichung (1) zurück. Es sei Ll = m2 
(dies ist die Bedingung dafür, dars keine magnetische Streuung statt-
findet), und es möge der Wert R1" vernachlässigt werden können. In 
*.' Hier empfehlen wir dem Leser wieder die Durchführung eines Zahlen-
beispiels. 
Per r y, höhere Analysis. 19 
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irgend einem praktischen Falle wird man finden, dafs Rr sogar dann 
vernachlässigt werden kann, wenn reinige 100 Ohm beträgt*). 
Dann gilt: 
(4) IItV - C = ._. -_. 
RI+rL' 
sodafs also - c eine genaue Kopie der Kurve von V als Funktion 
. der Zeit bildet. Genau ebenso verhält sich C. 
Sind N und n die Windungszahlen der beiden Spulen, welche 









Das heifst: der sekundäre Widerstand scheint um den Wert 
( n.) R N! , den wir den "transformierten pl'imären Widerstand" nennen 
wollen, vel'gröfsert zu sein. Unter diesel' Annahme ist dann der 
sekundäre Strom durch die transformierte Spannung (- N V) und 
den sekundären Widerstand gegeben, 
Wären die V olumina der beiden Spulen o'leich und ebenso die ö , 
2 
durch die Isolation bedingten V olumverluste, so würde R ;. gleich f tl 
dem iuneren W~derstand der sekundären Spule, sem. Wir wollen an-








- C = --------
21',+(>' 
n 
N V (!C = v = - ---._~_. 
1+3 
(! 
klein im Vergleich mit 
- v = ; v. (1 _ 2~, ) . 
Q, sodafs wir setzen 
*) Man überzeuge sich hiervon selbst durch Einsetzen von Zahlenwerten. 
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21' 
--'- kann demnach als der durch die Belastung bedingte Abfall der Q 
sekundären Spannung angesehen werden. 
Ferner ist v'= P, der an die Lampen abgegebenen Leistung, 
Q 
I 1 P . 21" 
aso Q- = v.' Der prozentuale Spannungsabfall 1st also -v~ P, d. h. 
proportional der Nutzleistung oder der Anzahl der brennenden Lampen. 
183. Die obigen Resultate können wir auch noch auf einem 
anderen Wege erhalten: Es sei I die Induktion, und zwar möge sie 
in beiden Spulen den gleichen Wert haben. Wir nehmen also 
wiederum an, d;tfs keine magnetische Streuung vorhanden ist. Dann 
gilt: 
(1) V = Re + NO], 
(2) 0 = rc + nOI. 
Wir multiplizieren jede der beiden Gleichungen mit der be-
treffenden Windungszahl pr resp. n), dividieren' durch den Wider-
stand (R resp. r) und addieren die Gleichungen zu einander; dann er-
halten wir: 
(3) NV = A + (~V" + 1!,) 0] 
R R r ' 
worin A = NO + nc ist und die Gesamt-Ampere-Windungszahl ge-
nannt wird. 
Wenn wir nun die Natur des magnetischen Kreises kennen, 
d. h. die Permeabilität des Eisens, seinen Querschnitt (( in qcm und 
die mittlere Länge ,1. der Kraftlinien in cm, so kennen wir damit 
auch die Beziehung zwischen A und I. 
Wir haben diese Verhältnisse eingehend untersucht und ge-
funden, dafs der Ausdruck A in Gleichung (3) gegenüber dem zweiten 
Gliede immer ganz unbedeutend ist, wie auch das periodische Gesetz 
für .A. lauten mag, so lange nur die Wechselzahl und die Dimen-
sionen des Eisens sich innerhalb der in der Praxis gebräuchlichen 
Grenzen halten. Wir wollen ihn daher vernachlässigen und finden 
dann näherungsweise: 
(4) I = "-;(;: :.~) = ~ (1 - ~~) 0- 1 V 
~Y'r 
.Für ein Beispiel legen wir folgende Daten eines wirklich BUS-
geführten Transformators von 1,5 Kilowatt Leistung zu Grunde. 
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Sekundäre Spule: Eigenwiderstand der 'Wickelung: 1"1 = 0,067 Ohm, 
n = 24 Windungen. 
Effektive primäre Spannung: 2000 Volt oder V = 2828 sin q t Volt, 
worin q = 600 sein mag . 
.Ferner ist IX = 360 qcm und ;. = BI C111. Im unbelasteten Zu-
f'ltande des Transformators ist r = CXl; bei v.oller Belastung wird 1· 
nahezu gleich 7 Ohm. 
Wir haben vorhin den Wert R;. den transformierten 'Wider-
stand des primären Kreises genannt. Er ist in diesem Falle gleich 
27 (i6~)2 oder gleich 0,073 Ohm. Wenn die primäre und die sekun-
däre Spule gleiches Kupfervolumen und gleichen Volumverlust durch 
die Isolation hätten, so würde sich dieser Widerstand mehr dem 
'Werte 0,067 nähern, d. h. dem inneren Widerstande der sekundären 
Spule. 
n'R d 0,073. t d' t 1 V . d d K ftli . Nir 0 er ~ r - 1S 1e prozeu ua e er111m erung er ra men-
zahl bei Belastung gegenüber ihrem Werte bei Leerlauf. Bei Voll-
belastung mit r = 7 Ohm ist dieser prozentuale Abfall am gröfsten, 
beträgt aber selbst dann nur 1 % . Wegen seiner Kleinheit durften 
wir im Ausdruck (4) ein Anwachsen des Nenners durch eine pro-
zentual gleich grofse Verkleinerung des Zählers ersetzen. 
Wir betrachten nun den Wert I bei seinem Maximum, d. h. bei 
Leerlauf·, 1 V ist das Integral von V, also _ 282_~ cos 600 t,· daher 
I.J ~ HOO 
. 2828 ist die Amplitude von I gleIch 60():460' 
Um diesen :Maximalwert von I, welcher jetzt in Weber auS-
gedrückt ist, in C.G.S.-Einheiten zu erhalten, multiplizieren wir mit 
108• Dividieren wir dann noch durch a = 360, so finden wir für 
diesen Transformator 2856 C.G.S.-Einheiten als das Maximum der In-
duktion pro qcm, welches in jeder Periode zweimal erreicht wird. 
IV 
Da OI gleich· N nfR ist, so erhalten wir aus Gleichung (2) 1+ An". 
denselben 'Wert von - rc, dep. wir schon vorhin m Gleichung (6) 
des Art. 182 ermittelt hatten. 
184-. Wir kehren nun zu Gleichung (7) des Art. 182 zurück, 
wollen aber jetzt annehmen, dafs magnetische Streuung vorhanden 
i.~t7 und dafs wir also für r1 jetzt r1 + r 0 setzen müssen. Bei einiger 
Uberlegung wird man nämlich erkennen, dafs damit die magnetische 
Streuung berLi.cksiehtigt ist. Dann heifst der Divisor: 
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Q + 21'1 + 2l'O 
an statt Q + 2r1 ; WH müssen also unser damaliges Resultat dividieren 
durch 
"l' 1 + - --- -- 0 (1+21', ' 
oder, wenn WH 2)'1 gegenüber Q vernachlässigen, durch: 
1 +2i 0, 
(I 
Die frühere Amplitude von v ist demnach zu dividieren durch: 
VI -+ 4li.g·, 
und dies ist nahezu gleich: 
wenn die magnetische Streuung nur gering ist. 
Aufserdem entsteht aber eine Nacheilung des Stromes um den 
Winkel: 
21' 
arc tang· _fl . 
(I 
Nun müssen wir uns daran erinnern, dafs q = 21ft ist, wobei f 
die sekundliche Periodenzahl bedeutet, und ferner, dafs P, die an die 
Lampen abgegebene Leistung, umgekehrt proportional mit Q ist. 
Daraus erkennen wir jetzt, dafs der vom Widerstand herrührende 
prozentuale Spannungsabfall gleich ~~/ ist, der von der magne-
tischen Streuung herrührende dagegen gleich ia2f'2 P, lmd dafs die 
Streuung eine Phasenverschiebung um den Winkel af'P erzeugt. 
Darin bezeichnet a eine K onstaute, die von denjenigen Konstruktions-
daten des Transformators abhängt, welche auf die Streuung Einflufs 
haben. 
185. Zum Schlufs mag der Zusammenhang der wichtigsten 
Gröfsen beim Transformator noch einmal kurz beleuchtet werden. 
'Venn V bekannt ist, so braucht man es nur zu integrieren und 
durch N zu dividieren, um I zu erhalten. Nach Multiplikation mit 
108 und Division durch den Querschnitt des Eisens (in qcm) erhalten 
wir dann B, die Induktion pro qcm im Eisen, als Funktion der 
Zeit. Die für die betreffende Eisensorte experimentell ermittelte 
B Kurve 1i setzt uns nun in den Stand, fur jeden Wert von B den zu-
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gehörigen Wert H zu finden, und dieser, multipliziert mit de!' Länge 
des magnetischen Kreises im Eisen, ergiebt uns die erforderliche 
magnetomotorische Kraft (die "Gaussage") oder das ~6-fache der 
Amperewindungen. 
A gefunden. 
Damit ist dann das Gesetz für die Änderung von 
Wenn nun ein sekundärer Strom nicht vorhanden ist, so ergiebt 
A direkt den primären Strom, und unsere Ableitung müfste daher 
für einen unbelasteten Transformator oder eine Drosselspule zutreffen. 
Dies ist indessen nicht ganz richtig, da man niemals mit einem wirk-
lich unbelasteten Transformator zu thun hat, selbst wenn der Strom-
kreis, den man gewöhnlich als den sekuudären bezeichnet, einen un-
endlich grofsen Widerstand besitzt. 
186. Das Grovesche Problem: Wirkung eines Kondensators im 
primären Stromkreise eines Transformators. 
Fig. V7. 
ADB (Figur 97) sei der primäre Strom-
heis mit einer elektromotorischen Kraft 
E = Eosinnt, einem Widerstande R und 
einer Selbstinduktion L. BA ist ein Kon-
densator von der Kapazität K, r ein pa-
rallel zum Kondensator geschalteter in-
duktionsfreier Widerstand. Der Strom im 
primären Stromkreise sei C und habe die Amplitude Co' Der Wider· 
stand des Kondensators beträgt ~o Ohm. 
Es ist nun ein leichtes, den Wert von Co auch für den Fall 
hinzuschreiben, dafs r und ]( irgend welche endlichen Werte be-
sitzen*). Aber für unsere Aufgabe wollen wir annehmen, dafs ent-
*) Haben sowohl l' als auch X endliche Werte, so bilden die parallel ge-
r 
schalteten 'lViderstände zwischen Bund A zusammen einen Widerstand iT;:KO 
und der gesamte für die Bestimmung von 0 mafsgehende 'lViderstand des Strom-
kreises beträgt: 
Infolge dessen wird: 
j' 
R+LO+ 1+1']{B 
0-- . (l+rXO)Eosinnt 
- (R+r- Lrkn~-+TRr K+-L) (J' 
, _ (1 + ,.2 X'n') E o' 00 - --------------_ .. - ---(R+ r-LrKII'j' +(RrK +L)2 I1 " 
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weder r = 0 oder r = 00 sei. Wenn l' = 0 ist, so ist der Gesamt-
widerstand gleich R + L () der Strom wird O"leich . __ E. ~- und 
, ö R+LO' 
es gilt: 
(1) E' C 2 = __ o_~~_ . 
o R' +L2 n' 
Ist dagegen l' = 00, so wird der Widerstand: 
1 
R + LO + KO oder 
l+RKO+LKO' 
- ----~-K(j---
oder gemäfs Art. 167: 
(1- LKn') + RKO 
----xiJ----
und demnach findet man: 
(2) 2 E o' K'n' E Q ' CO = (1-LKn'),+-R,2K'n' =~--( 1--)-2' 
R+ Ku-Ln 
Nun ist aber der AusdnlCk (2) gröfser als der Ausdruck (1), 
sobald 2KLn2 gröfser als 1 ist. Der primäre Strom wird also durch 
einen Kondensator verstärkt, wenn dessen Kapazität gröfser als 2ln' 
ist. Die verstärkende Wirkung eneicht ein Maximum bei K = -L!.'; 
n 
in diesem Falle kompensiert der Kondensator die Selbstinduktion der 
primären Spule vollständig. 
187. Wechselstromgeneratoren in Reihenschaltung. 
Die elektromotorischen Kräfte der Maschinen seien e1 und e2 ; C 
sei der Strom, welcher beide durchfiiefst. Die Leistungen der Genera-
toren sind also e1 C und e2 C. Nun sei: 
e1 = Esin(nt + a); e2 = Esin(nt - a), 
e1 + e2 = 2E cosa· sinnt*). 
Ist l die Selbstinduktion jeder Maschine, r ihr innerer Wider-
stand, ist ferner 2 R der äufsere Widerstand des Stromkreises und 
sind P1 und P 2 die Mittelwerte der von den beiden Dampfmaschinen 
abgegebenen Leistungen, so ist: 
2 E cos Cl • sin nt E cos Cl • ( 111 ) 
C = 210 + 2/:+2R = J!(R-+ rF+ ('I~'; sm nt - arc tang R+r 
oder nach Zusalllmenziehung der Konstanten: 
C = M cos IX sin (n t - E). 
*) Vergleiche Art. 109. 
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Daraus folgt dann: 
Pi = t ~f E cos Ci • cos (a + 13), 
P2 = tMEcosa. cosea - 13). 
Demnach ist also P2 gröfser als Pu und die Maschine II wird 
verzögert, während Maschine I eine Beschleunigung erfährt; folglich 
wächst IX immer weiter an, bis zum Werte {. Sobald dieser Fall 
eintritt, wird cos a = 0 und damit Pi = P 2 = 0: die Maschinen neu-
tralisieren einander und erzeugen im äufseren Kreise keinen Strom 
mehr. Generatoren können daher nur dann in Serienschaltung arbeiten, 
wenn sie mechanisch mit einander gekuppelt sind. 
Fig.98. 
188. Da wir sehr häufig mit Stromzweigen 
in Parallelschaltung zu thun haben, so wollen 
wir im folgenden eine allgemein gültige Fonnel 
o für diese Fälle geben. 
Wenn die elektromotorischen Kräfte eu e2 , es 
(Figur 98) konstant sind, so gelten die Gleichungen: 
(1) 
(2) 
v = ei - C1 1-1 = 1'2 - c2 1'2 = es - Ca1-s, 
Cl + C2 + Cs = O. 
Sind nun die Werte eil e2 , ea und ru 1'2' 1'3 gegeben, so finden 
WIr daraus leicht die Ströme; denn es gilt: 
(3) 
e, + _e, + _e. 
r 'I" r V = __ !..-. _____ 2 _~ __ 8 
111 
r- + 7' + ;. 1 • S 
Sind dagegen die elektromotorischen Kräfte e nicht konstant, so 
haben wir in unseren Formeln an die Stelle der blofsen Widerstands-
werte 1"1 u. s. w. die Ausdrücke 1'1 + II (J u. s. w. zu setzen. 
189. Generatoren in Parallelschaltung. Zwei gleiche Genera-
toren seien parallel auf einen induktionsfreien Stromkreis vom Wider-
stande R geschaltet. 
Jeder Generator besitze einen Widerstand J' und eine Selbst-
induktion 7. Die elektromotorischen Kräfte der beiden Maschinen 
seien: 
1'1 = Esin(nt + a), e2 = E sin (11 t - a). 
Welche mittlere elektrische Leistung wird dann jede der Ma-
schinen übernehmen? 'Werden sie bestrebt sein den crestörten Syn-
, '" 
chronismus wieder herzustellen? 
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Wenn el und e2 konstant wären, oder wenn l = 0 wäre, so würde 
v = el - Cl}' = e2 - C2 T = (Cl + C2) R sein; und folglich würde dann 
gelten: 
Cl = 21'RR+r2 {eI (1 + ii) - C2 } , 
_R {( r) \ C2 - 2rR-+ }"" e2 1 + R - el J • 
Bei vVechselstrom und Selbstinduktion müssen wir nun für r 
den entsprechenden Wert r + lO einsetzen. Der Leser wird leicht 
einsehen, dars wir dann schreiben können: 
C2 = el (a - bO), 
wobei die Beziehungen gelten: 
a2 + b2n2 = 1, a=cos2a, bn=sin2a. 
Dann ergiebt sich: 
(1) 
lmd für c2 ein analoger Ausdruck mit dem Faktor C2 , nur dafs darin 
b negativ wird. 
Wollen wir die Gleichung (1) unter Benutzung der Regel des 
Art. 167 vollständig ausführen, so erreichen wir eine wesentliche Ver-
einfachung durch Einführung von drei neuen Winkeln: 
2In(R+r1 
tangrp = 2R;:+;:'=:-I'II" 
(l+bR)/I 
tangtl'l = R+~I;""': aR' 
(l-bRIl! 
tang 1/J2 = R +j:='aR . 
Dann wird nämlich: 
Cl = Msin(nt + a - rp + "'\), 
c2 = ...-lI sin (nt - a - rp + tI'2) , 
wobei die Winkel rp, 1/J1I 1/J2 sämtlich zwischen 0 und + 90° an-
genommen sein sollen. Die mittleren Leistungen der bei den Ma-





vVecliselstromgeneratoren in Parallelschaltung. 
~f2 für 
Pi = ~fE cos (q; -1/11)' 
P2 = ME cos (q; - 1/12)' 
(1 + i)' - 2 (1 + -k-) cos 2a + ~ +~;~~ E2 
(21'+ i ~ 1;) 2 +41'n'(1 + ;)" steht. 
Das Verhältnis der beiden Leistungen zu einander wird: 
PI COS (<p - "PI) 
1'.- = cos ~ - "p,) . 
Für offenen Stromkreis (R = (0) erhalten WIr: 
und somit: 
111 sin a tang m = -,;;-, tang'lo = --- - -- - -- = - tanO" 1/12 T, '1'1 1 - cos C( '" 
PI COS (rp - "PI) P; = cos(q;-·F:;PI) 
[il. 189 
In diesem Falle ist offenbar Pi gröfser als P 2• Den allgemeinen 
Ausdruck für ~I_ haben wir nicht selbst eingehend studiert, aber 
andere, welche di~s gethan haben, behaupten, dafs P1 unter allen Um-
ständen gröfser als P2 werden muLs. Wir empfehlen dem Leser, be-
stimmte Werte für ?', 1, Rund a einzusetzen und selbst eine Probe 
anzustellen. Wenn wirklich Pi immer gröfser ist als P 2 , so bedeut~t 
dies, dafs unter allen Umständen der voreilende Generator mehr ArbeIt 
leistet und also in seiner Geschwindigkeit nachläfst, während der 
nacheilende entlastet wird und infolge dessen schneller zu laufen 
strebt. Es besteht also eine Tendenz zum Synchronismus, und folg-
lich können mehrere Wechselstromgeneratoren parallel auf ein Netz 
arbeiten. 
190. Knickfestigkeit. Wir betrachten eine Stütze auS homo-
genem Material mit vollständig prismatischem Querschnitt unter dem 
Einflufs zweier Kräfte F, welche an denbeiden Enden angreifen und 
durch die Zentren der Endquerschnitte gehen. Das Eigengewicht der 
Strebe wollen wir dabei vernachlässigen. 
In Figur 99 bedeute ACB die Mittellinie der Stütze in ge-
bogenem Zustande. Es sei PQ = y die Durchbiegung bei P, WO 
-oQ = x ist; ferner werde die Länge 01. = OB mit 1 bezeic~et. 
-y möge überall als klein angenommen werden können im Verglelch 
mit der Strebenlänge 27. 
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Fy ist das biegende Moment und -;;-5- folglich die Krümmung 
im Punkte P, wenn E den Elastizitätsmodul für das Material be-
deutet und J das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes, 
bezogen auf eine durch seinen Schwerpunkt gelegte Gerade. 
D . A 60 d' K . h l' h d' Y b *) a nun III rt. le rümmung SIC g elC - cla,2 erga , 
so erhalten wir hier: 
(1) Fy d'y EJ=- dx'· p 
Durch Probieren kann sich nun der Leser leicht über-
zeugen, dafs der Gleichung (1), die wir schon früher benutzten {' 
(Artikel 119) und auch später noch wieder anwenden werden, 
Genüge geleistet wird durch die Funktion: 
(2) 
worin a irgend einen beliebigen Wert haben kann. 
F Für x = 0 wird offenbar y = a, woraus sich die Be-
deutung von a ergiebt,' es ist die Durchbiegung des Balkens 
in der Mitte. 
Fig.99. 
Die nächsten Schlüsse murs der Leser mit besonderer Sorgfalt 
verfolgen. 
*) Bezüglich des Vorzeichens beachte man folgendes: Bezeichnen wir mit 
(/'y d' K" ,,' dA' b . h d K d dx; 1e" rummung emer von er x- xe nur wellIg a welC en en urve, un 
ist der Ausdruck, durch den wir die Krümmung messen wollen, im wesentlichen 
positiv, so müssen wir dem Ausdrucke ~.~ ein solches Vorzeichen geben, dars 
er ebenfalls positiv wird. Betrachten wir nun die "Neigung" der Kurve in 
Figur 99 so, wie wir es friiher bei Figur 6 (S. 23) thaten, 80 werden wir finden, 
dars dl"~ jedenfalls von x = 0 bis x = OA negativ ist. Da nun y positiv 
cx 
ist, sodafs also ~5 ebenfalls positiv wird, so miissen wir auf der rechten 
s . rJ'y LeIte der Gleichung (1) - dx' schreiben. 
Es läfst sich zeigen, dars die allgemeine Lösung (vergleiche Artikel 154 
und 159) irgend einer derartigen Gleichung wie (1), welche geschrieben werden 
kann: 
.folgendermafsen lautet: 
y = A cosnx + B sinn.r. 
wobei A und B beliebige Konstanten sind. A und B sind dabei 80 zu wählen, 
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Bei x = l wird y = o. Daraus folgt: 
(3) a . cos (l-Vl~) = o. 
Diese Beziehung ist aber nur möglich, wenn entweder a oder 
der Cosinus gleich 0 ist. Wenn daher überhaupt eine Biegung ein-
tritt, sodafs also a einen von 0 verschiedenen Wert hat, so murs 
der Cosinus gleich 0 sein. Nun ist aber der Cosinus eines ·Winkels 
nur dann gleich 0, wenn der Winkel gleich ; oder 3; oder 
521t u. s. w. ist. Es liegt auf der Hand, warum wir hier unsere Auf-
merksamkeit auf den Fall beschränken, dafs der Winkel; beträgt*). 
Die Bedingung dafür, (lafs überhaupt eine Biegung eintritt, lautet also: 
und daraus ergiebt sich: 
(4) EJ'TC' F=-41' 
als die zulässige Belastung des Balkens. 
Diese letzte Gleichung ist bekannt unter dem Namen der Euler-
sehen Knickformel. Die Last, welche durch (4) angegeben wird, 
kann ebe11so1fOhl eine sehr kleine als eine sehr gro/se Biegung erzeugen. 
Es ist ein leichtes, diese Theorie auf Stützen auszudehnen, die an 
einem Ende oder an beiden eingespannt sind. 
Für die Gleichgewichtsbedingung bei sehr grofser Belastung ist 
die Gleichung (1) nicht mehr genau richtig, da bei starker Biegung 
der W ert ~.~ für die Krümmung nicht mehr zutrifft; aber für alle 
in der technischen Praxis vorkommenden Fälle kann sie als zutreffend 
angenommen werden. 
dars sie der speziellen Aufgabe entsprechen, welche gelöst werden soll. In dem 
vorliegenden Falle ist y = 0 für x = I und ebenfalls für x = - I. 
Daraus ergiebt sich dann sofort, dars hier gilt: 
o = A cos nl + B sin nl, 
woraus B = 0 folgt. 
o = A cos n 1 - B sin IIZ, 
*) Dieser Fall ergiebt nämlich den geringsten Wert für die 'fragfahigkeit F. 
Die übrigen Möglichkeiten: 1n, t% u. 8. w. bedeuten, dars y auch zwischtn den 
Grenzen x = - I und x = 1 einmal oder öfter gleich Null werden soll, so dlJ,fs 
also die Biegungslinie Wendepunkte be,;itzt. 
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191. Wir wollen nun annehmen, dafs der durch (4) angegebene 
Wert von F diejenige Belastung ist, welche den Balken zum Brechen 
bringt, wenn er infolge der Biegung überhaupt bricht. Ist andrer-
seits (diejenige Drllckspalmung, welche ein Zerdrücken des Balkens 
zur Folge hat, und A seine Querschnittsfiäche, so wird die Be-
lastung tA den Balken durch lmmittelbares Zerdrücken (Zermalmen) 
zerstören; als zulässige Last müssen wir natürlich das kleinere der 
beiden Resultate annehmen. Es ist leicht einzusehen, dafs der Wert fA 
für kurze Streben in Frage kommt oder für solche, welche durch 
einen Kunstgriff an der Biegung verhindert werden *), während (4) 
für lange Streben mafsgebend ist. 
Nun ist es aber selbst bei gröfster Sorgfalt nicht möglich, 
Streben ganz gerade oder ganz homogen herzustellen; auch ist es 
nicht leicht, sie genau in der angegebenen Weise zu belasten. Die 
Folge ist, dafs sie sich auch schon bei geringer Belastung durch-
biegen, und dafs sie viel früher brechen, als der Wert fA bezw. die 
Gleichung (4) angiebt. 
Überraschenderweise bestätigt aber trotzdem der Versuch, dafs 
die zulässige Belastung (bei gleichem Querschnitt der Stütze) nähe-
rungsweise dem Quadrat ihrer Länge umgekehrt proportional ist. 
Die beiden Formeln für kurze und lange Stützen können wir 
nun in folgende Gleichung für die Grenze F der Tragfähigkeit zu-
sammenfassen: 
{A 
F= -rA4l' , 
1 + 1[J;';-
(5) 
und diese Formel auf Stützen von jeder Länge anwenden. Wenn 
nämlich 1 grofs ist, können wir die 1 im Nenner vernachlässigen, so 
dafs der Ausdruck (5) mit dem Ausdruck (4) identisch wird. Ist 
andrerseits 1 klein, so können wir näherungsweise den Nenner gleich 
1 setzen und erhalten also F = (A. 
vVir haben auf diese Weise eine empirische Formel gefunden 
welche sich für alle Balken als recht gut zutreffend erwiesen hat. 
Um sie auf ihre gewöhnliche Form zu bringen, setzen wir J = Ak2, 
worin k der kleinste Trägheitsradius des Querschnittes in Bezug auf 
eme durch seinen Schwerpunkt gelegte Axe ist. Dann wird 
j"A (6) F = --1' 
l+ap 
*) Diese Bemerkung bezieht sich auf derartige Streben, wie sie in <Ier 
Firth of Forth-Brücke verwendet sind. 
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wonn a = -E40{ zu setzen ist. Besser noch sieht man fund (( als 
n" 
Zahlen an, welche durch wirkliche Versuche an Stützen auf das sorg-
f ältigste festgestellt sind. 
Wirken die Kräfte F nicht genau im Zentrum der beiden End-
querschnitte, sondern in einem Abstande h von demselben, so wird 
y = h für x = l. Daraus erklärt es sich, warum Stützen, die nicht 
vollkommen zentral belastet sind, schon bei einer bedeutend geringeren 
Belastung brechen, als Gleichung (4) angiebt. Wer sich eingehender 
mit den besprochenen Gegenständen zu beschäftigen wünscht, möge 
et.wa Müller-Breslau, "Die nf':lwren Methoden der Festigkeitslehre" 
(2. Aufl., Leipzig, 1893) zur Hand nehmen. 
192. Stützen mit seitlicher Belastung. Wir wollen unsere Betrachtung 
auf Stützen mit gelenkartig gelagerten Enden beschränken. Die seitlichen Be-
lastungen, zusammen mit den erforderlichen seitlichen Unterstützungskräften, 
mögen ein Biegungsmoment iJ>(x) erzeugen; dann giebt die Gleichung (1) aus 
Artikel 190: 
FI! + (['t.r) = _ EJ~2'!1 . 
'. dx" 
.Beispielsweise sei eine Stütze gleichmäj'sig seitlich belastet, vielleicht durc~ 
Zentrifugalkraft oder auch durch ihr eigenes Gewicht, und infolgedessen seI 
<I>(x) = tw' (l' - x'), worin w' die seitliche Belastung pro cm Länge bedeutet. 
Wir finden nun, dafs es etwas bequemer ist iJ>(x') = .+ WI cos !!-x ZU setzen, 
" ; 21 
wobei W die gesamte seitliche Belastung bedeutet· dieser Ausdruck ist von 
dem vorigen nicht wesentlich verschieden. ' 
Dann ergiebt sich: 
(1) d'y P WI 1t dx' +EjY + t JjfJ cos 21 x = 0 
und daraus: 
,:2) _ tWl n y - -'- --.. _- - cos -- x 





Die Durchbiegung in der Mitte beträgt: 
tWl Yt = ---- -;;2"---" , 
E.J-- - F 
41' 
das gröfste Biegungsmoment !" wird: 
EJn' } Wl ... --
!" = FYI + t l-VI = ____ .4,!~_ . 
EJn' 
-412 - - F 
Setzen wir in diese ]l'o~el einmal W = 0 ein, während p. irgend einen 
beliebigen endlichen 'Wert beSItzt, so sehen wir, dars der Nenner des Bruch~8 
den \Vert 0 haben murs. Indem wir ihn gleich 0 setzen, erhalten wir die 
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Eulersche Fonnel flir Stützen, bei denen wegen ihrer grafsen Länge die Druck-
spannungen nicht berücksichtigt zu werden brauchen. Bezeichnen wir den 
EulerschenWert für F mit U, so dafs U = li!J"lt
2 
wird, so geht Gleichung (4) 
über in: . 41' 
U (5) IL = tWlIT_-F· 
Ist Zc der gröfste Abstand eines Querschnittspunktes von der neutralen 
Linie auf der Druckseite, also ~ = Z das kleinste Widerstandsmoment des 
z 
Querschnittes, ist ferner A die ~uerschnittsfiäche und f die gröfste in der 
Stütze überhaupt auftretende Druckspannung , so gilt die Beziehung: 
I.L F 
Z+.x=f. 
Benutzen WH diese Gleichung und setzen noch (J für ~ (d. i. die nach 
Euler zulässige Belastung pro qcm Querschnitt) und ferner w für ~ (d. i. die 
Icirklich vorhandene Knickbelastung pro qcm), so gilt: 
(6) 
eine Fonnel, die sich dem Gedächtnisse leicht einprägt; aus ihr kann dann w 
gefunden werden. 
Beispiel: Knpplnngsstange zur Verbindung zweier Lokomotivtriebaxen. 
Jeder Punkt einer eisernen oder stählernen Kupplungsstange von der Länge 
27 cm bewege sich auf einem Kreise von r cm Radius. Der Querschnitt der 
Stange sei ein Rechteck von d cm Länge in der Ebene der Bewegung und b cm 
rechtwinklig zu derselben. ""Vir können dann W = ~~::oÖ~ kg setzen *), wobei n 
die Umdrehungszahl pro Minute bedeutet. Man betrachte nun die Stange als 
eine an beiden Enden gelenkartig gelagerte Stütze bezüglich bei der Richtungen, 
in welchen sie brechen könnte: 
1) auf Biegung in der Richtung, in welcher keine Zentrifugalkraft herrscht, 
und· el h J db". t lllW cer =12"lS. 
(7) 
Eulers Gesetz ergiebt als zulässige Belastung: 
Edb 3 "lt' 
--48"[' -. 
Diesen ""Ven müssen wir nun als die an den Enden angreifende Kraft ein-
setzen, die ein Knicken auch in der anderen Biegungsrichtung zu bewirken 
sucht. Und zwar soll das Verhältnis von bund d so gewählt werden, dafs die 
Sicherheit der Stange nach beiden Richtungen hin gleich grofs ist. 
2) Man untersuche die Stange auf Biegung in der Richtung, in welcher 
die knickende Kraft durch die Zentrifugalkraft unterstützt wird. Unser w aus 
Gleichung (6) ist gleich der oben unter (7) genannten Gröf~e, dividiert durch 
ba, oder in Zahlen: 
21bd· 7,86 (~16!0~)2 . 1010-0 .. *) W = - 98-1 - . r . 
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b' 
tU = 4,52 . -1 2 • 10", 
wenn E = 2,2 . 106 angenommen wird. 
Nehmen wir beispielsweise als zulässige Druckspannung f für den benutzten 
Stahl 1400 kg pro qcm an (wir müssen l wegen der fortwährend wechselnden 
Richtung der Spannung ziemlich klein wählen) und beachten, dars J in dieser 
Richtung gleich ~~~ ist, so erhalten wir aus Gleichung (6): 
(8) 532.10"(1- 322 ~2) (1 _ b2) = n 2 [2 r 
, l' cl' cl 
Ist z. B. b = 2, l = 75, l' = 30 cm, so giebt die nachstehende Tabelle 
die passendsten 'Werte von cl an für die darunter stehenden Tourenzahlen: 
3 4 5 6 8 12 
n 0 22!l 30i 363 408 486 I 606 
Zur Berechnung einer solchen Tabelle nimmt man am bequemsten d an 
und bgrechnet dann n aus Gleichung (8). 
U?ungsaufgabe. Man betrachte eine horizontale 200 cmlange (I = 10~), 
runde eIserne Stange von 2 cm Durchmesser und nehme F gleich 350 kg an. DIe 
Knickbelastung der Stange würde dann für sich allein eine Spannung von 
111,5 -~ hen·orbringen. Dazu komme eine seitliche Belastung von solcher Grörse, 
cm 
dars dieselbe allein eine Spannung von 150 ~[. erzeugen würde (Eigengewicht). 
cm" 
Es ist zu zeigen, dars, wenn beide Einflüsse gleichzeitig wirken, eine Spannung 




Schwierigere Aufgaben und Lehrsätze. 
193. Im ersten Kapitel haben wir uns allein mit der Differen-
tiation und Integration von xn beschäftigt, im zweiten Kapitel ent-
sprechend mit eax und sin ax, und wer nicht ausführlichere Studien 
in der höheren Analysis· anstellen will, kann sich mit den ge-
nannten Funktionen begnügen. Unsere Kenntnis jener drei Funk-
tionen genügt zur Lösung fast sämtlicher Aufgaben, die dem prak-
tischen Ingenieur begegnen. So wird man denn auch sehen, daIs 
viele von den Beispielen, die wir im dritten Kapitel entwickeln werden, 
auch schon im ersten oder zweiten hätten gegeben werden können. 
Um weitergehende Studien über Differential- und Integralrechnung 
anzustellen, wird der Studierende zweckmäfsig ein ausführliches Lehr-
buch dieser Wissenschaft zur Hand nehmen, wie solche in gröfserer 
Zahl sowohl zum Selbststudium, wie zum Gebrauche neben Vorlesungen 
vorliegen. 
Es ist llUr eine kleine Anzahl einfacher Regeln, vermittelst 
deren man sich ohne besondere Mühe die Fähigkeit, eine elementare 
Funktion zu differenzieren, erwirbt. Wenn wir diese wenigen Regeln im 
vorliegenden dritten Kapitel zur Behandlung bringen, so sollen unsere 
Entwicklungen den Zwecken der Einführung oder der Wiederholung 
dienen. Auf diese Art werden die folgenden Ausführungen auch 
neben den ausführlicheren Lehrbüchern zur Verbreitung der Kenntnis 
der Differential- und Integralrechnung dienen. Leider erwerben sich 
nur so Wenige eine tiefer gehende Kenntnis dieser bewundernswerten 
Wissenschaft; und leider verliert so Mancher gar zu schnell seine 
kaum erworbene Fähigkeit im Differenzieren, weil er sich niemals 
die Mühe genommen hat, den fundamentalen Begriff des Differential-
quotienten wirklich klar zu erfassen. Wenn aber Jemand die Grund-
begriffe unserer Wissenschaft klar erkannt hat, so sollte er sich auch 
die nötige Fertigkeit in der Handhabung derselben erwerben und 
diese Fertigkeit bewahren. Dieselbe ist wirklich nicht schwer zu ge-
winnen; wenn der Leser die Übungsaufgaben gründlich durcharbeitet, 
Perry, llöhere Analysis. 20 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
306 Definition des Differentialquotienten. [III. 193 
so gewinnt er auf jeden Fall eine ausreichende Fähigkeit im Diffe-
renzieren der elementaren algebraischen und transcendenten Funk-
tionen. Diese Fähigkeit wird ihm aber für seine spätere Praxis von 
gröfstem Werte sein. 
In den voraufgehenden Kapiteln haben wir es als sehr wichtig 
bezeichnet, dafs sich der Leser für die Funktionen: 
y = axn, y = aeh", y = a sin (bx + c) 
eImge Zahlenbeispiele bildet und sich dieselben durch Zeichnung der 
zugehörigen Kurven veranschaulicht. In gleicher Weise sollte der-
selbe die neuen Funktionen behandeln, die weiterhin auftreten werden. 
Doch betonen wir warnend, dafs es besser ist, einige wenige Kurven 
recht sorgfältig zu zeichnen, als die mangelnde Güte der Zeichnungen 
durch die grofse Zahl der behandelten Fälle ersetzen zu wollen. 
Der Ingenieur erkennt seine Fähigkeiten bei dem ersten Problem 
irgend welcher Art, das er in voller Selbständigkeit zu behandeln 
hat. Die Art des Problems thut dabei gar nichts zur Sache; aJ.ler 
Nachdruck liegt auf der Sorgfalt und Vollständigkeit der Bearbeitung. 
Es möge z. B. die zur Funktion y = tang (ax) gehörende Kurv:e 
gezeichnet werden. Wir setzen dabei voraus, dafs der Leser die 
Funktionen aeox und sin nx, sowie aehx • sin nx bereits in entsprechen-
der Weise behandelt hat. 
194. Es sei eine Gleichung y = fex) vorgelegt, welche uns ge-
stattet, für einen gegebenen Wert x den zugehörigen Funktionswert 
y zu berechnen. Wir werden somit auch für den veränderten Wert 
;'C + Ax den zugehörigen Wert: 
y + Ay = ((x + AX) 
der Funktion berechnen können. Durch Subtraktion des ursprüug-
li~hen Funktionswertes vom abgeänderten und Division mit Llx finden 
WIr: 
(1) 
Wir haben hier nur für eine beliebige Funktion fex) ausgeführt, w:as 
wir für unsere vielgenannten drei Funktionen xrl e" sin x oben 1lll 
. ' , dy 
speZiellen vornahmen. Unsere Definition des Differentialquotienten fiX 
wird demnach auch wie oben die sein dafs er der Grenzwert des 
Quotienten (1) für unendlich kleines, d: h. ohne Ende abnehmendes 
A x ist. 
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195. Es geht unmittelbar aus der gegebenen Definition hervor, 
dars der Differentialquotient des Produktes af(x) aus der Konstanten 
a und der Funktion fex) gleich a multipliziert mit dem Differential-
quotienten von fex) ist. Ebenso leicht ist zu zeigen, dars der Diffe-
rentialquotient der Summe mehrerer Funktionen gleich der Summe 
der Differentialquotienten der einzelnen Summanden ist. In einigen 
Beispielen des ersten Kapitels haben wir diese Regel bereits ohne 
Beweis zur Anwendung gebracht. 
Den Beweis des zuletzt genannten Lehrsatzes können wir in 
folgende Gestalt kleiden: Es sei 
y=t~+v+w 
die Summe von drei gegebenen Funktionen von x. Man lasse x um 
Li x wachsen und bezeichne die entsprechenden Änderungen der drei 
Summanden durch Liu, Liv, Liw. Bezeichnet man alsdann die 1nde-
rung von y durch Liy, so gilt: 
Li y = Liu + Li v + Li U' 
und 
.:1y = Llu + Llv + Llw. 
Llx Llx Llx Llx 
Beim Grenzübergang für unendlich kleines Lix folgt also: 
dy = du + dv + d~ . 
dx dx dx dx 
196. Differentialquotient eines Produktes von zu:ei Funktionen. 
Es sei y = uv, wo u und v Funktionen von x sind. Bei Zunahme 
von x um Lix geht y über in: 
Y + Liy = (u + Lit~)(!) + Liv) = uv +u· Liv + v· Au + Liu· Av. 
Durch Subtraktion der ursprünglichen Gleichung folgt: 
und 
Liy = u· Av + v . Lin +.du· AI; 
-3JI = u Lly + v ~u + LI_tt . Li v. 
Llx Llx Llx Llx 
Wir nehmen nun an, .dafs .d x undinfolge dessen auch 
A y unendlich klein werden. Welchen endlichen Grenzwert 
Au, .du, 
du dab . 
d eI x 
auch "!u annehmen wird, J' edenfalls wird sich Llt4.d v der Grenze 0 dx Llx 
nähern, sodafs wir gewinnen: 
dy dv + du 
d.r = tI d x v d x . 
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Für die Funktion y = uvw, die wir auch in der Gestalt UV· 10 
schreiben können, ist es leicht, durch Wiederholung des gleichen 
SchluIsverfahrens die Regel abzuleiten: 
dy dw du dv 
dx = uv dx + vw da: + 'ben dx . 
Erläuterung. Ist y = 10x7, so findet man direkt :~ = 70x6• 
"Vir können diese Funktion aber auch so schreiben y = 5x3 • 2x4• 
Die Anwendung unserer eben entwickelten Regel liefert alsdann: 
~~ = 5x3 • 8x3 + 2x4, . 15x2 = 40x6 + 30x6 = 70x6• dx 
Der Leser wird sich weitere Beispiele leicht selber herstellen. 
197. Differentialquotient eines Quotienten von zwei Funktionen. 
Man setze jetzt y = ~, wo wieder 1~ und v Funktionen von x 
v 
sind. Unter diesen Umständen gilt: 
y + Lly = 'lt~+:t~l 
V + Llv' 
woraus WIr durch Subtraktion finden: 
Liy = ~j-_~u _u = ~:t1.t_= U Llt' 





Llx = v' + 'V Llv 
Wird Lix unendlich klein, so nähert sich auch v LI r der Grenze 0, 
und also folgt: 
du d~' 
dy'Vdx-U dx dx = - -~v·-~-· 
Der Leser wolle sich auch diese Regel wieder in Worte fassen, 
und er wolle dabei vor allen Dingen sich recht genau einprägen, dafs 
es das Produkt v:: ist, welchl;ls im Zähler voransteht: Nenner mal 
Differentialquotient des Zählers, minus Zähler mal Differentialquotient 
des Nenners, die Differenz geteilt durch das Quadrat des Nenners. 
E" E 1" t ..' h 'd ' 1i I t 24x' Imge rau erungen mogen SIC wle er anschlte sen: s Y=gx" 
so kann man auch y = 8x5 schreiben und findet direkt dy = 40x'. 
dx Nach der angegebenen Formel ergiebt sich: 
dy 3x' , 168x6 - 24x' , 6x 
tl x = . . -!Jx.-----~- = 40;r4. 
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Der Leser wolle auch noch die Funktionen: 
3 
15x2 7x2 _" y = 3x4 = 5 . x- 2 oder y = =-2X' = - tx " 
als Stichproben der "Qnotientenregelii differenzieren. 
198. Ist y eine bekannte Funktion von z, z aber als Funktion 
von x gegeben, so kann man leicht auch y als Funktion von x ·dar-
stellen. Ist z. B. y = b log (az 2 + g) und z = e + dx + sin ex, so 
ist offenbar: 
.y = b log [aCe + dx + sin exY + gJ. 
Wir bringen ein derartiges Abhängigkeitsverhältnis allgemein 
durch die bei den Gleichungen: 
y = fez) und z = F\x) 
zum Ausdruck. Lassen wir jetzt x um Ll x zunehmen, so wird z ein 
entsprechendes Wachstum Ll z erfahren. Zu eben diesem Ll z aber ge-
hört eine Zunahme Lly von y, und es ist klar, dafs dieses Lly durch 
Vermittelung von z und Ll z aus x und Ll x berechnet werden kann. 
Dabei wird alsdann die Gleichung gelten: 
11 ) dy Lly Llz Llx= Llz' Llx' 
Offenbar gilt diese Regel deshalb, weil wir den aus z = F(x) be-
rechneten Zuwachs Llz auch in der Gleichung y = fez) zur Bestim-
mung von Ll y benutzten. Wir schreiben vor, dafs dies Sachverhältnis 
bei unendlicher Abnahme von Llz bestehen bleiben soll; es wird als-
dann die Formel (1) gültig bleiben, wenn Ll x und infolge dessen auch 
Ll z und Ll y ohne Ende klein werden. Wir gelan gen so zu der Gleichung: 
(2) dy dy dz dX=CZz ·dx· 
Es handelt sich hier um ein aufserordentlich wichtiges Theorem, 
und der Leser darf nicht mhen, bis er dasselbe deutlich aufgefafst 
hat. Man wolle dabei wie immer beachten, dars z. B. die Gröfse dz 
in (2) keine selbständige Bedeutung besitzt; wir sagen gar nichts über 
rlz für sich genommen aus, sondern wir sprechen allein von den 
V. 1 "ll . dy d d z er za nissen dz un d-x' 
Es ist gewifs nicht unsere Absicht, den Anfänger zu plagen; aber 
es würde sich später rächen, wenn er über den in Formel (2) zum 
Ausdmck kommenden Satz zu schnell hinweggehen würde. Wir 
müssen daher hier einige erläuternde Beispiele einschalten. Man setze 
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etwa erstlich y = az3, z = bx2• Da~? = 3a,z2 und t: = 2bx ist, 
so gilt: 
dy dy dz 2 3 ' 
. =-- .. = 3az2 . 2b:r = 6abz x = 6ab X". dx dz äx 
Indem wir aber in y = az3 für z den Ausdruck bx2 eintragen, folgt 
y = ab3 x 6, sodafs wir durch direkte Differentiation von y nach X den-
selben Ausdruck gewinnen. Der Leser wolle sich ähnliche Beispiele 
in gröfserer Zahl selbst bilden. 
Der Begabtere mag sich die Regel (2) noch vermöge dreier 
Kurven deutlich machen, von denen die erste die Beziehung zwischen 
x und z darstellt, die zweite diejenige zwischen z und y liefert, wäh-
rend die x, y-Kurve aus den beiden ersten nach einer einfachen Regel 
punktweise zu konstruieren ist. Da mufs sich dann zeigen, dars die 
Steigung der x, y-Kurve an der einzelnen Stelle gleich dem Produkt 
der korrespondierenden Steigungen der bei den anderen Kurven ist. 
Immerhin ist diese Betrachtung etwas zu kompliziert, um lehrreich 
zu seIn. 
Durch Verallgemeinerung der Überlegung würden WIr übrigens 
zu Formeln WIe 
(3) 
gelangen. 
dy dy dw d~~ dt· 
dx = dw . du' dv . dx 
199. Es ist sehr leicht, sich die Formel: 
(4) dy .~-1 dx dy-
an der Hand der x, y-Kurve durch eine geometrische Betrachtung klar 
zu machen. In der That sieht man sofort, dars ddx die Cotangente 
y 
eben desjenigen Winkels ist, dessen Tangente gleich ~~ ist. 
Man kann auch so sagen: Wenn bei der Zunahme von x um 
LI x die entsprechende Zunahme der Funktion LI y ist, und wir gehen 
von dem so bestimmten Lly aus, so müssen wir bei Berechnung des 
zugehörigen Zuwachses Llx eben zum Anfangswerte zurückgeführt 
werden. Es ist also: 
(5) 
und da diese Regel richtig bleibt, wie klein auch LI x wird, so kommen 
wir zur Formel (4) zurück. 
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200. Für die Gleichung (2) mag hier noch ein Beispiel gegeben 
werden:: Aus dem Indikatordiagramm einer Gasmaschine finden wir 
durch Anwendung des Artikels 57 leicht ein Diagramm für die a. a. O. 
mit h bezeichnete GrÖfse. Es bedeutet aber h dortselbst die in 
Meterkilogramm umgerechnete Wärmemenge, welche das Gas pro 
Einheit der Volumenänderung aufnimmt. Zugrunde liegt dabei die 
Annahme, dars es sich um ein vollkommenes Gas handelt, und dafs 
die Wärme dem Gase von irgend einer Wärmequelle zugeführt wird. 
(Im vorliegenden Falle wird die Wärme der eigenen chemischen 
Energie des Gases entnommen.) 
Gerade wie der Druck gleich ~:' d. h. gleich der pro Einheit 
der Volumänderung geleisteten Arbeit ist, so ist hier h = ~~. Man 
beachte dabei, dafs h in denselben Einheiten wie p gemessen wird, 
und dafs es daher beim Zeichnen der Kurve für h nicht nötig ist, 
auf die Mafsstäbe für p oder v zu achten. In dem Diagramm mögen 
sie in Centimeter aufgetragen sein. 
",ViI' kennen keine Übung, welche besser geeignet wäre, den 
Leser mit der Bedeutung eines Differentialquotienten vertraut zu 
machen, als die, ein Indikatordiagramm stark zu vergröfsern, danach 
eine Tabelle mit zahlreichen Werten für p und v aufzustellen und 
dann angenähert :~ für jeden Wert von v zu berechnen. (Auf diesem 
Wege erhält man genauere Resultate, als wenn man mit dem Lineal 
Tangenten an die Kurve legt.) Unter Benutzung dieser Werte und 
der nach Art. 57 berechneten Werte von 11, d. i. von ~~, für jede 
einzelne Stelle wollen wir jetzt die Wärmeaufnahme pro Sekunde er-
. dQ dQ dv l· h b h mItteln. Bedeutet t die Zeit, so ist Te = ;rv-· Tl; fo glic raue en 
. d . dv ult· 1· . . WH ie gefundenen Werte von h nur mIt dt zu m Ip lZieren. 
Da nun ~~ durch die Geschwindigkeit des Kolbens gegeben ist, 
und da die Bewegung des Kolbens nahezu eine einfach harmonische 
Bewegung ist, so können wir die W erte ~~ leicht graphisch bestimmen. 
Wir beschreiben über der Basis des Diagrammes, welche den Kolben-
hub bezeichnet einen Halbkreis· dann geben die Ordinaten des Halb-, , 
kreises die Werte tür ~~ an. Wir haben daher jeden Wert von h 
mit der zugehörigen Ordinate des Halbkreises zu multiplizieren und 
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erhalten dann in einem leicht zu bestimmenden Mafsstabe das Dia-
gramm, welches für jeden Augenblick qd~ angiebt.-
Nachdem wir die Regeln: 
dy dy dv dy 
dx = I1v . da: und iTx 1 dx 
dy 
kennen gelernt haben, werden wir häufig dx und dy so behandeln, 
als ob sie konstante, von Null verschiedene Gröfsen wären. Wir 
müssen uns dabei jedoch stets dessen bewufst bleiben, da[s die Zahlen 
dx und dy strenge genommen 'wriabele Gröfsen darstellen, welche 
bei ihrer Veränderlichkeit die Null zur "Grenze" haben sollen. Haben 
wir uns aber bereits früher entschlossen, die abgekürzte Schreibweise 
~~ zu gebrauchen, wo wir, genau genommen, den "Grenzwert des 
Q·uotienten ~~" bezeichnen wollen, so werden wir jetzt sogar, wo es 
zur Bequemlichkeit beim Operieren mit den Formeln dienlich ist, 
dy von dx isolieren. So schreibt man wohl: 
(1) Mdx+Ndy=O, 
wobei 111 und }I Funktionen von x und y sind; eigentlich gemeint 
ist aber damit: 




Ebenso kann man, wenn y = ax2 ist, wohl schreiben: 
(3) dy = 2ax· dx, 
wo es besser heusen sollte: 
(4) dy 
d-= 2ax. ·x 
Der Hauptvorteil bei dieser etwas geänderten Schreibweise be-
steht darin, dafs sich dann die Integration einfacher gestaltet. Wir 
brauchen nämlich z. B. in (3) nur beiderseits das Integralzeichen vor-
zusetzen, während wir, um Gleichung (4) zu integrieren, die Operation 
in Worten erklären mü[sten. Und doch sind beide Methoden in Wahr-
heit identisch. Bereits in Kapitel I haben wir übrigens vorüber-
gehend dx nnd dy in dieser 'Weise gebraucht. 
Rein mathematische Beispiele für den in Artikel 198 abgeleiteten 
Satz könnte man in Menge aufstellen; nicht so leicht ist es dagegen, 
Material zu finden, welches zu neuen Gedanken über den Gegenstand 
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Das Gesetz ist richtig, und es ist nicht schwer, es zu beweisen; aber 
der Schüler mufs das Gesetz zu einem Teile seines Denkvermögens 
machen, und dazu braucht er in der Regel mehr als abstrakte Beweise. 
Diesem Grundsatze wollen wir im Nachstehenden folgen und an 
einer Reihe Von Beispielen den Nutzen des Satzes darlegen. 
201. Es sei y = log x. Diese Gleichung sagt in anderer Form 
genau dasselbe aus wie x = eY• Es folgt somit: 
d x = eY = x und also dy = ~ . 
dy dx x 
Schon im ersten Kapitel haben wir gelegentlich ohne Beweis den 
Satz benutzt, dafs das Integral von d: gleich log x ist. Es war dies 
der Ausnahmefall von der allgemeinen Regel über die Integration 
von xndx. 
202. Ist der Differentialquotient von sin x in der Form cos x 
bekannt, so soll man denjenigen von sin ax finden. Man schreibe: 
ist. Es folgt: 
!/ = sin ax = sin n, wo n = ax 
d
dY = cos tt 
U 
du 
und dx = a, 
sodafs man findet: 
dy = dy . dt~ = cos n . a = a cos ax. 
dx du dx 
Man bestimme den Differentialquotienten von Y = cos ax, auf 
Grund der als bekannt geltenden Thatsache, dars der Differential-
quotient von sin x gleich cos x ist. Hier gilt: 
( "'). b . du Y = cos ax = sin ax + 2- = sm 'Il, wo e1 dx = a 
ist. Weiter folgt somit: 
dy = dy . du = COS tt • a = a cos (ax + ~) = - Ct sin ax. 
dx du dx 2 
203. Differentiation von y = log (x + a). Man setze x + a = tt 
und also y = log tt Dann ist du = 1 und ddY =~; also 
. dx U u 
dy dy du 1 _ 1 
d x = du . d x = U - :1)-+ a . 
204. Differentiation von y = tang x. Man behandele diese 
Funktion als Quotient y = ~i~a;. Auf die Art findet man: 
eos x 
dy eos x . eos x - sin x . (=:_ sin x) = 1 • 
d x = ··------C08·-;;-- eos' x 
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Der Leser wolle sich den Prozefs der Differentiation eines Quo-
tienten an diesem Beispiele nochmals in seinen Einzelheiten vergegen-
wärtigen. 
205. y = cotang x. Hier können wir verschiedene Wege gehen. 
Behandeln wir cotang x als Quotienten y = ~~s x, so wird: 
Sin x 
dy sinx(-sinx)-cosx·cosx 1 
dx = -------sin"x-~----- = - sin'-x' 
Wir können auch: 
y = ~t- \ U = tang x 
setzen und finden alsdann: 
dy -2 du -2 1 1 1 
dx=-U 'dx=-U 'cos'x=-tang"-x'cos'-x 
= __ ._1_ = _ cosec2 x. 
sIn' x 
206. Zur Differentiation von y = sin (ax2) setze man 
und findet: 
y = sin u, U = ax2 
dy du 
du = COS ~t und - =2ax dx ' 
dy '" 2 '0) dx = cos 'U • ~ax = ax cos (ax" . 
Bei y = easinx schreibe man u = a sin x, y = eU und hat: 
sodafs folgt: 
dy 
-=eu du ' 
du 
-=acosx dx ' 
dy . 
dx = eU·a cosx = a cosx easmx• 
207. y = sec x. Wir können diese Funktion entweder nach 
d Q t · t I' d '.. li h tang x t d er uo len enrege, 111 em Wir nam c sec x = --.---' se zen, 0 er 
Sin x 
nach der Differentiationsregel (2) S. 309 für zusammengesetzte Funk-
tionen behandeln. Im letzteren Falle setzen wir: 
y = (cos X)-l = u- 1, U = cos x, 
du . dy dy du 11(' sinx . 
:Ix = - Sln x, d- = a-' - = -u- - Sln x) = -- = sec x·tang x. 
.. x u dx cos'x 
208. In Art. 11 haben wir die Cykloide durch ein Gleichungen-
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x = arp - a sin rp, y = Ct - a cos cp. 
M b t · dy d d'y f"·· d' P kt d K an es Imme d x un d x' ur Irgen emen un er urve. 
Hier gelten die Gleichungen: 
dy dy dep dy dx .' sin ep 
dx = dep' dx = dcp: dep = a sm rp: (a - a cos rp) = 1- cosep' 
d2~ = ~ (d Y ) = ~ (dY ) . dep = (l-cos ep)cos ep-sin ep sinep. (a-a cos . 
dx dx dx dcp dx dx (1 - cos ep)' • rp) 
-1 a 
- a (1 - cos ep7 = - y' . 
209. Gilt die Gleichung: 
(1) 
so berechnet sich der Differentialquotient von y in Bezug auf x so: 
(2) d1 1 2x+ 2y~ = 0 dx ' 
Wollen wir diesen Differentialquotienten als Funktion von x 
allein ausdrücken, so mufs man y aus (1) berechnen und den ge-
fundenen Ausdruck in (2) eintragen. Bei der Mehrzahl der Fälle 
ist aber die in (2) angegebene Gestalt des Differentialquotienten die 
brauchbarere. 
Wir stellen noch einige weitere Gleichungen zwischen x und y 
auf und setzen jedesmal daneben den zugehörigen 'Vert des Diffe-
rentialquotienten: 
x' Y' 
(i' - b' = 1, 
dy b' x 
d x = a' -y , 
2 2 2 2 _ 1 2 - 1 dy 0 
X" + y" = a" , :I x "+:1 Y "d x = , :~ =-v;-, 
y = tx + t sin 2x +;2 sin 4x, dd
y 
= cos' x, 
,x 
y = t tang3x + tang x, :~ = sec' x. 
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210. In der Gleichung y = are sin x bedeutet y den in Bogen-
mars gemessenen Winkel, dessen Sinus gleich x ist. Die angegebene 
Gleichung drückt also dasselbe Abhängigkeitsverhältnis zwischen x 
und y aus, wie x = sin y. Somit gilt: 
dd
x 
= cosy = Y1- sin2 y = y'1- x2 , y 
dy = _~1 __ .. 
dx -Vi --x' 
Es ist hier zunächst fraglich, ob die Quadratwurzel positiv oder 
negativ zu nehmen ist; offenbar müssen wir der rechten Seite der 
letzten Gleichung das Vorzeichen von cos y geben. 
211. In. ähnlicher Weise folgt aus !I = are cos x: 
dy = __ ~ 
dx Yl- x' 
212. Setzt man y = are tang x, so ist ;;: = tang y, und also 
folgt: 
dx 1 1 2 9 
d " =-.-- = + tang y = 1 + X", Y cos Y 
dy 1 
dx = 1 -+ .x' 
213. In entsprechender Weise ergiebt sich aus y=areeotang~': 
dy 1 
clx = - i-+-;;' . 
214. Vermöge der Formeln (2) Art. 198 und (4) Art. 199 sind 
wir im Stande, jede zusammengesetzte elementare Funktion, sowie jede 
zu einer gegebenen inverse Funktion zu differenzieren. Der Leser 
wolle sich neben den vorstehenden Beispielen noch weitere se~ber 
bilden; er wolle z. B. die einzelnen Formeln der im letzten Artlkel 
des vorliegenden Buches enthaltenen Integraltabelle bestätigen. Eine 
solche möglichst vollständige Tabelle von InteO'ralen mufs übrigens 
der Studierende stets zur Hand haben' es ist un;öO'lich alle Integral-
1 "" formeln im Gedächtnis zu behalten. 
In manchen Fällen ist es angezeigt die looarithmische ])itferen-
. . "d ' "J h ttallOn anzuwen en, cl. h. von y erst zur Funktion log y zu ge en, 
um diese alsdann zu differenzieren. Diese Methode wird man z. B. 
bei y = ff befolgen. Hier ist: 
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Auf diese Weise kann man z. B. auch für y = aX das Resultat 
dy dx = a'" log a ableiten. 
210. In den folgenden Beispielen sind die Variabelen statt mit 
x und y gelegentlich auch mit z, v, w, ,[T, ••• bezeichnet, während 
a, b, G, nl, n, ... Konstanten bezeichnen. Der Anfänger gewöhnt 
sich zu leicht daran, ausschliefslich die Bezeichnungen x und y für 
die Variabelen zu gebrauchen, und wolle demnach an Stelle von x 
auch einmal t oder ,[T oder v treten lassen und einen entsprechenden 
Ersatz für y ausführen. In der folgenden Tabelle mufs jede Integral-
formel durch Ausrechnung der entsprechenden Differentialformel be-
stätigt werden. 
Tabelle der Fnndamentalintegrale. 
d Clx (x") = nx"-l, 
d 1 
- (logx) =-dx x' 
(tdX (sinmx) = m cosmxi 
d ( , . dx cosmx) = - in smmx, 
d a 
dx (tang ax) = cos"ux' 
d a (cotang ax) = - .-.--dx sm' 0,7"' 
d ( ') 1 
d·- arc Sill X =,/ -- -, x r 1 - x' 
d 1 
dx (arc tang x) = 1+ x" 
d 
i{x (ax) = aXlog a, 
j~rndx= _l_x"l+l. m+l ' 
. 
r-~ dx = logx; 
f cosmxdx = .!- sinmx' m ' j SinmXdx = _ 1 cosmx; 111 
J dx 1 -- = tangax' cos' ax a ' 
r ~x_ = _ 1 cotangax' 
.fSln'ax a ' 
-_ = arcsm ; j ' dx . x Va' - x· a . 





Viele Integrale, welche auf den ersten Blick eine abweichende 
Gestalt besitzen, ordnen sich gleichwohl der Tabelle ein. So nimmt 
die erste Formel, falls der Exponent n bez. m eine gebrochene Zahl 
ist, eine Gestalt an, die der Anfänger nicht sogleich wiedererkennt, 
sofern man die Potenz mit gebrochenem Exponenten als Wurzel 
schreibt. Es ist z. B. 
1 1 -1 
aVa; nichts anderes als a X ': 
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das Integral: 
kommt demnach einfach auf das folgende hinaus: 
216. In einigen der folgenden Integrale sind gewisse Substitu· 
tionen nener Variabelen zur Ausführung der Integration vorzunehmen. 
Der Lernende darf sich nicht entmutigt fühlen, wenn er nicht imm~r 
gleich einsehen kann, wie man gerade auf die angewendete SubstI-
tution gekommen ist. Die Auffindung derselben ist vielfach d~S 
Ergebnis einer längeren Anstrengung von Mathematikern gewesen, dIe 
einer früheren Forschungsperiode angehören. In der That w,erden 
wir denn auch vielfach so verfahren, dafs wir direkt an die in Jedem 
Falle angegebene Antwort anknüpfen und deren Richtigkeit rück· 
wärts durch Differentiation bestätigen. . 
Gerade hier bei der Erlernung der Fertigkeit im Differenzl~ren 
und Integrieren ist der Studierende welcher den Unterricht emeS , , . 
Lehrers geniefst, in einer weit günstigeren Lage gegenüber demJemgen, 
welcher auf den Selbstunterricht an der Hand eines Buches ange-
wiesen ist. Andrerseits hat natürlich auch wieder der Autodidakt 
seine Vorteile; was er lernt, das lernt er auch gründlich und vergifs~'s 
nicht wieder. Wer durch ein Land zu Fufse geht hat seine Vorteile 
, h' 
gegeuüber dem, der es im Eisenbahnwarren durchfährt. Immer m 
glaube ich im ganzen genommen dafs w:nn einer das Zweiradfahren 
, , . d 
lernen will,. es be~ser für ihn ist, wenn er einige Tage geführt ;vrr. ; 
wer das DIfferenzIeren und Integrieren lernen will, dem geht s m 
dieser Hinsicht ähnlich wie dem angehenden Radler. 
tjbungsaufgaben und Beispiele. 
1) Y = x log x, dy dx = 1 + log x. 
2) y = ayx, dy _ a da: - 2VX' 
3) y = log (tang x), dy 2 «(;i: = Sln2x . 
40) 1 - tang x 
y = sec x ' dy ( . ) rl x = - sm x + cos x . 
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5) y = log (log x), dy 1 da: = x logx· 
6) x = eat . sin bt, ~i = ya2+~b2. eat sin (bi + c), 
wobei tan<Y c =b <Yilt Wir haben hier im Ausdruck von ~~ die-
Cl ab' dt 
selbe Vereinfachung vorgenommen, wie in Art. 116. Der Leser wolle 
sich erinnern, dals nach S. 272 die Operation (), welche die Diffe-
rentiation 1t bedeutete, n Male auf sin bt angewandt, die Amplitude 
dieser Sinusfunktion mit bn multipliziert und dem Winkel eine Vor-
eilung von n Rechten verleiht. Hier sehen wir, dals, wenn wir n Male 
die Operation () auf die Funktion eatsinbt ausüben, die Amplitude 
" 
mit (n2 + b2)2 multipliziert erscheint und eine Voreilung um den 
Winkel nr: eintritt. Somit gelten die Formeln: 
d"x dt 2 = (a2 + b2) eat sin (bi + 2c), 
~3t~ = (a 2 + b2)t eat sin (bt + 3c), 
~) 1/1 - {j-
I, p=2arctang Yl+.ft' 
8) Y = log (ez + e- z), 
9) Y = yx3, 
10) Y = ax2 + bx + c, 
11) v = 2t3, 
12) P=C·V- 1,414, 
13) J ea. dv = -} eao. 
dy eZ _ e-,z 
dii = e'+ e- z • 
dy _ J! -[i; - 2 JlX. 
~~ = 2ax + b. 
~i = 6t2• 
dJi = _ 1414 r:. V-S,W. 
dv ' 
14) Jav- 1,414 dv = _ . a _ V-O,414 
0,414 . 
15) .((atS + bt + c) dt = t atS + t bt2 + cl + g. 
16) .(VX3 dx = fx i dx = txf. 
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f dt J t- 3 + 1 1 Q - 1 17) (s= t- 3 dt= ~3+1 =-2 t-"= 2i" 
Jdt f _1 t-t+ 1 3 2 18) f~- = t "Jdt = =-t-+-1 = 2 t3 . 
19) m + nx' = n m+~; = n ,/ ~~ are tang 1 Im J dx 1 f dx 1 1 x 
'. n Vn Vn 
=y~ n are tang (x 11~) . 
Man benutze bei diesem Beispiele das vorletzte unter den neun 
Fundamentalintegralen des Art. 215. 
20) .fVa+vdv. Setzt man a+v=y, so ist dv=dy, und 
man findet: 
.fVa +1, cly = Jyt cly = tyt = tCa + v)~. 
21) f .~3_~~. Man substituiere t + (L = Y dt = dy und ge-
. (t + ur ' 
winnt: 
f (Y -:-:a)3 dy = fy3-~ 3~y_'-+_3a'Y - a 3 dy yTti ym 
= Jcys-m - 3ay2-m + 3a2yl-m _ aSy-m)dY 
4-m 3-Ht 2-rn yl-rn 
= -y-- - 3aj/-- + 3a2lL- = aS . -.-' 
4-m 3-m 2-m l-m 
Hier hat man dann endlich noch t + a für y einzutragen. 
22' 1 xdx H' ) .-----. ler setzt man a + bx = y, sodafs 
(a + bx)~ 
wird. Das vorgelegte Integral nimmt auf diese Weise die Gestalt an: 
b~' JY 0 a cly = :.[Jyt dY = Jay-tdyJ = A(iyt - iayt) 
3 
= /), [Ha + bx)t - taCa + bx)t). 
23) 1 -t elt = - ,/(;2 ~t2. Va'-t' Y 
24)1 dx . Man setze x- a = y dx = dy und hat: x- rr , 
J dx fd Y • -----. = = 100' Y = 100" IX = a). X-a Y '" r.>\ 
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25) Da offen bar die Gleichung gilt: 
x' ~a-' = /0, (X-~ (( - x + a-) , 
so hat man: 
f dx 1 . 1 x - a ----- ---.; = [100' (X - a) - log (x + a)] = 100' -- . x' - a- 2a b \ 2a b x + a 
In ähnlicher Weise ergiebt sich: 
f (x -ayf;;; - b) = a ~ b log (~:={) . 
26) Läfst sich die ganze Funktion x2 + 2 Ax + B in zwei reelle 
Faktoren ersten Grades zerlegen, so läfst sich 
f XT+ 2a:X + B 
direkt auf das eben zuletzt angegebe:Q.e Integral zurückführen. 
Sind aber jene Linearfaktoren nicht reell, so schreibe man: 
f x2 + 2~i.'l: + B = f x' +2Ax +d~'+-B-=-"t2 
und substituiere y = x + A und a2 = B - A2. Man gelangt auf 
diese Weise zu der Gleichung: 
fX'+ia;x--FB= fy2-~a2= ~ arctang(K-)' 
27) ftang x dx = - f:-::- sin:r~.2~ . 
cos x 
Hier haben wir ein erstes Beispiel einer grofsen Klasse von Inte-
gralen, bei denen der Zähler gleich dem Differentialquotienten des 
Nenners, multipliziert mit dx, ist. Setzen wir in unserem Beispiele 
H = cos x, so wird dy = - sin x dx, sodafs das Integral übergeht in: 
-f d; = -log y = -log (eos x). 
28) Schreibt man {'Cx) für den Differentialquotienten von f(x) , 
so würden wir entsprechend: 
ff'(~ dx f(x) 
finden können. Wir substituieren fex) = y und haben dy = f'(x) d:r, 
sodafs das Integral die Gestalt gewinnt: 
f dY = log y = log lex). • J! 
Per r y, höhere Analysis. 21 
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So oft also im Zähler eines Integrals der mit dx multiplizierte 
Differentialquotient des Nenners steht, gewinnen wir als Wert des 
Integrals den natürlichen Logarithmus des Nenners. 
J
2bXdX ( . 2) 29) a + bx" = log a + bx . 
J 
xdx 1 J 2bxdx 1 • 30) a + bx' = 2b a + bx' = 2b log (a + bx"). 
31) Man reduziere das Integral: 
J
. er/! + nx)d_~ 
a+bx+cx' 
auf eine einfachere Gestalt. Wäre der Zähler gleich (b + 2cx) dx, 
so würde sich das Integral der Regel. der NI'. 28 direkt unterordnen. 
~un kann man aber den Zähler in die folgende Gestalt setzen: 
'Il-(2cx+b)+m=nb 2c 2c' 
sodafs WIr unser Integral so entwickeln können: 
n J 2cx + b (nb)J dx 2·c a + bx + cx 2 dx + m - 2·'; (t+bx+cx' 
= .'J1, log (a + bx + cx2) + (m - n~)J-__ . ~a;_ - . 
2c 2c (t + bx + cx' 
Das hier noch übrig bleibende Integral ist bereits in Beispiel 26 
behandelt. 
32) r x + ~. dx = .!.J·_2~~ J. bdx 
• (t' + x· 2 (t' + x' + ti2 +;;. 
= tlog (a2 + x 2) + ~ are tang (~-). 
33) 
J 
sin x dx 1 J- b sin x dx 1 ) 
a+-/i cosx =-b a+ b cos-X· = -v-log (a + b cosx. 
34) J x~~-x' Man schreibe hier y = log x, dy = ~- dx; auf 
die Art ergiebt sich: 
J x ~;-x = J ~y = log y = log (log x). 
In Ausdrücken, welche x'" und (a + bx)" enthalten, versuche man 
durch Ausführung einer der Substitutionen y = a + bx oder y =.~ + b 
die Integration zu ennöglichen. 
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35) So findet man: 
f da; 1 (a + ba;)2 = - b(a-=Fbx)' 
36) f(a ~d:xl' = :.[log Ca, + bx) + a -: bxl 
3~) f dx. 1 b I a + ba; 
I x'Ca +-b-x) = = aa; + a' og ---a;-' 
38) Die Gleichung: 
f da; 1 a; 2m = 1 f dx <a + bx2)m+l = 21na . (~+ ba;~r + - 2ma Ca + bx,)"' 
stellt eine Rekursiousformel für die Berechnung des links stehenden 
Integrals dar. 
Kommt ya+- bx unter dem Integralzeichen vor, so führt die 
Substitution y2 = a, + bx zum Ziele. 
39) Auf diese Weise findet man: 
f xdx = 2(2a=bx)~F--­y'~+ti - - --3b'~ ya + bx. 
40) f ~ 0+ log i dx = t(l + log x)t. 
Man verwende hier die Substitution y = 1 + log x. 
41) f ex~xe~x = arc tang (6"'). 
Hier ist zu setzen y = 6"'. 
217. Partielle Integration. Sind u und v Funktionen VOll x, 
so g~lt bekanntlich (cf. Art. 196): 
d(!H~ = u dv + v du . 
da; dx da; 
Multipliziert man rechts und links mit dx und integriert, so folgt: 
IlV = J~t. dv + j'v. du. 
Wir geben dieser Gleichung die Gestalt: 
(1) ,fu . dt' = UV - j>t~. dU, 
können aber statt (1) auch ausführlicher schreiben: 
f 'U dv dx = uv -fv dd U dx. da; x 21* 
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Vermittelst dieser Formel können wir das Integral f u . dv um-
setzen in f v . du. 
42) Man bestimme nach dieser Regel f x n log x clx. Zu diesem 
dv xn+ 1 Zwecke setze man u =logx und- = xn sodafs v = ---- wird. Die dx' n + 1 
Gleichung (1) liefert für das vorgelegte Integral: 
x
n + 1 J x n X n + 1 ( 1 ) 
n +-1 log x - n + 1 dx = n + i log x - n + 1 . 
43) f x . eawdx. 
dv 1 GI . Hier wähle man u = x, - = eax sodafs v = eax wird. el-dx' n 
chung (1) ergiebt uns: 
Jxeax dx = -~ xect x - ~ J eax dx = } xeur 
44) .f e"'W sin bx dx. 
1 eax (x _ 1). 
a f1 
Man brauche als Abkürzung für dieses Integral die Bezeichnung A. 
Man schreibe alsdann u = sin bx, v = !eax und findet aus (1): 
a 
A = -!. eax sin bx - _b Jeax cos bx dx = 1 eax sin bx _ b B. 
a a a a 
Das hier abgekürzt durch B bezeichnete Integral 
.feax cos bx dx 
wird in analoger Weise umgewandelt. Wir setzen nämlich 'u = cos bx, 
1 
V = - eax und haben alsdann' a . 
B = 1 eax cos bx + ~Jeax sin bx dx = 1_ eax cos bx + ~ A. 
Il a a a 
Tragen WIr diesen Ausdruck von B in die obige Gleichung ein, so 
folgt: 
A =~eax sin bx - : C: eax cos bx + ~ A). 
Hieraus berechnet sich A in folgender Gestalt: 
A = Jeax sin bx dx = ea"'..(a sinb~ b cos bx) 
• /l' + b' 
In entsprechender Weise findet man: 
B =Je"oP COS bx dx = eax (a cos bx t: b sin bx). 
(I' + b' 
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218. In vielen Fällen liefert uns die Methode der partiellen 
Integration Rekllrsionsformeln, mit deren Hilfe wir ein vorgelegtes 
Integral Schritt für Schritt reduzieren können, um schliefslieh auf 
em schon bekanntes Integral zurückzukommen. 
Eine Rekursionsformel dieser Art ist z. B.: 
Haben wir somit x4 eax dx zu integrieren, so kommen wir ver-
möge dieser Formel auf das Integral von x3 eax dx zurück, durch eine 
nochmalige Anwendung eben dieser Formel auf das Integral von 
x2 eax dx u. s. w., und wir gelangen schliefslieh zum Integral von 
XO eax dx = eax dx, 
welches bekannt ist. 
Auf diese Weise ergiebt sich z. B. 
[x3 erdx = x3 r - 3fx2 eX dx 
= x3 eX - 3 (x2 ex - 2 fXeXdx) 
= x3 er - 3x2 eX + 6 (xer - J'eX dx) 
= (x3 - 3x2 + 6x - 6) er. 
Vermischte Übllngsanfgaben. 
41;) . 9 b u y = a sm' x, 
46) y = b sin (ax"), 
47) y = (a + bx")''', 
48) y = (a + bx)ec.", 
49) y = aX , 
50) y = alog x, 
51) a-t V = -~ .. -
t ' 
~~ = ab sin 2bx. 
dy = bnax"-l cos (ax"). dx 
dy = nbxn-1m(a + bx")m-l. 
dx 
dy = eCX(b + ac + br x). dx 
(ly :r: 1 dx = a og a. 
dy 1 




dt = - j/a2 - t" 
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(1 - v')2 
54) v =Xa_±t_, 
Va+V t 
,!1+y 
55) w= V i~y' 
2x 56) Y = are tang -1 -., 
-x 
57) Y = log sin ;c, 
58) u = log Va2 -t2, 
-9) 1 V1 - cos t b Y = 00' . ---
o 1 + cos t' 
60· . v ) y = are Sill-------
V1 +v" 
V1 + t 2 + V1 _(2 61) Y = are tang- -_ _ . -- __ -"'-=-V1 + t 2 - V1 - t" 
62) x = are see t, 
63) y = sin log v, 
64) 
65) 
_ , . 1 -p' 
V - ale Sin 1 +p" 
l+x 
y = 1 + x" 
66) P = log eotang v, 
{1 
70) p = ~ , 




~1 - t·2)~· 
dv _ Va (Vf- ya)_ . 
dt - 2Y;t llf1+ t(V~ + yt)2 
dw 1 
dy (1 - y)V1 - y' 
dy 2 
dx 1 + x' 
dy 
dx = eotang :f. 
du 
dt a' - t' 
dy 1 
dt sin t 
cly 1 
du 1 + (2 
dy t 
dt VC.~ t' 
dx 1 
clt = tVt'= 1 
dy =:t. eos log L dv v 
dv - 2 
dp 1 +p2 
dy 1 -2a:' - x' 
dx = (C=t--x 2j2-- , 
dp 2 
dv = - sin 2t·· 
ds = et(l- 3t2 _ t.~). 
elt ' 
dp nv,,-l 
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72) I t <>.2 1 'lt d 3 x 2 S X = '1I og it, SO gl d:&" = .§ . 
. d 4 y 73) Ist Y = e- X cos x, so gIlt dx' + 4y = O. 
x" . d'y 24 74) Ist y = -= so gIlt -- = ---~. 1 = x' dx' (1 - X)5 
75) J X",-l (a + bxn)f dx. 
1. Ist X gleich einer positiven ganzen Zahl k, so entwickele 
q 
man (a + bXn)k nach dem binomischen Lehrsatze, multipliziere die 
einzelnen Glieder mit xm - 1 dx und integriere gliedweise. 
H. Geht q nicht in p auf, so benutze man die Substitution 
a + bxn = y7. 
IH. Führt diese Substitution nicht zum Ziele, so mag man es 
mit ax- n + b = yq versuchen. 
76) fX2(a+x)ldx. Hier setze man a+x=y" und hat 
dx = 2ydy und x = y2 - a, 
sodafs man gewinnt: 
2 J(y4 = 2ay2 + a2) y2 dy = 2 JCy6 - 2ay4 + a2y2) dy. 
Letzteres Integral ist leicht zu berechnen. 
77) J ___ dx --.' Man substituiere: 
x' (1 + x')"2 
1 Q 
--- -=x' 
y' - 1 ' 
- 2x- 3 dx = 2ydy. 
Das vorgelegte Integral liefert dann: 
• dx j' -. / 1 J X2;+~2)t = - dy = - Y = - r 1 + .'l" • 
78) J- dX_. J' ~Wir setzen a2x- 2 + 1 = f2 und finden: 
(a' + X 2)"2 
- J, }'1: = e/!t = ~'--~~+-:;:2' 
79) Ist x = A sin nt + B cos nt, so zeige man die Relation: 
d'x 9 dt' + n-x = O. 
80) Ist lt = xy, so beweise man die Richtigkeit der Gleichung: 
dnu drty d,,-ly 
=x ~+11~----1 
d.7.n dx" d:t·n -
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81) Ist u eine Funktion der beiden unabhängigen Variabelen 
x, y (cf. Art. 83), so zeIge man die Gültigkeit der Regel: 
i3'u 
133:(;1/ 
bei folgenden Funktionen: 
tt = arc tang x, n = sin (ax" + vyn), u = sin (x 2y), y 
u=xsiny+ysinx, u=bx2 10gay, Y tl = log tang -x ' 
ay' - bx I (1 9 9) 
'l( = -b---" U = xy og + x-Y" , y- ax 
x'y 
n = a'-~ y-2' 
82) y = eax sinnt bx, 
83) x = e- at cos bt, 
b '1 tang.& = a gl t. 
84) y = x4 log x, 
85) y = log sin x, 
dy = eax sin",-l bx (a sin Vx + mb eos bx). dx ' 
dn 11 
X = (a2 + b2)2 e-at CoS (bt - n'&), wobei 
dtn 
d 6 y _ 1-2-3.4 dx 6 - - --x' 
(l"y 2 cos a; 
dx" = sin'-x . 
86) Die Funktion der beiden unabhängigen Variabelen x, y: 
v = Aixa,y"' + A2xa2yb2 + A 3 x a'yb, + .. " 
in welcher a1 + bi = a2 + b2 = as + bs = ... = n ist, wird als eine 
homogene Funktion nter Dimension von x und y bezeichnet. Man 
zeige die Gültigkeit der Formel: 
i3v i3v 
x" + y'j- = n1,'. 
uX uy 
Auch für die folgenden Funktionen: 
xy ~ v = -- und v = x 2 + y2 
X +y , 
welche gleichfalls homogen und z~ar von den Dimensionen 1 bez. t 
sind, bestätige man diese Regel. 
87) Setzt man allgemein: 
u = rCy + (lX) + F(y - ax), 
wo rund F willkürliche Funktionen sind, so gilt für die partiellen 
Differentialquotienten von u: 
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88) Für die Funktion u = (x2 + y2 + Z2)-t zeiO"e man :das Be-
stehen der Gleichung: 1:> 
6!!tt (f~t(' (321,(, 
ox' + oy' + 8z' = O. 
89) Man zeige, dafs die Funktion ts = ae-at sin pt emer Diffe-
rentialgleichung von der Gestalt: 
d 2 s 2j,dS 9 0 
dt 2 + d t + n·s = 
genügt, und bestimme hierbei f und n2 in a und ß oder auch um-
gekehrt a und ß in fund n2• 
90) Man stelle die Bedingung für Cl auf, welche ausdrückt, dafs 
y = e"X die Differentialgleichung: 
d'y + Ad'lY + Bd~y + C dy + D = 0 dx' dx" dx' dx Y 
befriedigt. Als numerisches Beispiel benutze man: 
d'y d"y d'y dy 
d;} - 2(jx3 - dx' + 2 dx = 0 
und bestimme die Lösungen y derselben. Man findet als allgemeine 
Lösung: 
y = ae" + be- X + ce2x + d, 
wo a, b, c, d willkürliche Konstanten sind. 
219. Wir wollen uns nun mit der Integration eIner beliebigen 
gebrochenen rationalen Funktion: 
(1) Ax,n + Bxm- 1 + Oxm- 2 + ... 
-- "+b"l+ 112+ ax x cx ... 
beschäftigen, wobei m und n ganze positive Zahlen sind. 
Ist m gröfser oder gleich n, so dividiere man mit dem Nenner in 
den Zähler; man gewinnt dabei einen Quotienten und einen Rest. Der 
Quotient, welcher die Gestalt einer ganzen Funktion von x hat, läfst 
sich .unmittelbar integrieren; der Rest hat wieder die Gestalt (1), 
wobeI aber jetzt 'fit< n zutrifft. 
Es ist nun immer möglich, den Nenner im Ausdruck (1) :in 
seine Linearfaktoren zu zerlegen und daraufhin den Quotienten (1) 
in Partialbrüche zu spalten. Dabei entspricht einem einzelnen nur 
einmal auftretenden Faktor (x - a) des Nenners ein Partialbruch ~ -. X-Ci 
Dem Produkte zweier konjugiert imaginärer Faktoren (x2 + U.7.: + ß) 
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====,====~=~-~~~----~-~. ~~-' ---' '-~~ 
Ax + B K t b . gehört ein Partialbruch der Gestalt 2- ~ _ .. --, zu. omm a er eUl x + ax + () 
Faktor (x - a) mehrfach, sagen wir 1 Male vor, so haben wir ent-
sprechend die Partialbrüche: 
:4,- + _..:'4,_ __ + ... + ~. 
(x~a/ (x~a/-l :t.~({ 
Handelt es sich also z. B. um einen Bruch ~(~)' dessen N eUller 
sich in die Faktoren x ~ a, X - ß, x 2 + ax + b, (J.~ - c)l spalten läfst, 
so gilt für die Partialbruchzerlegung der Ansatz: 
( ) fex) 2 -F(x) 
Zur Bestimmung der Konstanten A, B, C, D, . .. multipliziere 
man die Gleichung (2) rechts und links mit F(x), wobei sich rechter 
Hand in jedem Gliede der Nenner, der ja als Faktor in F(x) ent-
halten ist, fortheben läfst. Das weitere Verfahren kann man dann 
auf verschiedene Weisen regeln und die Untersuchung durch ge-
schickte Kunstgrifle stark kürzen. 
Man beachte z. B., dafs die eben durch Multiplikation der Re-
lation (2) mit F(x) hergestellte Gleichung in x -identisch besteht, d. h. 
für jeden Wert von x gültig ist. Dabei zeigt sich, dafs, wenn man 
x = IX oder x = ß setzt, sehr einfache Regeln zur Bestimmung von 
A und B gewonnen werden können. Etwas nmständlicher ist es, C 
und D vermöge derjenigen Werte x zu bestimmen, für welche 
x 2 + ax + b = 0 gilt. Endlich würden wir die Bestimmung von 
E, G, ... auf dem entsprechenden Wege erst unter Zuhilfenahme eines 
Differentiationsprozesses erreichen können. 
Wir führen diese in ihrer Allgemeinheit doch etwas schwer ver-
ständliche Erörterung hier nicht weiter aus; im Einzelfalle wird der 
Leser die Partialbruchzerlegungen ohne besondere Mühe erledigen 
können. Ist letzteres aber erreicht, so macht es keinerlei Mühe mehr, 
unsere Funktion in der neuen Gestalt gliedweise zu integrieren. 
91) :r;' _ _ A _ _ ~ ('x + D • 
(x ~ 1)2 (x' + 1) ~ (x - 1)'!i. + {( ~ i + x' + 1 
Hier wird in x identisch bes"hen: 
x2 = A(x2 + 1) + Rex ~ 1) (x2 + 1) + (Cx + D)(x - 1)2. 
Setzt man jetzt x 2 + 1 = 0, so folgt ohne Schwierigkeit C = - t, 
D = O. Schreibt man x = 1, so folgt A = -}. Um B zu finden, 
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setze man x = 0 ein und erhält B = A = t. Wir haben daraufhin 
den Ausdruck: 
1 1 1 1 1 X 
2 (x=--l)' + 2 x-i - 21 + x' 
zu integrieren und erhalten als Antwort: 
- l_1 _ + lloO' (x - 1) - 1-100' (x2 + 1) 
2 x -l 2 '" 4 '" • 
Enthält die Nennerfunktion F(x) zwei konjugiert imaginäre Linear-
faktoren je 1'-fach, so werden wir, wenn das Produkt dieser Linear-
faktoren x 2 + ax + ß ist, entsprechend r Partialbrüche ansetzen: 
C, x + D, O2 X + D. C;;+ .xX +(3)r + (:;,'+ ~~-+-(3)r---l + .... 
Es ist nicht schwer zu sehen, da[s die Konstanten °11 ])11 021 ••• 
hierbei eindeutig bestimmt sind. Übrigens hat man in praxi selten 
mit so komplizierten Fällen zu thun. 
92) Man integriere: 
x' + x - 1 x' + x - 1 
i 8 -+ -:x' -=-6x = x (x + 3) (x --=--2)' 
Wir haben hier die Partialbruchzerlegung anzusetzen: 
~I N P 
x + x +"3 + x-=2' 
sodafs die identische Gleichung besteht: 
x2 + x -1 = M(x + 3) (x - 2) + Nx(x - 2) + Px(x + 3). 
Da dieselbe für alle Werte von x gültig ist, so darf man auch x = 0 
setzen und aus der entspringenden Gleichung den Wert 1YI bestimmen. 
Entsprechend ergiebt sich für x= - 3 der Wert Pt' und für x = 2 
der Wert P. Auf diese Weise finden wir als Parlialbruchzerlegung 
der gegebenen Funktion: 
1 1 + 1 1. + 1-_1_ .. : 
s-i· 3x+3 2.1:-2' 
die Integration führt auf: 
t10g x + tlog (x + 3) + tlog (x - 2). 
93) f- 5x' + ~-- dx = [(5X + 15 + 35x =-~9_) dx 
x' _ 3x + 2. x' - 3x + 2 
I· 6 41) = (5x + 15 ------ + -- dx x-i x-2 . 
= ~;' + 15x-G log (x-I) + 41log(.:r-2). 
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_________ ~ _________ ._c ________ :::_-_-.~.:._-::::~;;..=_=____=_=_--_-=__'_::;~ 
C\4) r x 5 dx -- =}"(X2 +"/ I .1, ,1" _ 32 1 + 2-13 1 )aX. 
c "x" _ 7 x _ 6 T J :e + 1 ,,:1: + 2 20 {f.' - 3 
95) J'X:l+:'~x+l = t are tang x + 1 log (1 + x2) - tlog (1 + x). 
96) 9x' + 9x - 128 A + B 1 + B. 
x 3-_ 5x'-+ 3x -+ 9 = {); + 1 (X-= 3)' {); - -3 . 
Hierbei bestimmen sieh die Partialzähler zu: 
A = - 8, Bi = - 5, B2 = 17, 
sodafs das Integral der vorgelegten Funktion das folgende ist: 
- 8 log (x + 1) + X-=-3 + 17 log (x - 3). 
97) f ---~~ = =~ 100' (x + ß)' +.1 log (x - 1). 
x' + 2x - 3 4 '" 4 
98) f dx , , - 1 . 1 X x' -+ 5x2 -V.1 - 1) ale tang x - 6 are tang 2 . 
99) J" J32X_+,)I)dx = - 1.logx + .i 100' (x - 1) - l;.log (x + 2). x + x' - 2x ;J 3 '" 6 
100) f--x'~-:x:.-- = Y3 are tanO' x + llogX -2. 
x' - x' - 12 7 '" ys 7 X + 2 
I' xdx 1 1 + x' 101) ~ (l+xRf+x') = 2 log ci---Fx)' + t are tang x. 
102) J-_~d3- = 1. log (x + 3) + lloO' (x - 1) x' + 2 x - 3 4 4 I:> • 
J" x"dx x' 103) x' + 6x +-8 = 2 - 6x + 32 log (x + 4) - 4 log (x + 2). 
/
" xdx 
104) '-' x-'-:"=-;;::":'"2 = t log (x - 2) + t log (x + 1). 
10") j' - 1) dx 2 ( • , ;". ~3) (x +2) = [j log x - 3) + t log (x + 2). 
'. f dx 1 X + 2 10ti) x' + 6x + 8 = '2 log x +4 . 
107) f (2.e - 5)dx = _ 7 I 11 1 ." + 1 
r:c + 3) (x + 1)' 2 (x + 1) T 1 og x+ 3 . 
108) f __ dX .= 2 __ aretan 2x+1. 
1 + {).: + x' Y3 g V3 
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109) f d;, _ 11 x+ 1 
x' + 4.,,; + 3 -"2 og x -:F3 . 
110) f dx _ 1 :c -;; 
x' + x - 12 - T log x -+ -4 • 
111) f d:c - () 
x 2 + 4x + 5 - arc tang x + 2 . 
112) f d x _. (9 1) 
• 1 - 2.,,; + 2x' - alC tang ..,x - . 
. 220. ltlaxima und lUinima. Um die gröfsten und kleinsten Werte 
emer Funktion lC.x) zu untersuchen, zeichnen wir uns zur näheren 
Veranschaulichung eIer Überlegung die Kurve y = lex), sowie auch 
die Kurve der zugehörigen Funktion ~; = f'(.T). Es gelten alsdann 
folgende Regeln: Wird y, d. h. die ursprüngliche Funktion, zu einem 
MaXimum, so ist in der Regel dd y = 0 und dd'; ist negativ; bei emem 
·x x 
Minimum Von y ist aber für gewöhnlich :! = 0 und ~:~ positiv. Kann 
man bei einer praktischen AufO'abe nicht direkt die Marima und Minima 
'" bestimmen, so wird man hiernach dy bez. die zu dieser Funktion 
gehörende Kurve untersuchen. clf 
Wenn wir sagen, die Funktion y werde für einen gewissen Wert 
VOn x zu einem Maximum, so meinen wir, dafs die unmittelbar vor-
aufgehenden und folO'enden' Funktionswerte kleiner seien. Es können 
aber fnr entfernte Werte x noch weit gröfsere Funktionswerte y ein-
treten. Bei dieser Auffassung kann eine Funktion sehr viele lfaxima 
und Minima haben' die zugehöriO'e Kurve verläuft dann wellenrormÜr. 
1 '" v 
Ist ~.~ an einer bestimmten Stelle gleieh 0 und gilt daseIhst aueh 
d'y ... 
dx' = 0, so kann es vorkommen, dars weder em Maxllllulll noch em 
Minimum vorliegt, die Funktion y hört dann für einen Augenblick auf 
zu. wachsen, um jedoch hernach weiter zu wachsen, wie dies z. B. 
bel der in Pig. 6 S. 23 gezeichneten Kurve an der Stelle .J.ll zutrifft. 
1. Man bestimme die Maxima und Minima der Funktion x' ~ 1 . 
Dieselben finden bei x = 1 und - 1 statt und haben die Beträge 
1.. -1. 
2 • 




(a' + x) (b' + x) . 
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3. Man zeige, dafs a sec {T + b co sec {t zu einem Minimum wird, 
,3/-
faUs tang 17 = v:- ist. 
4. Für welchen Wert von x wird~,-,t- 3~= zu emem Maximum? )14 + 5x' 
Antwort: Für x = ~52. 
5. Wann wird xln(a - xt maximal oder minimal? 
Antwort: Für x = _II+! a - findet ein Maximum statt. 
111 n 
G. Der Winkel r eines Dreiecks sei gegeben. Man zeige, dafs 
sin2 IX + sin2 ß ein Maximum und cos2 (X + cos2 ß ein Minimum wird, 
falls IX = ß zutrifft. 
7. Y = a sin x + b cos x. Welches sind die gröl'sten und kleinsten 
vVerte von y? 
Antwort: Der gröfste Wert ist -V 0,2 +b2 und der kleinste 
- Viii +-Z;2. 
8. Man bestimme den kleinsten Wert von a tang {t + b cotang,ft. 
Antwort: 2Yab. 
9. Man bestimme die Maxima und Minima der Funktion 
x' + 2x + 11 ;. + 4x--t=-10 
Antwort: Das Maximum ist 2, das Minimum t· 
Der Leser wolle sich die zur letzteren Funktion gehörende Kurve 
Im Quadratnetz zeichnen. 
10. Man bestimme die Maxima und Minima von 
x'-x+ 1 
x'-+x-l' 
Antwort: Bei x=O findet ein Maximum, bei x'=2 ein Mini-
mum statt. 
11. Man bestimme die Werte von x, für welche die Funktion 
x'- 7x+ 6 . 
Y = x -10 - zu emem Maximum oder Minimum wird. 
Antwort: x = -* liefert ein Maximum, x = 16 ein Minimum. 






Antwort: Für c=e=2,71828 .... 
(a + t) (b + t) 
1l = t ' so liefert t = Vab em Minimum 
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1 j D··· sin 3 3-. 1t 
"±. 1e Grofse X = . - --- - w1rd für ,f} = - zu einem Maximum 1 - cos 3- 3 . 
15. Für welchen Wert von c wird v zu einem Minimum, falls 
gilt? 
2 V=l+c-=1;' 
Antwort: Für c = t. 
16. Bei welchem 
oder am kleinsten 'I 
X wird Jx3 - 15x2 + 12x - 1 am gröfsten 
Antwort: x = t liefert ein Maximum, x = 2 ein Minimum. 
17. tangmx. tangn(a-x) wird zu einem Maximum, falls 
n - 'In 
gilt. 
tang (a - 2 x) = - -+-- tang ([ 
n m 
3t 18. s = .. -- wird für t = 3 maximal, für t = - 3 minimal. 
9 + t' 
19. Von einem Dreieck ist ein Winkel und der Inhalt gegeben. 
Welche Gestalt mufs das Dreieck haben, wenn die dem gegebenen 
Winkel gegenüberliegende Seite möglichst klein werden soll? 
20. Die Charakteristik einer Seriendynamo lautet: 
(1) aC E=--· 1+ sC 
Darin ist der Wert (t proportional mit der Winkelgeschwindigkeit 
des Ankers, und aufserdem sind a und s bedingt durch die Gröfse 
des Eisengestelles die Anzahl der Windungen und andere Konstruk-
. , 
tlOnsdaten der Maschine; E bedeutet die elektromotorische Kraft des 
Ankers in Volt, 0 ist die Stromstärke in Ampere. 
Ist nun r der innere Widerstand der Maschine in Ohm und R 
der jeweilige äufsere Widerstand, so hat der .Strom die Gröfse: 
E (2) 0 
\ = /·+-R' 
und die von der Maschine abgegebene Leistung ist: 
also: 
p= C2 R. 
Bei welchem Werte von R wird nun P ein Maximum"! 
Die Kombination von (2) und (1) ergiebt: 
aC 1 __ =0 f+sG r+R ' 
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(l 
1 + sC= ?'+R' 
R 
p= s' 
Setzen WH nun :~ = 0, so erhalten wir: 
( ~~_ _ 1)2 + ') R (. U _ 1) (~. (( __ ) = () r + R ~ l' + R Ir + R)' . 
[III 220 
Wir lassen die Möglichkeit: r;R - 1 = 0 unbeachtet, weil 
sie-'C = ° ergeben würde, und behalten also nur noch den Fall 
übrig, dals: 
a. _ 1 = 2R(( 
r + R (1"+ BI; 
ist; daraus können wir R finden, wenn rund a gegeben sind. Mau 
setze z. B. a = 1,2, s = 0,03, r = 0,05 und veranschauliche die 
zwischen Rund P gefundene Beziehung durch eine Kurve. 
21. Ein Bote befinde sich auf einer Insel gegenüber einer gerad-
linigen Küste, in 6 km Entfernung vom nächsten Punkte des Fest-
A landes. Er hat eine Besorgung aus-
1\ zurichten nach einem am Ufer, und zwar 15 km vom nächsten Punkte des Ufers, gelegenen Orte. Lilngs des Ufers läuft ein Fufspfad. Beim Rudern legt der Bote 4 km, beim Wandern 6 km ---:O~---D~-----lIB pro Stunde zurück. Es ist die Frage, 
an welcher Stelle er landen murs, um 
in kürzester Zeit an seinen Bestim-
mungsort zu kommen. Natürlich wird angenommen, dars er überall 
gleich gut landen kann. 
Fig.l0U. 
Figur 100 erläutert diese Verhältnisse; hier ist AC=6, CB=15. 
Wir nehmen an, dars der Bote bei D lande, und setzen tJ]) = x. 
Dann ist AD = -y3tf-t- x2 und iJB = 15 - x. 
Die nötige Zeit ist dann insgesamt gleich: 
V36+"" + H,--;/" 
4 6 
Stunden. Dieselbe wird am kleinsten, faUst x (36 + x:l) -t = t 
trifft. Die letzte Gleichung liefert aber 




lII. 220J C:ünstigte Spannung flü Glühlampen. 337 
:!2: *) Für das Produkt aus der Kerzenstärke c einer bestimmten 
Glühlampenart und ihrer durehsehnittliehen Lebensdauer l in Stunden 
e:-gab sieh dur eh experimentelle Untersuchungen die folgende· Be-
zIehung: 
l c = 1 Oll,\>9i - 0,Oi545 v; 
darin bedeutet v die Betriebsspannung der Lampe m Volt. Für den 
Wattverbrauch IV pro Kerze wurde gefunden: 
zr = 3,7 + 108,00i-O,07%1r. 
Der Preis einer Lampe sei 0,50 Mark und die Lampen mögen 
560 Stunden im Jahre brennen. Wenn nun eine elektrische Pferde-
stärke (oder 736 Watt) für diese 560 Stunden im Jahre 250 Mark 
k?stet, so soll derjenige Wert für v gefunden werden, welcher für 
(hesen Fall am günstigsten ist. Die gesamten Kosten für Lampen 
und Arbeitsleistung sollen also ein Minimum werden. 
560 
I Lampen werden im Jahre verbraucht, von denen jede 0,5 Mark 
k ~ ostet. Die Kosten für Lampenersatz betragen also -1- Mark pro Jahr 
für c Kerzen, oder 280 Mark pro Jahr und Kerze. Nun ist eine Mark 
le 
pro Jahr gleichwertig mit ~!~ Watt, sodafs die Kosten für Glüh-
1 280 736 ~ ampenersatz pro Kerze also gleichwertig mit TC' 250 Watt werden. 
Diesen Betrag müssen wir zu U' addieren, um die gesamten Betriebs-
unkosten in Watt zu erhalten. 
~Wir setzen lc und Ir als Funktionen von r ein und müssen also 
untersuehen, bei welehem Werte von r der Ausdruck: 
ein Minimum wird. 
Antwort: Bei v = 111 Volt. 
221. Manchmal nimmt eine vorgelegte Funktion für emen spe-
ziellen Wert von x eine uubestimmte Gestalt an. 
. *~ Dieses Beispiel, welches allerdings nur eine~ akade~s~hen W ~rt . be-81~Zt. 1st gleichwohl hier eingereiht. weil es recht lllstruktlv 1St. Bel emer 
w:uklichen elektrischen Anlage wird es freilich kauzn. vor~ommeu: dafs man 
dIe Spannung nach dem Gesichtspunkt festlegt. der hier In den 'ordergruud 
gerückt ist. 
Perry, höhere Analysis. 22 
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So fanden wir, um ein Beispiel auszuführen, in Art. 43 als 
Inhalt der durch die Kurve y = mx- n , durch die x-Axe und durch 
die zu x = a und x = b gehörenden Ordinaten eingegrenzten Fläche: 
b 
{ mx-ndx = __ In (b1-" __ a1-"I . 
• , 1-11 . 
a 
Nimmt man hier n = 1, so stellt sich die rechte Seite der letzten 
Gleichung in der Form 1-: i (1-1) oder % dar. Das ist aber offen-
bar eine zunächst ganz unbestimmte Gestalt. 
Ist nun allgemein 9ml für x = ((, wo {Ca) = 0 und F(a) = 0 
zugleich zutrifft, zu berechnen, so gehen wir folgendermafsen vor. 
Wir greifen zunächst einen Wert von x dicht bei a auf, indem wir 
setzen x = a + Llx, um sodann den Grenzwert unseres Quotienten 
;}~) für unendlich abnehmendes Llx zu bestimmen. Nun gilt aber*) 
für sehr kleines Li x näherungsweise : 
lCx + Llx) = {ex) + d~~X) Llx', 
F' (x + LI x) = Fex) + dli.' (x] LI,1 
, dx ' 
und zwar um so genauer, je kleiner LI x ist. 
ein, so werden die ersten Glieder rechter Hand 
bekommt, je kleiner Lix ist, um so genauer: 
((a + Llx) 
J:'(a +- LI x) 
Setzt man hier x = a 
gleich Null, und man 
wO rechts nach Berechnung der Differentialquotienten x = a zu setzen 
ist. Hieraus entspringt zur Berechnung des wahren \Vertes unserer 
Ftmktion ;~~;) bei :c = a folgende Regel: Man differenziere Zähler 
und Nenner'einzeln und setze in den Quotienten der Differential-
quotienten x = (/ ein: der entstehende Wert ist der gesuchte Funktions-
wert an der kritischen Stelle x = a. Gelangt man aber im letzteren 
Falle wieder zu einem Ausdrucke %, S0 ist die gleiche Regel noch-
mals anzuwenden. 
*, Man vergl. die Gleichung (1) am Ende des Art. 21 S. 33. 
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B · . 1 100" x eiSpIe e. 1. Man berechne den Wert von -" für x = 1. 
x-i 
Setzt man zunächst x = 1 ein so kleidet sich die Funktion in der 
That in die Gestalt %. Das~orgeschriebene Verfahren führt nach 
Au "b d D'1'!! t" f G) S b I' 1 su ung er lu eren IatlOnen au - -. etzt man a er ller x = 
. 1 
em, so folgt 1 als der gesuchte wahre Wert. 
2 M b t · ax' - 2aex + ac' f" '. an es Imme - - ----~--- -. ur x = c. 
bx' - 2bcx+ bc" 
Die Einsetzung von c liefert %. Der Differentiationsprozefs er-
. bt 2ax - 2ac ... . gIe 2 b 21' und auch dIeser QuotIent lllmmt für x = c die x - JC 
Gestalt % an. Die erneute Anwendung der Vorschrift aber führt auf 
den wahren \V ert ~. Dieses Ergebnis wird der Leser leicht durch 
direkte Betrachtung der vorgelegten Funktion bestätigen. 




- bX •• 
'. Man bestimme - - -, fur x = o. 
x 
o. Man führe jetzt das oben zuerst 
Es handelte sich um den Flächeninhalt: 
Antwort: log (~). 
erwähnte Beispiel durch. 
J = __ 11!_ (bl-n_al-n). 
1-n 
Unter der Annahme konstanter Werte In, (t, b ist der Wert von J 
für n = 1 zu bestimmen. Wir schreiben 
bl - n _al - n 
m 1-n 
und differenzieren Zähler und Nenner einzeln in Bezug aul n. Da: 
~(b~:) = bl-n .logb . (-1) 
dn 
ist, so werden WIr geführt auf: 
b1 - n logb _ (Ll-n log((, 
1/I--i--
Setzen WIr aber hier n = 1 ein, so folgt: 
111 (log b -log (I) = In log (!) 
Zu der gleichen Antwort werden wir geführt, wellll wIr unser 




340 Einführung der Polarkoordinatell. [IlI. 221 
f~ x-l1+ 1 • x- n cl X = _ -i~ + 1 
berechnen, sondern uns direkt des Fundamentalintegrals : 
.{x- 1 d.r = log x 
erinnern. 
222. Polarkoordinaten. Statt die Lage eines Punktes P durch 
seine rechtwinkligen Koordinaten x, y anzugeben (cf. Figur 101), 






wir durch r bezeichnen und Radius-
vektm' nennen wollen) und den Winkel 
-9:: PO Q, der it heifse, festlegen. Man 
nennt rund iT die Polarl'oordinaten des 
Punktes P; zu den rechtwinkligen Koordi~ 
naten x, y stehen sie in der Beziehung, 
dafs die Abscisse x gleich r cos iT, die 
Ordinate y gleich r sin iT: 
:1: = r cos iT, Y = r Sill iT 
ist. Die Gleichungen mancher Kurven, z. B. der Spiralen, werden in 
Polarkoordinaten einfacher als in rechtwinkligen Koordinaten. 
Auf einer vorgelegten Kurve (cf. Fig. 101) mögen nun zwei ein-
ander unendlich nahe gelegene Punkte durch P und P' bezeichnet 
sein; die Koordinaten vonP sollen 1", iT heifsen, diejenigen von P' 
entsprechend r + cl}", iT + dito In der Figur würde alsdann PSP' 
ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck versinnlichen, in welchem 
PS = r dfT und S F' = dr sein wird. Man findet weiter ·'FF' oder 
ds = V;'2 (cl,af+ Cdr)2, und also: 
~; = V1"2 + (;;? 
Der unendlich schmale Flächenstreifen POP' ist gleich ir2dit, 
und die Fläche, welche von den zu it1 und iT2 gehörenden Radien-
yektoren und dem zwischenliegenden Kurvenstücke eingegrenzt ist, 
.'J. 
wird sich demzufolge in der Gestalt i J r2 d iT darstellen. Wissen 
,'t, 
wir, in welcher 'Veise längs unserer Kurve 1" von iT abhängt, so 
können wir durch Ausführung des eben angegebenen Integrals die 




"Logarithmische Spirale. 341 
Der ·Winkel rp zwischen der Kurvenbingente 1m Punkte P und 
dem Radiusvektor r wird offenbar die Gleichung tang rp = PS : piS 
befriedigen; man hat also die Gleichung: 
cl-ll tano· rp = r 
'" cl r 
Die hier mitgeteilte Ylethode der Kurvenbehandlung ist nament-
lich für die Studierenden der Astronomie von Interesse. 
Die Gleichung l' = ab.'t stellt eine logarithmische Spirale dar. 
Hier gelten die Gleichungen: 
d;· 
d-ll = ba/}·" log a, cl-ll dr 1 )" clr = r : ilit = 6 log a' 
sodafs tang rp und damit rp selbst konstant ist. Die Kurve bildet 
demnach gegen den Radiusvektor allenthalben denselben Winkel und 
kann in diesem Sinne als gleichwinklige Spirale bezeichnet werden. 
Setzt man x = l' COS it, so ist x die Projektion des Radius vector 
auf die Polaraxe, und man hat x = ab.'t cos it. Stellt man sich nun vor, 
dafs der Radiusvektor mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit 
- q, beginnend zur Zeit t = 0 mit it = 0, sich drehe, so wird allge-
mein it = - qt und: 
x = a- bql cos qt. 
~Wie wi}" demnach eine einfache harmonische Bewegung durch 
~rojektion einer gleichförmigen Bewegung in der Kreisperipherie auf 
eInen Durchmesser herstellen, so gewinnen wir hier die gedämpfte 
einfache harmonische Bewegung dadurch, dafs wir eine in der loga-
rithmischen Spirale mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit er-
folgende Bewegung auf die Polaraxe projizieren. 1Ian vergleiche 
übrigens die Note zu Art. 112. 
Übungsaufgaben. 
1. 1Ian fUhre die I'Jächenbestimmung bei der Kurve 
/. = a (1 + cos it) 
durch. Man zeichne sich die Kurve und beachte, dals die Gesamt-
fläche gegeben ist durch: 
2:t 
)~ 1'/"2 dit = -'l1ra 2 • 
. ) .) 
-. -
o 
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3. Man löse die Flächenbestimmung im Falle der Conchoide (cf. 
Art. 223) für zwei beliebige Radienvektoren. Antwort: 
b2(tang &2 - tang &1) + 2ab log [tang (~- - +-&2): tang (: - t&l)} 
223. Erklärungen und Übungsaufgaben. 
Asymptoten. Läuft eine Kurve in der Art ins Unendliche, dars 
sie sich hierbei einer bestimmten Geraden immer mehr und mehr an-
nähert, ohne sie jedoch in endlicher Entfernung vollständig zu er-
reichen, so bezeichnet man diese Gerade als eine Asymptote der 
Kurve. Betrachten wir z. B. die durch y = b yx2 - a2 dargestellte 
a 
Hyperbel! Läfst man x gröfser und gräfser werden, so wird: der 
Null näher und näher kommen, sodafs die Gleichung der Hyperbel 
. . y b h' d . t D h b . d Immer wellIger von i = a- verse le en IS. urc y = -n.7: Wlr so-
mit eine Asymptote der Hyperbel dargestellt. 
Nähert sich ein Kurvenzweig einer Asymptote, so wird, wenn 
Wlr auf diesem Zweige weiter und weiter hinaus wandern , ~~ einer 
bestimmten Grenze sich annähern. Dasselbe wird gelten von dem 
Abschnitt x - y ~~, den die Kurventangente auf der x-Axe, vom 
Nullpunkt gerechnet, abschneidet, sowie auch vom Abschnitt y - x ~~ 
auf der Ordinatenaxe. 
Wendepunkt. Als Wendepunkt oder Infiexionspunkt bezeichnet 
man eine solche Stelle einer ebenen Kurve, an welcher ~~ einen 
Zeichenwechsel erfahrt. Die Kurventangente im Wendepunkte heifst 
Wendetangente oder Infiexionstangente. 
Oskulationspuukt ist eine solche Stelle einer ebenen Kurve, an 
der die Tangente viel' unendlich nahe gelegene Punkte mit der Kurve 
gemein hat. 
Selbst berührungspunkt ist ein solcher Punkt einer ebenen Kurve, 
durch den die Kurve zweimal mit der gleichen -Tangentenrichtung 
hindurchlä uft. 
Isolierter Punkt wird ein Punkt genannt, dessen Koordinaten 
die Kurvengleichung befriedigen, ohne dars in seiner Umgebung weitere 
Kurvenpunkte vorkommen. 
Endpunkt heifst ein Punkt, in dem ein einzelner Zweig der Kurve 
aufhört. Ein Beispiel liefert die zu y = x log x gehärende Kurve, 
welche im Nullpunkt einen Endpunkt hat. 
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Die BegleitkUl've der Cykloide. Als "Begleitkurve(( der Cykloide 
kann man die Kurve bezeichnen, welche dargestellt wird durch: 
x = arp, y = ae1 - cos rp). 
Die Epitrochoidt>. Ihre Gleichungen sind: 
x = ((t + b) cos rp - mb cos (~ + 1 ) rp, 
V = (a + b) sin rp - mb sin (~ + 1) rp. 
Hierbei ist b der Radius des rollenden Kreises und a derjenige 
des festen Kreises; ferner ist mb die Entfernung des die Kurve be-
schreibenden Punktes vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises. Für 
m = 1 gewinnt man die Epicykloide. 
Die Hypotrochoidt'. Dieselbe wird dargestellt durch: 
x = (a - b) eos rp + mb cos (;; --:- 1 ) rp, 
y = (a = b) sin rp = mb sin (1" - 1) rp. 
Für 1n = 1 gewinnt lllan die Hypocykloide. 
Der Annahme a = 4b entspricht eine Hypoeykloide, deren Glei-
chung sieh in die Gestalt setzen läfst: 
2 2 2 
X" + y" = aO• 
Man bezeichnet diese Kurve auch als Asf:roide. 
Die der Annahme a = 2 b entsprechende Hypocykloide ist eine 
gerade Linie. 
In Art. 11 wurden die Gleichungen der gemeinen Cykloide auf-
gestellt. Verfolgt lllan nach der dort gegebenen Regel den geome-
trischen Ort eines Punktes, der irgendwo auf einem Radius des ~ollen­
den Kreises oder auf der Verlängerung dieses Radius gelegen 1St, so 
erhält man: 
x = a (rp - m sin rp), y = CI (1 = In COS rp). 
Je nachdem In> 1 oder< 1 ist, gewinnt man eine sogenannte ver-
SChlungene oder eine geschweifte Cykloide. 
Die Lemniskate hat in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung: 
(x~ + y2)2 = a2 (x2 = y2). 
In Polarkoordinaten nimmt diese Gleichung die Form r 'l = a2 cos 2 it 
an. Man berechne nach einander für iT = 0, .l)o = 0,1, ,& = 0,2, ... 
die Werte r und konstruiere daraufhin die Kurve. 
Die Archimt'disclle Spirale hat die Gleichnng r = (/'&. 
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Die logarithmische oder gleichwinklige Spirale wird durch r=ae,,:r 
dargestellt, 
Die Gleichung der allgemeinen logarithmischen Linir ist 
y = il log bx + c, 
Die Gleichung der Conchoide X 2 y2 = (a + x)2(b2 - x2) wird in 
Polarkoordinaten r = a + b sec -Ir, 
Die Cissoidengleichung y2 = 2~~ x hat in Polarkoordinaten die 
Gestalt r = 2 a tang -Ir ' sin -Ir, 
Die Cardioide wird durch l' = a (1 - cos -Ir) dargestellt, 
Gleichung der hyperbolischen Spirale: r-lr = ((, 
Die mit dem Namen Lituus bezeichnete Spirale wird durch 
r2 -1r = a2 dargestellt, 
Die Trisectrix hat die Gleichung r = I( (2 cos -Ir ± 1), 
a 2 x 1. Man zeige, dafs die durch 11 = -;;2 +- -x" dargestellte Kurve 
drei Wendepunkte , nämlich bei x = 0, x = a y'3 und x = - a V3 , 
besitzt, Die Kurve nähert sich der x-Axe beiderseits asymptotisch 
an, Ein Maximum von y findet sich bei x = a, ein Minimum bei 
x = - a; im Nullpunkte schneidet die Kurve die x-Axe unter einem 
Winkel von 45°, 
2, Bei der Kurve a2 y = 3bx2 - x 3 weise man einen Wendepunkt 
') b" bei x = b, y =::. nach. 
C!" 
3. Man zeige, dars die durch y2x = 4((2 (2a - x) dargestellte 
Kurve Wendepunkte bei x = 3a , !}I = + 2a_ hat. 
2 - V3 
4. Man weise nach, dars die durch y2 (x2 - (t2) = x4 dargestellte 
Kurve die beiden Geraden 11 = x und y = - x zu Asymptoten hat. 
5. Die Kurve x 3 - y3 = aB schneidet die x-Axe bei x = Cl recht" 
winklig lmd besitzt dortselbst einen Wendepunkt. 
6. Es soll bewiesen werden, dafs die Kurve dritter Ordnung 
! 
y = .ax_. drei Wendepunkte besitzt. 
ab + X" 
7. Man behandele zur Wiederholung die in Art. 9D Beispiel 2 
gemachten Angaben und gehe nochmals die dortigen Aufgaben durch. 
8. Wie grofs sind bei der Kurve y = eax die Subtangente und 
Subnormale? Antwort: Subtangente = 1 , Subnormale = ae2ax• 
. a 
~l. )fan bestimme die Subnormale und Subtangente der Kettenlinie: 
( 
.r J') 






::-i . e C + e C 
::subtangente = c ----- . 
• V x 
e C _ e C 
10. Man bestimme die Subtangente bei der Kurve: 
x 3 - 3axy + ?l = O. 
Durch Differentiation nach ,e folgt: 
q 9 3 "dy 3 0 dy 
;)J;" - ay - iyaX da; + Y"dx = 0 
und also: 
dy ay - x 2 
dx y2 - ax 
Die Subtangente llll Punkte x, y ist: 
dx y2_ ax y = y ----_ .. dy ay _x2 
345 
11. Für die Kurve y2 = x'_+_etX2 leite man die Gleichung der 
X-(l 
Asymptote ab. Man kann y2 durch Division so entwickeln: 
(1+:) ( 2a 9a2 ) y2 = x2 _ .. '.' ... '. = x 2 1 + - +.:. + .... 1 _ [! x x' 
. x. 
Wird jetzt x !!röfser und gröfser so können wir diese Gleichung ~h ~ , 
a erungsweise so schreiben: 
y2 = x2 (1 + 2* + :';) oder y = ± x (1 + :} 
Wir werden also zu den beiden Asymptoten y = x + a und y = - x - a 
geführt. Aufserdem ist auch noch die zur y-Axe parallele Gerade 
x = (( eine. Asymptote; in der That wächst y, falls sich J; dem 
Werte a annähert, über alle Grenzen. 
12. Man berechne allgemein die Gleichung der Tangente für die 
Kurve ,:t·i + yt = a~. Hier findet man durch Differentiation in Bezug 
auf x: 
2 -' 2 _.' dy ,), 7"X :r+., .. y.l =L 
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Hiernach ist die Tangente vom Berührungspunkte Xl' YI durch 
.~=;: =- V~: 
dargestellt. 
13. Wo wird für die Kurve Y - 2 = (x - I)Vx - 2 der Wert 
von ~~ unendlich grofs? Und ferner: Unter welchem Winkel schneidet 
diese Kurve die x-Axe? 
Hier gilt: 
dy ,1 '1 _Je 3x-b 
- = V x - 2 + (x - 1) -ex - 2) 2 = -- . 
dx 2. 2Vx - 2 
Dieser Ausdruck wird für x = 2, Y = 2 unendlich, d. h. die Tangent,e 
in diesem Punkte läuft senkrecht gegen die x-Axe. Setzt man ferner 
zur Beantwortung der zweiten Frage y = 0, so folgt aus der Kurven-
gleichung x = 3, und für diesen Punkt ergiebt sich ~~ = 2. 
14. Für die Kurve y3 = ax2 + x 3 stelle man allgemein den Ab-
schnitt dar, welchen die Tangente auf der y-Axe (vom Nullpunkt ge-
rechnet) bildet. 
Dieser Abschnitt ist durch y - x ~~ gegeben. Nun gilt im vor-
liegenden Falle: 
3 y2 ~~ = 2ax + 3x2• 
Der fragliche Abschnitt stellt sich also dar in der Gestalt: 
2ax + 3x2 y - X -- -sj/ 3y" - 2ax2 - 3x" oder - ------ . • ----3y· oder (t (~ .. )t. 3 a +x 
15. Die Länge ,der Subnormale einer Kurve im Punkte x, y SeI 
:!a2x 3• Welches ist die Kurve? 
Hier gilt Y~~ = 2a2;l,,3 oder ydy = 2a2 x 3 dx. Man findet also 
durch Integration t y2 = t a2 Xi oder y = ax2 als Gleichung der ge-
suchten Kurve, welche somit eine Parabel ist. Die Subtangente ist 
dx Y,' und berechnet sich also bei dieser Kurve zu ( y 
!I a'x'. 
Y 2 ' 3 = 2' • - .. = f x. (l x a~x,) .. 
N I. 16. ~Ian zeige, dafs die ormale bei der Kettenlinie durch c' y· 
gegeben ist*l. 
*J Vergl. Art. 99, Bei"pi<'l 8. 
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17. Man beweise, dars die Kurve y4 - x4 + 2bx2y = 0 die heiden 
durch y = x - ~ und y = - x - ~. dargestellten Asymptoten hat. 
18. Man berechne" dars die Subtangente und Subnormale beim 
Krei 2 2 0 d h 2ax - x' b b' d d se y = ax - X" urc-a-=-i- ez. a - x gege en sm , un 
dars bei der Ellipse y2 = ~: (2 ax - x 2) entsprechend die beiden Aus-
drücke 2ax - x· und~: (a _ x) auftreten. 
(i-X cr\ 
19. Man bestimme die Gleichung der Tangente bei der Cissoide 
y3 = 2 a:C a: Antwort: y = [(2(t-~-xf3J+ {(3a - x)x1 - ax}. 
20. Welche Kurve hat eine konstante Subtangente? Man hat an-
Zusetzen: 
dx 
Y dy = a 
und findet durch Integration: 
oder dy dx = a--y 
x 
x = a log y + c oder y = Ce a ; 
es handelt sich also um eine Exponentialkurve. 
21. Man beweise, dars die Kurve x3 - y3 + ax2 = 0 die Asymptote 
y = X +.~ besitzt. 
22. Man zeige, dars eine Kurve gegen die x-Axe ihre konvexe 
odel' konkave Seite kehrt, je nachdem y und :~ vom gleichen oder 
Vom entgegengesetzten Zeichen sind (cf. Art. 60). 
224. Derjenige Kreis, welcher durch den Punkt x, y einer vor-
gelegten Kurve hindurchläuft und daselbst sowohl für ~.;. als auch 
für (dl" !~ dieselben Werte liefert wie die Kurve selbst, wird als der 
X" , 
Krümmungskreis der Kurve an der Stelle x, y bezeichnet. Hat dieser 
Kreis die Mittelpunktskoordinaten a, b und den Radius T, so gilt als 
Gleichung des Kreises: 
(1) (x_a)2+(y-b)2=r2• 
Differenzieren wir in BezuO" auf x und teilen durch 2, so folgt: 
ö 
(21 , b) dy 0 x - a + (y - 'dx = , 
und bei nochmaliger Differentiation: 
(3) , . d2/1 (d l,)2 0 1 + \y - b) dx:' + d~' = . 
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d!l d'!I Schreiben wir jetzt zur Abkürzung p für dJ' und fj für dx 27 so 
entnehmen wir aus (3): 
( -1) 1 I p" Y -7J=- T q , 
sowIe unter Vermittlung von (2): 
1 + 1)2 
X = a = 1'. 
Ij 
Nun können WIr aber die Werte p, '1 für die einzelne Stelle x, Y 
der gegebenen Kurve berechnen; da dies aber dieselben Werte sein 
sollten, wie die in (4) und (5) gemeinten, so können wir aus diesen 
Gleichungen die Mittelpunktskoordinaten (( und b und damit auch 
den Radius r des Krümmungskreises durch die X,!/, p, q der Kurve 
berechnen. Wäre die Theorie der Evoluten für den Ingenieur von 
besonderer Bedeutung, so würden wir dieselbe an dieser Stelle zu 
entwickeln haben: Der geometrische Ort aller Krümmungszentra a, b 
einer gegebenen Kurve bildet die zugehörige Evolute; man findet 
deren Gleichung in a und b, indem man x und y aus den Gleichungen 
(-1) und (5) und der Gleichung der gegebenen Kurve eliminiert. Die 
ursprüngliche Kurve ist als eine Evolvente ihrer Evolute zu bezeichnen. 
"Vir gehen hierauf nicht ein, empfehlen jedoch gewandteren Lesern, 
selbständig in dieser Hinsicht Untersuchungen anzustellen. 
Wichtiger ist, dafs wir den Krümmungsradius r für die einzelne 
Stelle der gegebenen Kurve berechnen. Der reziproke Wert von r 
liefert uns dabei ein 1JIa(s (ür die Krümmung der Kurve an der frag-
lichen Stelle. Indem wir die in (4) und (5) gegebenen Werle von 




(1 + p')" 
Eine noch durchsichtigere Entwicklung dieser Verhältnisse können 
wir so geben: "ViI' beschreiben von einer Stelle der Kurve aus das 
Kun-enstück LI s, und es möge hierbei die Tangente die Richtungs-
änderung Lift erfahren. Dann bilden wir den Quotienten di! unfl ds 
definieren als }Iafs dt'f Krümmung den Grenzwert dieses Quotienten 
für unendlich klein werdendes Lls: 
di! 
r = d~' 
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N 'tt cl!} 
.r un 1S ang {} = dx = p und also {t = arctangp. Hieraus folgt: 
dit 1 dp 
Weiter hat man: 
ds l+p" ds . 
ds = VI +-2= ds. dp ~ ds d2 y. 
dx P dp rlx dp . tlx~ 








1. Die Gleichung einer vorgelegten Kurve 8el: 
x 3 - 1500x2 + 30000 x = 3000000y = O. 
Man zeige, dafs für diesen Fall der Nenner im Ausdruck (8) des 
Krümmungsmafses 1 im Intervall 0< x < 100 näherungsweise gleich 1 
1" .. 
ist. Zu bestimmen ist das Krümmungsmafs für x = O. . 
2. Für die Kurve y = x4 - 4x3 - 18x2 bestimme man das Krüm-
mungsmafs im Nullpunkte. Antwort: 36. 
x' y' 3. Man zeige, dafs der Krümmungsradius der Ellipse ((, + b' = 1 
1m Scheitelpunkte x = a, y = 0 gleich ~~ ist. 
4. Man berechne für die Parabel y2 = 4ax den Krümmungsradius 
1m Scheitelpunkte x = O. Antwort: r = 2a. 
5. Es soll der KrümmunO"sradius der Exponentiallinie 11 = bf!I.r 
. 0 
an elller beliebigen Stelle berechnet werden. 
Hier ist q = a2b eax , p = ab eax, und also findet sich: 
, 
(1 + (('b 2e2axy 
j'= c... -a--'b~a.;,- . , 
3 
. (1 + a·b·)" 
sodafs man speziell für x = 0 den Wert r =-a-'b~~ gewinnt. 
6. Man bestimme den Krümmungsradius der Sinuskurve: 
y = a sin bx 
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==~~~~================================ 
Für x = 0 folgt r = 00 und also verschwindendes Krümmungs-
mars. Für bx = %2·· hat man r = 1 b.' 
-({ -
7. Es soll der Krümmungsradius der Kettenlinie: 
(
X J.) y=~ eC+e- c 
für eme beliebige Stelle berechnet werden. 
Antwort: y' r =-. 
e 
Für den Scheitelpunkt x = 0, y = c folgt 
speziell r = c. 
8. Man zeige, dars der Krümmungsradius der Kurve: 
y2(X - 4m 1= mx(x - 3m) 
3m 
m dem einen der beiden Schnittpunkte mit der x-Axe gleich "8 ist, 
1m anderen o-leich 3 In . 
,., 2 
9. Man stelle die Gleichung des Krümmungskreises der Kurve: 
1m Nullpunkte auf. 
!t = 4m2x 2 - x4 
10. Der Krürumungsradius der Kurve 3lL2 y = x3 an der Stelle 
3 
(a 4 + x 4F 
x, y ist r = -2ct4x······ 
11. Für die Ellipse :: + ~: = 1 findet man als Krümmungs-
radius an der Stelle x, y 
(a' - e'x")i f= ... -_ .. 
ab ' 
b~ 
wobei e2 = 1 - - " !lilt lllld e die Excentrizität bedeutet. a- ~ 
12 .. Man berechne den Krümmungsradius für die Kurve xy = a. 
Antwort: 
3 (x' + y2)'t 
T=··---- • 
2a 
13. Man bestimme den Krümmungsradius für die Hyperbel: 
x~ y' 
({. - /)2 = 1. 
Antwort: 
wobei 2 1 + /, •. t e = o' 1S . 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043238
III. 224J Kun'cnscharen und Vmhüllungskurven, 351 
14. Bei der Kettenlinie ist der Krümmungsradius gleich der Nor-
malen und liegt auf der zur Normalen entgegengesetzten Seite der 
Kurve (siehe Aufgabe 7). 
15. Man berechne den Krümmungsradius der Traktrix aus dem 
Umstande .. dars diese Kurve der Differentialgleichung: 
genügt. 
dx -V ') 9 
'1 = rr- -1'-
. tl!f .1 
225. Es sei: 
(1) j'(x, Y, U) = 0 
die Gleichung einer Knrvfnschar. Hierbei ist a für die einzelne Kurve 
konstant; für die ganze Schar hat a die Bedeutung eines variabelen 
Parameters, dessen verschiedene Werte eben die verschiedenen Kurven 
der Schar liefern. Mit der einzelnen' Kurve (1) würde die Kurve: 
12) lex, y, a + da) = 0 
unmittelbar benachbart sein wenn hierbei da einen unendlich kleinen 
Z~wachs des Parameters a 'bedeutet. Die Gleichung (2) können wir 
(sIehe die Gleichung (1) am Schlusse des Art. 21 S.33) so schreiben: 
(3) f( . of(x, y, a) 1 - 0 X YI U)' +-----~---- ca- . , , oa 
Wenn es sich demnach um die Schnittpunkte der bei den ein-
ander unendlich nahe gelegenen Kurven (1) und (2) handeln soll, so 
werden deren Koordinaten die Gleichungen (1) und (3) oder, was 
auf dasselbe herauskommt, der Gleichungen: 
(4) lex, V, a) = 0 und Of(aJ~~' aJ. = 0 
zug~eich befriedigen. Eliminieren wir demnach a ~us diesen heiden 
GleiChungen, so ergiebt sich eine Gleichung ZWIschen x und y, 
'~elche durch die Schnittpunkte je zweier unendlich nahe. gelege~er 
I~urven der Schar befriedigt wird. Diese Gleichung lIefert eme 
h.urve, welche man als Enveloppe oder Umhüll~ngskllrve der Kurven-
s~har (1) benennt. ~fan kalm zeigen, dafs die Enveloppe von der 
elllzelnen Kurve der Schar berührt wird. 
Beispiel 1. Fafst man in der Gleichung: 
1/ =!Il + ax 
. a 
(/ als Parameter auf so hat man mit einer Schar von Geraden zu , 
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thun. Es soll die Enveloppe dieser Schar bestimmt werden: An 
Stelle der allgemeinen Gleichung {(x, y, a) = 0 tritt hier im spez18llen: 
(6) 
In y- ··-uX= O. 
a 
Durch Diffprentiation in Bezug auf a findet man: 
(6) 
'in 
.-x = 0, a- . 
,,"oraus man ableitet: 
1 
x 'In 
Setzt man den hieraus hervorgehenden vYel't ,on ({ m (ö) ein, so 
folgt: 
~/' V/lU y - v1nX - X = 0 
x 
oder 
y = 2Vmx oder y" = 4ma:. 
Die Enveloppe ist somit eine Parabel. 
Beispiel 2. In Art. 24 Beispiel 3 betrachteten wir Wurfge-
schosse, ,,"elche mit gleicher AnfanO'sO'eschwindiO'keit, aber unter ver-
. ~ 0'" '" h 
sch18denen Neigungswinkeln a gegen die Horizontale abgesc ossen 
wurden. Den verschiedenen Neigungswinkeln a entsprechen Flug-
bahnen, welche die Kurvenschar: 
V sin ce 1 x' 
Y = y cos ce X - '2 g Vi cos 2 a 
bildell. Wir geben dieser Gleichung unter Benutzung der Abkürzungen: 
tang a = (t, 1 g 2V-;; = rn 
die Gestalt: 
y - xa. + mx2 (a2 + 1) = 0, 
in weither nun Cf den variabelen Parametel' darstellt. Durch Diffe-
rentiation der linken Seite dieser Gleichung in Bezug auf (l ergiebt 
"ich: 
- .(' + '2 m.1:2 fI = ° oder a = 1 2mx 
Dip Enveloppe der fraglichen Kurvenschar ist somit durch: 
oder durch: 
tlargestellt. 
1 . (1 ) Y-2il/+mx2 4uI'x.+1 =0 
Y = - IIIX2 + ~ 4m 
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_ \ ufg'abeH ülJer l{utatiollsfliichen. 
Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitelpunkt 
recht über dem Geschütz in der Höhe _1_ = T" O"eleO"en ist. 
senk-
226. lJbungsaufgaben. 
4/11 2g Cl co 
1. .:\Ian berechne die Oberfliiche desjenigen Rotationskörpers, der 
durch Drehung der Kettenlinie um die y-Axe entsteht. 
2. }iran beweise, dafs die Gleichungen der Cykloide die Gestalt: 
:c = (I Ca + sin iT), !J = (( (1 = cos iT) 
Fig.102. 
annehmen, falls man cler Kurve die in Figur 102 skizzierte Lage 
dem Scheitelpunkte als Nullpunkt giebt, wo alsdann 
zu nehmen ist. 
PB=:t', PA=y, -1:0CQ=iT 
mit 
Es soll O"ezeiO"t werclen dafs bei Drehung des Cykloidenzweiges 
EOF um 0 ~ ei: Rotation~körper vom Volumen öta3 (3;' = t) ent-
springt, bei DrehunO" um 0 X ein solcher vom Y olumen n 2 a3, endlich 
bei Drehung um EE' ein solcher vom Volumen 5n2 a3• 
ß. Man bestimme die Bogenlänge der Kurve 9 ay2 = 4x" zwischen 
deu Punkten der Abscissen 0 und :r . 
. l' 
Antwort: s = )OV1 +- -~. dx = ta [(1 + ~')~ = 1 J. 
o 
-1 .. Man berechne die Bogenliinge bei der Kurve J/ = 2ax = ;)'2 
wiefler zwischen den Punkten der Ahscissen 0 und :t'. 
Antwort: 
'r - ,(, 
S = (( . arc sin I' --). 
\ (( E 
6. Man bestimme clie Bogt'nlänge der Cykloide (ef. Art. 47). 
Antwort: s = f'(I (1 = cos t Cf) = 8(( = -! V4(f2 = :!II!J. 
'S. Man finde die Bogenlänge der Parabel y = V,!c/':t:, gemesseIl 
'Om ~cheitelpunkte. 
_.. (11.;; -'- 'Jia +.r) Antwort: s = Vax + .r2 -i-- (l log . l'- . 
(/ . 




Aufgaben üher Bogenl;ingen ebener Kurven. [m. 2:!I, 
-- ------- ----
j. )Ian zeige, dafs die ganze von einem Zweige der Begleitknrve 
der l'ykloide eingegrenzte Fläche doppelt so grofs ist, als die FHiche 
des rollenden Kreises (cf. Art. 223). 
~. )Ian bestimme auf Grund der Formel: 
3-, 
A = j"ir2d& 
. -3-, 
.9-
die durch die Kune r = ue c und die beiden zu B'l und &2 gehören-
den Radienvektoren 1"1 und 1"2 eingegrenzte Fläche. 
Antwort: 
!I. )Ian beweise die Formel: 
~ = c 10Cf - J --'- 1/{·2 --'- t" --'-- (! v 0 ---- - l - j '- I 
c+Vc'+:c' 
für die Bogenlänge ., der logarithmischen Linie :f = (( e ,; . 
lU. )Ian zeige, dafs das BogenintegTal: 
.0 = J'(/& 1/1'2-+ (~~r 
hl'i der KUlTe r = (l 11 -+- cos {t i anf den Ausdruck: 
{j-
s = -±(( sin 
:; 
für die Bogenlänge führt. 
.'t 
11. )Ian beweise für die KUlTe r = ue" die Gleichung: 
:; = r fl -+- ,.'2 -7-- C. 
I:!. )Iall zeige für die C.Ykloide diE' Richtigkeit der Gleichun~: 
,{ y =1 . 1 __ !L 
rI,..; J :! (f 
:; = -± r ll :! -t-II,'I --- :!I/. 
13. )Ian bpweise für die Knr,l' :r'i -7-- ?J~ = a~ die Formel: 
1 '. '[·,'11 lass" (ll'!_, }'~lll·l)c.N_e .,,' , 'I' 
-t • - , -' f/' T h' 1 um die x- .\:xe rotieren 
und zpig... dafs die Oberfliiche des entstehenden Rotationsellipsoids 





:! :T 111, i V 1 
b · 0 I," wo 1:'1 e- = 1 - ., ist. 
(1-
" , are "iJl "] 
--('- ~
I f ' 
365 
15. Man zeirre dars (he (ranze yon tler Kurve (:1;)* + (Y) ~ = 1 
b 'n ab. 
umschlossene Fliiche den Inhalt t:TU (, hat. 
, 16. Man bestimme den Fl~icheninhalt der bei der Kurve y = x 1/;; ~; 
auftretenden Schleife. 
Antwort: :!(/~(1- 7)· 
. 17, Man finde den Inhalt des ,on der Kurve ,1/ = x + yu 2--=-x:l 
tIngs umschlossenen FHil'henstiicb. 
Antwort: n II~. 
18. Man berechne den Inhalt der bei der Kurve 1.2 = a2 cos 2ir 
vorliegenden Schleife. 
Antwort: t ((2. 
, H). Man bestimme den IIlllalt der Ellipse von der Gleichung 
{{'- t y2 . 
((' ,. -b' = 1; 111er hat man den vierfachen Wert des Integrals: 
" j" 71 ya2 = x"d:r 
. (( 
Zu berechnen. 11 
20. }Ian bestimme den Inhalt der von der Cykloide und der 
~-Axe eingegrenzten FHiche als Funktion des 'Välzungswinkels cp (cf. 
" rt. 11). Hier ist zu setzen: 
J" J dx 1 ydx= ,l/drpICP' 
A t 9 '3 ". + 1 . ') ) , n wort: a- ( '2 cP = ~ SIll cP '4 sm - cP , 
Setzt man speziell die Grenzen cp = 0 und cp =:Zn ein, so ergiebt 
sieh das Dreifache vom Inhalte des rollenden Kreises. 
. 227. Ein schwerer Körper vom Gewicht TV fallt' in t'inern ~If'­
d1um, welches eine durch a v" darrrestellte "Widerstandskraft leistet; 
dabei bedeute t' die Geschwindirrkeit während a und )1 Konstanten 
sind. e t 0' 
n er diesen Umständen gilt die Beziehung: 





Fall im wirlerstehenden ivfedium. [TII. 227 
Welches ist die stationäre Geschwindigkeit des Körpt'rs, d. h. 
diejenige, bei welcher eine weitere· Beschleunigung nicht eintritt·( 
Bezeichnet man diese Geschwindigkeit durch 1'1' so gilt a/'/ = W, 
woraus man '1\ herechnen kann. Ist andrerseits (1 bekannt, so kann 
die mit 1/ bezeichnete Konstante durch (( = }V'l\-n ausgedrückt wer-
llen. Tragen wir diesen 'Wert für 1/ in obige Gleichung ein, so folgt: 
dt 1 1 
f/ li !" = 
sodafs mall für t gewinnt: 
t = ~ /1=1('1" . 
• 'I: 
Ist z. B. 11 = :!, so folgt: 
und 
Für die Falltiefe :l-' 
t = 1', 100' /', + v 
2 9 "t·, .- r 
'Z; = t" tancrh gt = (/{j'. 
1 '" 1", dt 
findet sieh hieraus: 
r 2 gt 
.r = --'- 100" cosh . 
9 '" 1" 
~~S. Unst'l' a}trs Ht'isllit'l im cht. 2-1. 
Ein materieller Punkt be"ege sich unter dervVirkung einer 
konstanten H'rtikal nach unten gerichteten Beschleunio'uncr g. Die 
Orllinatt' !f sei nach obell positiv genommen, die Abscis~n ~, werden 






dt = 1', tl/I d/I d.); dll Jt = d ~. 7Ft = c d~ , 
,1"!1 !/ 
'{.I" /., , 
d!1 '/ .' , ;r.;: /., .r I' (/ 
!I - 1 !I ,'! , '1 :: 1.~.1 ! I!,/' ~ ). 
womit ('ÜlP Para hel w'wonnPII ist lef. Art. 241. 
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Bestimmen wir, <lar~ für .J; = 0 amhll verschwinden soll, so folgt 
für die Konstante I, der ""ert O. \\"eitel: erkennen wir in (t die Tan-
gente desjenigen \Vinkel~, welchen die Bahn (1) im Xullpunkte mit 
:le1' x-Axe hildet, wiihrend (" die konstante Horizontalgeschwindigkeit 
1st. Hat ein Wurfgeschofs die Anfangsgesc1m'indigkeit V in einer 
g~gen elie Horizontale unter dem IVinkel c geneigten Richtung, so 
\I!1'd I: = V cos ce nnd 1/ = taug Ci.' und die Gleichung (1) liefert: 
- 1 g.r". -+l't 0" II - - "2 j'; co,," c .. an", c. 
229. Übung'slwispie1e ii1Wl' J<'ourifl"sche ReilwJI. 
. 1. Eine periodische Funktion t'(x) von .1' möge im Intervall VOll 
x = 0 bis x = eden vVert m cc haben und es sei <)"erade c die Periode, 
d ' ''' s~ afs die Punktion hei J' = (: plötzlich auf 0 herabsinkt, um im 
nachsten Intervall (I' bis 2 (') wieder in derseihen vVeise von 0 bis ))I" 
zu wachsen. Benutzen wü" die IteO'eln yon ATt. 133, so werden wir t~ 0 
c = fJ schreiben nnd den Ansatz bilden: 
111;,' = (/0 + (/1 sin (jX + ({2 sin :lqx + ... +- fix sin :;!jx + .. . 
+ b1 COS qx + "2 cos :.!q:c + ... + b., cos sqx + ... , 
Für d' h' b d' R 1 18 leI' ei auftretenden Koefficienten gelten le ege n: 
c 
" 
0, = ~ J" mx· sin S'1x· dx, 
u 
b., = ~ Jmx. cos sqx· dx. 
o 
Ergebnis: 
iI1J; = l!!/c.- J:c (sin '1:1; + t sin :!qx + t sin :3q.r + {- sin .J.q:t' + .... 1, 
:l. Man entwickele :1" zuerst in eine Sinusreihe, sodann in eine 
Cosinus1'eihe. 
Antwort: Auf das Intervall VOll - 7C bis +;r; bezieht sieh die 
Darstellung: 
x = :21 sin :1. - -} sin 2x + t sin 3,,: - ... ), 
auf das Intervall von _ 1t bis 1t aber die folO'ende: 2 2 e 
:1; = J. (sin " _ ] sin :3x...L I" sin 5.1' - .. -I, n L" \I ! :?:"'l ' 
endlich auf das lnterval1 von 0 bis ~- die Darstellung: 
. C= .J. ' 1')' 1 -, (cos :r + u COS ;,:/" , o' COS ;).{ T .. ,) . 
:t ~ iil .. ;} 
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3. Man beweise die Gleichung: 
: = si,n x + ~ sin 3x + t sin 5x + ... 
.. 1. ~Ian zeige die .Richtigkeit der folgenden Gleichung: 
2 '[BinX 2sin2x ßi'inß:f.' -J I"'X ~ (l-tl,r = lelfrr _ e-((Jr) __ --- _ - + - -, _., .. 
. :r • . 1 + 11' 2~ + ((, 3' + (/' 
6. Man inteoTierc die vorstehend entwickelten Fourier'schen 
'" Heihen. 
2:JO. L Für den 'frägheitsradius J.: einer Kugel vom Radius (r 
m BeZUg" auf einen Durchmesser zeige man die Formel: 
/,2 = ~. [(2. 
o 
Das Triigheitsmoment einer Kreisscheibe vom Radius y und der 
Dicke cf:!' in Bezug auf den Mittelpunkt ist: 
:.~ m!Jl dx 
:! ' 
wenu /11 die Dichtigkeit bedeutet. Um hieraus das TriigheitslllO" 
lllent der Kugel abzuleiten, haben wir :;r2 + y2 = a2 zn setzen und 
;r 1/1.114 r7:r zwischen den Grenzen 0 und {( zu integrieren: 
'r (( 
,';r JlI?rl d;l; = IiIn l't'f1~ - x")2dx = 11/18, n(I". 
" " ' :) 11 U 
Teilt man diesen Ben'ag durch die 'Masse ))/ t n({:l der Kugel, so er .. 
~iE'ht sich das Quadrat des Trilgheitsradius k in der obigen Gestalt. 
=!. Bei t'inem aufrecht stehenden Rotationsparaboloid, dessen 
Höhe" ist, und dessen kTeisförmige Grundfläche den Radius (( hat, 
gilt fiir den Triig-lwitsradius 7, in Bezug auf die Axe: 
7..2 = t 1l2• 
Ih-l' TräghE'itsru\lius die,;es Paraboloids in Bezug auf einen Durch-
lIJe~ser flt·r Basis lH'stimmt sich aus: 
7." = ~ (a 2 + lt".I. 
:t Bei elllern Drell·eh Yon der Höhe h hat man fii.r den Träg-
h .. it~ra<lills iu ßE'zug auf eiue durch die Spitze parallel zur Basis ge-
/," = t J,2. 
Für eiut' dun'h rleu Sclnwrpunkt des Dreieeks parallel zur Basis 
I! E'!pl!h' .\xe gilt putsprf'('hclld: 
/." .. = /, Ii". 
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2:31. Drl' TlIylol"sc1w Lrbl'slItz. 
'Venn lllan eine Funktion f' (.f + h ') von :"t + h bei konstantem 
7/ in Bezug auf :r diffen'nziert, so gewinnt man dasselbe Ergebnis, 
als wenn man sie bpi konstantpm x nach !t differenziert. Dies ist 




dll oa: ({li' 
da ?Il ~ 1 (j~' - ist; das gleiche Hesultat liefert auch die Differentiation 
in Bezug auf I,: 
da aucll CI( 
- - 1 ist. 811 -
8J(U) t/ 1',11; (;11 
; lt d1t. ch 
, 'Wir nehmen nUll an, dafs /\::t' + 11) ellle Entwicklung nach an-
steigenden Potenzen von h gestatte: 
(li /'(.1' + h) = Xo + X 1h + X 2 h2 + Xsh3 + .. " 
wobei die Xo, X p ... von 11 unabhängig sein sollen. Hieraus findet 
Ulan durch Differentiation einmal nach 11, sodann in Bezug auf :c: 
(21 ~PX_+h)_O+X +~Xl '3XJ'J+ ... ol! -, ~ 1 ~ ~ 2 I T 3 I , 
(3) 
Die heiden in diesen Gleichungen linker Hand stehenden Aus-
drücke sind einander gleich. Hieraus darf man den Schlufs ziehen, 
d~s die I'echten Seiten in der vVeise einander gleich sind, dafs die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen beider Entwicklungen Uberein-
stimmen: 
Indem wir aber in GleichunG' I 1 \ für 11 den 'Vert (. setzen, ergiebt ,., 
, h y d (,c', ") ,1" ('./" t'" 
SIC ~\.I)=fIX), Schreibenwirsomit 'd;'=t IX" d:r' = IX),"', 
so el'giebt sich als Taylor'scher Lehrsatz: 
14) f(X+h) =j'(.r)+hl'(x)+ t'2j'''(.r)+1:/~~~3r''(.r)+···. 
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Setzen wir nach Ausführuno' der Differentiationen ins besondere 
'" 
.t" = ° in (,IX\ ('IX), ... ein, so liefel't Gleichung 1-1,1: 
\;) \ (1111 = ((0) + 11 f"(0) + l'~"'J rCÜI + 1 .'~". i/"'I 0) + .... 
~Ian beachte jetzt, dafs in dieser Gleichung die hisher mit.l be-
zeichnete Gröfse überhaupt nicht mehr auftritt. Entschliefsen wir 
uns demnach, für die in (Öl allein noch auftretende Gröfse h lieh er 
die Bezeichnung x zn gebrauchen, so nimmt Gleichung (5) die Ge-
stalt an: 
·li, t, x) = ((0) + x ('(0) + 1;{;"~ ("(O) + 1 .. ~). 3 l"'1 0) + .. '. 
Der durch diese Gleichung zum Ausdruck kommende Satz winl der 
:Uadanrin'selte I.eIn'satz genannt. 
Der hier mitgeteilte Beweis des Taylor'schen Lehl'satzes ist un-
,ollstiilldig, insofem die Konvergenz der in 11) angesetzten unentl-
lichen Reihe nicht llewiesen wurde. Exaktere Beweisführungen findet 
man in den Lebrbüebem der höheren Analysis. ~ 
}[an wolle nun im speziellen .1: als Zeit t deuten und yerstehe 
unter:; = tU, die Entfernung eines auf geradliniger Bahn beweglichen 
Punktes yon einem festen Anfangspunkte. 'Yenn man alsdann im gegen-
"'iirtigen Zeitpunkt. der to .,heifse, die ~ntfernung s, die Geschwindigkeit 
.!s \. B 11' d'8 . cl·',' f'l d t' (H' esc 1 eunlgung ,It"' smne dt" ... kennt, oder I was au (as-
~"lhe hinausliiuft I wenn lllan für ein sehr kleines, sich an to anschliefsen-
tles, ZeiHeilchen die Bewegung des betrachteten Punktes genan kennt. 
sn kann Illan den Ort des Punktes zu irgend einer zukünftigen Zeit 
\-nraussag\'l1, und kann auch berechnen, an welcher Stelle seiner Bahn 
sidl der Körper zu irgend einer vergangenen Zeit hefunden hat. 
Der Ta:lor'8c11e Lehrsatz ist ein sehr weit reichendes Theorem 
lind stellt die Quelle für zahlreiche Folgerungen dar. 
2:12. i"'bungsaufgaben üher den Ta~'lor'schen Lehrsatz. 
1. ~Ian entwickele I x + lt t nach Potenzen ,on h. 
Hier gilt 
(,., I -~ f', ('1.1:1 =. iI./,,-l, ('(/) = J/UI - 1)-,'''-",' . '. 
und also folgt: 
. .I' + h)H =_ ~(" --1- JI" .. 1"1 - 1 + H 
Die" ist ,1fT l,jllllllli .. ,r!u' J."'Il .. ~(d;:, weh'her somit ein Spezialfall 
o!",,; Taylol:"ehell Satz ps ist. 
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2. :Mall entwickele log IJ + Jt, nach Potenzen ,on 11. 
Hier hat mall: 
f(x') I ,..' 1 ..' 0 nu " 
'. = 0g x, I (,I) = 7" l 1.1) = - ,f,-c, ( (X) = + 2[", 
sodafs man el'h~ilt: ' . 
log 1 h e 1 71" 1 + !t) = log .e + !t J' -- 2 . ;f~ + 3 . [c" - .... 
Setzen wir .(' = 1, so gewinnell wir die wichtige Formel: 
11" 11" 11' 
100' (1 -L 7t I =- !I - + - + ... 
", , 2 il.i . 
3. :\fan bew('ise die Formel: 
. 1t~ hol 
SIll (;,C + h I = sin r + h cos {' - ~in l' - cos x + .. , . 
" . . ,/ 1 .2 >-C ~/ 1 . ~ . 3 
-1 }Jan leite die Gleichnng alJ: 
( 1IS h". cos x + 11) = eos ,I' - 7t sin J: - 1 ' 2 LOS '/ + i ' 2 ,3 sm l' + . , , , 
5. "Vas liefel'1l die in ß. lmü 4. aufO'cstellten Formeln für 
.1:= O? ö 
233. ÜbungsaufgabeIl über den}Iaclaul'in'schen Lehrsatz. 
1. lVlan entwickele sin J' nach Potenzen ,on x. Hier gilt: 
lex) = sin x, 
t(x) = COS ,(, 
rex) = - sin x, 
("'(1) = - cos ,T, 
l(4)(X)= sin J:, 
}Ian gewinnt somit: 
((0) = 0, 
{"(O) = 1, 
('(0) = 0, 
{""(O) = - 1, 
1'(4)(0)= 0, 
" _ ' ' .'r" x" _ :1" -L .. , 
Sln .t· - .{. - 3! + 5! j' ! I , 
wo n! = 1 . 2 . 3 ... n sein soll. 
2. In ähnlicher Weise folgt: 
x 2 x"' J;6 
eos :r = 1 - 2! + .Jo! - 6! + . , , , 
:\Ian berechne aus diesen Reihen die vVerte der Funktionen sin 
und cos für einen einzelnen Winkel, z. B, für den in Bogenma[s ge-
l1lessenen 'Vinkel 0,2 und vergleiche das Ergebnis mit den durch die 
Tafeln gegebenen 'Verten. 
. 3. Es soll die Funktion are tang :~, nach Potenzen VOll ..I' ent-
wlckelt werden. Hierbei ist eine andere ~Iethode am Platze. 
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1 
Der Ditrerentialquotient der Funktion are tang x ist 1 + xe, hier-
für findet man, indem man mit 1 + x2 in 1 di,idiert, die Reihen-
l'lltwicklung: 
Integrieren wir diese Heihe gliedweise, so liefert offenbar das 
t'lltstt'hende Hesultat die Heihenentwickhmg von are tang :r: 
are tang :1: = x - t x3 + } x" - +:1:' + .... 
EiJle Konstante ist hierbei nicht zuzusetzen, da für .J' = 0 die Funktion 
arc tan~ ,( ,ersrhwindet. 
-±. 1fan entwiekele tang (1 - x) nach der Regel Cöl Art. 231 in 
"\Il~' 1radaurin'sche Reihe. 
Ö. }Iall beweise: 
J':! ;):.:; 
111' = 1 -1- .I' 100' (l -i- U (100' a)" + (100' ((')3 -1- .... 
I ü I 2~ 0 3! t1 ~ I 
G. 1Ian zeige ,he ti-leichung: 
.I~:; , '2x'-) \ 
tang ,,' = x + ;\ -r 15- T .... 
'!34. "\Ian entwickele (/ ,9 nach Potenzen ,on -lt und ,ergleiche 
\l~'ll Plltspringenden Ausdruck mit den Reihen flir sin -lt und eos {t. 
1Iall !.·ite auf dirse \r eise die Formeln ab: 
(/ ," = CQslt -+- i sin &, 1'-':' = cos -lt - i sin {t, 
. 1 ( . 9 '" sm {t = 2 i e" - e-' , ). 
A 115 den heiden prstell dieser vier Relationen entwiekelt man leicht 
flip ('Jlpil'hung: 
co" It ± i si.n {tl" = cos )/ {t ± i sin n-lt. 
r )iespllll' hrin~t ,1pll )(oinr'seht'll Lrbl'satz ZUlU Ausdruck. 
Ht'i dpr .\.nflijsllllg einer kubischen fHeichung liefert in dem Falle, 
,b I'~ alle drei LiisUllg'E'1l rl'l11 ;;ind I ~ogE'nanlltE'r "ilTedueibeler" F all I, 
di .. Kanlalli~dlt' Formel die;;e Liisungen nur Nst in der Gestalt ,Oll 
I\nhikwllI"Z,·JIl allS /;uII/plt'./f'1I nrörsp~. Diese \Yurzeln sind aisilallll 
H'rInittel;;t cl"" 1.Ioiyn;schen Satzf's au;<zllziehell. 
'C IH d i,' .. "S nrzp\ ']"'" t-lI'ades" oder kurz (lie ,,t/" 'V urzf'l" ans 
'(.'l' knmplt'xPIl firM"p I1 -;- i I unter (/ uml b reelle Zahlen ,erstanden) 
alhzuzi"}IPIJ. ~dln'i hPll "'ir: 





l' cos {T = {(, 
HadiziprUllg' kOlllplexer Grii[.ien. 
)' sill {T = b, 
-v .) I 7·) r = a- T U-, I) tang it = -, (( 
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Gleichungen, vermöge deren man rund it aus (( und lJ berechnen 
k~l111 .. Die qtp 'Yurzpl aus (( + ib ist nun mehrdeutig: in der That 
gleht Jeder der folgenden Ausdrücke, in die IJte Potenz erhoben, a + iu: 
1 ( ,ft ..,ft) 
j'? cos . + I sm 
'1 I] , 
l' '} COS ' ~I sm .. --(' ,ft .1-2;r , ' , ,ft + 2;r) q I '1' 
( ,ft+ h +. , ,ft + h) 
).<j \ COS . Cf I sln '/ ' 
}Ian sieht leicht, dars es genau IJ verschiedene 'Y urzeln 'lten 
Grades aus a + ib giebt. 
Ubungsaufgabe. Man bestimme die drei Kubikw'urzeln aus X. 
'ViI' schreiben K tIer Reihe nach in den Gestalten: 
8(cos 0 +i sin 0), S(cos 2:r +; sin2rrl, Sieos -!;r + i sin4;r) 
und verfahren in jedem Falle nach der Regel, dars die dritte Wurzel 
aus j' (cos {T + i sin it ') O'leich r+' (cos ,ft + i sin ,ft) ist. 
.' ;:., :) 3 
. 235. Die Entwicklullg' von ehO nach Potenzen ,Oll ]tEl ist: 
ehe = 1 + hf).1- 1 li'2f)" + .. 1. h303 + .. '. 
j 1·2 1·i·n 
d Xehmen wir hier rechts () als Symbol für die Operation d ;l" 
anzuwenden auf eine Funktion ((:1), und verstehen wir denlllach lll1ter 
0" '0 d~ d" 
, (jo,.... SYlubole für .. -., '1-"" "', so mufs entsprechend das 
. 17.'" I.'''' 
S,'mbol t/'O die Yermehrung von J.' um " bedeuten, wenn in deI' 
an?,egebenen Reihenentwicklung eine symbolische Darstdllll/!/ der Tai!-
tor ::;ehen Reihe vorliegen soll *1. 
~36. Eine GleiclulllO' zwischen J.' und 1/, in welcher neben diesen 
Yal'iabelen auch noch Differentialquotienten' ~'on ynach .r YOl'kommell, 
wird eine Dijff'r~'nti:ll"'lf'icllUJl2' O'enannt. Wir haben bel'eits einige 
GI ' I" u '" eIchungen dieser Art früher behandelt. 
_" Diese Bemerkung i.-t hieT nur beiläufig gemacht, sie kommt weiter uidlt 
ZUr '\ erwendung. 
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jJlgemeint''; ü1er Differentialgleichungen. [HI. ~3G 
~~~---~ -~--~~=--==:..----- ---~- -- _:_:---:- ----- -----_._~---
Die Onlll/(JlIj der Differentialo'leichUllO' ist die OrdlllUll! des höchsten 
• ö 0 ~ 
III der Gleicllllllg auftr€'teuden Difi'erentialq uotienten. 
Als Lnb€'kannte gelten Ül der Differentialgleichung !I nlltl die 
Ditrerentialquotipnten VOll y. Konuuell dieselben nur rational nnd 
ganz vor, so wird man je llarh der Höhe der Potenzen und Prollukte 
die~er 1< nbekanllten der DifferPlltialgleiclnlllg einen Grad erteilen. 
\lan sprieht von einer li)/('I{}"m Differentialglpichung inshesondne, 
wenll in keinem Gliede ein!' höhere als die erste Potenz piner 1-n-
hekannten vorliegt. uml WPl1n keill Produkt yon mehreren auftritt. 
Hpi eiupr solchen (~lpichung stellt immer dip Summe mehrerer Lö-
sunO'en wi€'der eine Lösuno' uar. 
'=' Es s€'i ein€' gewi:ihnliclle Gleichung z\\-ischen x uml y vorgelegt, 
,,-eldll' 11 unbestimmte Konstanten enthiUt. Differenzieren "'ir lliese 
(~leichung 11 }Iale hinter pinander, imlem wir .I' als unabhrino'ige Yaria-
bele uml'y als Funktion ansehen, so entstehen im ganzen ()~ +- 1) Glei-
chnngen, aus denen wir die 11 Konstanten eliminieren wollen. \Yir 
1!4'wiIllWIl so rilw Difffl'fntialglficllll1lg. welche von den Konstanten 
frei ist: und z\yar handelt es sich hier um eine Differentialgleichung 
j/t,'r Ordnung. 
tbungsaufgabe. ::\Ian stelle aus 
i 1 , Y = ({ J''.! -1-- bx 
PlIle von U UlllI 7) freie Differentialgleichung zweiter Ordnung: her. 
Hi\'r folgt durch Differentiation: 
d !' Ci > '1 rl'!I _ .) 7 d y (F /1 ~rt' = -((.I T I, d.'" - -({ ) = tl.,e - .I: dx', 
Die gewünschtp Differentialgleichung wird somit: 
od\'r: 
_ .1" ,1'!I, > (cl 11 cl' I') IJ - - ~. ~.I - - r-' 
. :! II,/,! <1.'" d,r' 
1 :! I od' I{ tl I, 
.t- -/ '.; - i.t ~~- -L i/I = 0 (,,.- 1/." '.1 . 
l' m~ehhrt tindet. mall deull1ach als Lösuna der Differelltialglei-
ehull/! I:?'> di!' Funkti,)n !I = _L,'.! + U.r, uuter ~4. und B willkill'Üche 
KOllstanten Yt'l'standpll. 
~:l j. Die Bt·handlung- tlpr Diffen'ntialO'leiclnu1<Yen beainnell "ir 
mit dt'njt'nigen von (ler N'sti'n Ol'llnung, l:l '" ,., 
Di"sen kiinnen ,,,ir (lip Gestalt J1 -1-- Sr! !I = 0 aeben unter J1 
~ . d.-': n , 
unri .\ F:mkhouPll von .1 unl1 !I verstanden. Gewiihnlich benutzen 
wir dip :\nrmalfol'm: 
_ll . ,[;r + X. d!l = O. 
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III. 237J Lüsung durch Tn~l\Jlllllg Iler YarialJelen. 36ä 
==-----::::-::::::---
Beispiele. 
1 1. ((/ + :I')(h + y)d.l + d.ll = () oder Ca + x)d:( + b + ydy = O. 
Indem wir integrieren, gewinnen wir als allgemeine Lösung: 
({.I + -j .f~ + log I.') + y) = (', 
unter C eine willkürliehe Konstante \erstanden. 
?lIan beachte, dars in einem solehen Falle, wo tlie Trennung (leI' 
Variabelen durchführbar ist, die Lösung der Differentialgleichung 
durch direkte Integration vollzogen werden kanu. 
So können wir z. B. die Gleichung: 
l(.r)F(.!I)tlJ + rp(.r) 1/J(Y) dy = 0 
unter 'rrenllluw der Yariabelell umsetzen in: 
'"' 
/(.1,) cl.I' + liJ(!I) dy = 0 
cp(.1') Ji'(y) , 




:2. (1 + .l')Y(/;J; + (1- y):rt/y = 0, 
C. +l)rlx+G -l)dy=O. 
Hier ergieht sich durch Integration 
log x + :JJ + log y - y = C 
log (xy) = C + y - .(. 
rl-L' cly = 0 
111 ~;r' + -111 -y' . 
Durch Integration folgt: 
are sin ;r + are sin y = C. 
Wir können dieser Gleichuna noch eine andere Gestalt verleihen. 
Nehmen wir nämlich den Sinus'" der rechten und linken Seite und 
schreiben sin C = c, so folgt: 
sin (are sin.:r + are sin y) = c, 
><in (are sin ,e) cos (arc sin y) + eos (arc >lin ;/.) sill (are sin i l = c. 
BeHutzen wir die Regel arc sin x = are eos VI - ,(", so folgt: 
x -Vl~-=- :~2 + 11 V 1 ~ ;(2 = C. 
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i3ßß LÖSIU1g durch Substitution neuer Yariabelen. 
-1-, Die Gleichung: 
,I" ,1 +,1' 
?I 1 + !I 




(y + !J'!.) dy = 
Lösung: } y'!. + ~. y3 =} .L.2 + {. x 3 + C. 
,I'Y (1 + ,I") d,r 
1 + y' = dy' 
Lösung: Cl + ,)2) (1 + y2 1 = cx2, 
sin x eos y d x - eos .1' sin y d Y = 0, 
Lösung: eos!J = c eos ,l'. 
Lösung: 00' = C'· 1 (' ,") !I + .1' 
" ,!I T ,1' !I 
Lösung: VI +;'2 + Vf+T/ = C, 
[III. 237 
:!:{~. Yielfaeh gelingt es, die Lösung der Differentialgleichung 
dllr<'h Snb~titntioll j'iIle}' Ih'UeU Yal'iabdell zu ermitteln. Um z. B. 
die Dift'l'rentialgleiehung 
rl !f !f' - .)' 
d;=' 2.t!f 
ZlI !ii5en, "ehen WH !I = V,I c und finden (~,~)' + d r = 0, ,voraus: 
!/ log x-+-= C 
.1' 
!.!ewonnen wird. 
:\Ian li)5t' dip Dilff'rentialgleichung: 
/ ., d /, " 0';(-
I,!/ - .I I 1 1 + .r- J.;: = JI 1,1 + YT. 
·1;l~l. :-iillll JE lind .Y homogent' Funktionen gleicher Dimension 
III .1 llwl !/, "0 IWl1ntzp man dip Substitution !I = I'X und gelangt. 
/'11 pillt,!, • ilf'idl1lJJ!.! zwischen .t' und ,., in der die Yariahelen getrennt 
wpr<!PIl kiil!Il!'H. 
.'1 ti.1 .~ I:! 1~';1 - ,,' , rl!l = O. 
)fan ,,<'tz(' !I ~ .. /,.1 Ilnd hlJIlet: 
,1.'1 /' ,1.1 -:...( rI c. 
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ill. 239J Lüsung rlnreh :-;ul,stitutioll neuer Yariabelen. 
v:rdJ: + (::?xyr - .J)(vdx + xelv) = 0, 
2x/:]d:r + (::?,r"yv - ,~2)dv = 0, 
2dJ' :.qlr - 1 . ' 
'l' + -- ,,-dt = 0, 
, c" 
2 -, + -' - u " du = ° dJ: (2 -",) 
x v ' 
2 log J' + :1 log u + 2v-+ = 20 
100' (:ru) + v-<\ = 0 
'" \ - , 
I 1 I,t: C og y + / = . !J 
-v' Lösung: y = ce 11 , 
Wo c eine willkürliche Konstante ist. 
Beispiel 2. dy = l/!l + 1 -l/;~; . 
d,1' V ,e !I 
Man setze wieder y = x v und wird als Lösung finden: 
d!f !f + v:;Tf!/ 
d,r J' 
Beipiel 3. 
Antwort: :l,t = 2Ay + At. 
367 
Man kann übrigens bei der Lösung ,on Differentialgleichungen 
auf verschiedenen \N egen zu Antworten gelangen, die gestaltlich ganz 
verschieden sind, aber gleichwohl dieselbe Lösung darstellen. 
4 . ..Man löse: 
(x3 + 3xy2) dx + (y:l + i3x2y)!ly = 0. 
5. Man Wse: 
• ( ") d 11 ° y· + :ey + r, d,;; = . 
Antwort: xy2 = C(2;11 + ,1:), 
13 . ..Man löse: 
( X - y cos JL) clx + X cos!l, <ly = 0 . 
• 1; .e 
-sin ~ 
Antwort: x = c· c x 
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Lö~ung durch Suhstitution neuer Yariahelen . [III. 23\1 
. ,. 
L Vy-:cldy-r-ydx=Ü. Antwort: :lY=CI! ,/ 
i-l. xily - Y (Ix --1!;!·2 + !Pr/:;c = Ü. Antwort: x" = c2 + 'lC!! . 
. e 
., tl!l_') \1 .. 1 T !I (LZ: - -!I. Antwort: (.r - !!I e' - V = ('. 
~4:0. B"i Differentialgleichungen yon der Gestalt: 
((I.! + by + c)d.r + (a';c + b'y + (!)dy = 0 
mhren wir neue Yariahelen 11' und '1' durch: 
,e = U' + a, !I = l' + /1 
(·in. wobei wir (, und 13 derart wiihlen, dars in den mit d IC und tl,· 
mnltiplizierten Ausdrücken die konstanten Glieder fortfallen. 
So folgt z. B. ]Jf>i der Differentialgleichung: 
(3.1; -:!.y + 4') (U + (:lx - ?J + 1) cl!} = Ü, 
da ,Ix = d 1/' und d y = cl r ist, als transformierte Gleichung: 
;~Ir -i-;3c; - 2r - 2(j -!- ,fl,IIC + (211' -[- 2u - I' -13 + l)dv = Ü. 
Hit'l' wiihleu wir nun c: und fl derart, dafs 
;k-:!/3-'-4=ü, 2c.;-{J+ 1=0 
zlltritft, woraus: 
IX = 2, ß = 1) 
fol~t, Die ~Ilbstitntioll hat tliesf'rhalb die Gestalt 
.1' = Il' -t- 2, Y = r + 1), 
worauf die neU(' Differentialgleichnng homogen ausfällt. 
tbllngsanfgabe: 
I;~Y - I.e -r- I) d.r + (I Y - 3x + ;1) ,Iy = O. 
Antwort: (y - .r + l'l" (y + .i' _ 115 = c. 
f'hungsanfgahe: 
d 'I . '2." -- 'I -'- 1 
--'... -L ., = (I 
d.1' '. :!.!I ./' - 1 .' 
.\.nnvort: .7,2 -- J'!I -;- !I~ -T- .f' - !I = ". 
"!4-L Als ein totalt's mO'l'l'f'utial bpzeiehnet man die A\nderull~ 
('jllt'r Fnnktion ('.:1', !I'\ ,on zwei 1f/lil/,!/I'ill!/i!JI'JI Yariabelen x, !/, welche 
h,·i ,/l"i,!tzi iti!/I /' .\ndenmg b\'ider Yariahelen .J'. '1 um Differentiale 17'( 
und d y I'intritt. \ :\lnn ypr~l. dir' Dt'nnition (l;'~ ,.jJarfiel1l'/I" Differell-
balqnotlt'l1t\'ll S. -l;), sowie Art. ~ß.I 
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III. 2-11] Illtegrierender Faktor. 
Steht m der Differentialgleichung: 
2IId~( + Xdy = 0 




wie man leicht aus den Gleicl~ung'en M =0 f, .i-Y = ~ f ableitet C' cf. 
. ~ cx uy GlelCh~ng (17) S. 1 G.) ). In diesem Falle ist l (x, y) = c die Lösung 
der DIfferentialgleichung. So hat Ulan z. B. in: 
(XU - 3x2yi dx + (y3 - x3) dy = 0 
links ein totales Differential. Es wird demnach geHen: 
:i:l _ 3X211 = {; l~~j/l. 
,I cx 
Integriert man hier, indem man y als konstant ansieht, in Bezug auf 
x,-- so hat man als "Integrationskonstante« eine noch unbekannte Funktion 
}' Von y allein hinzuzufügen: 
lex, y) = txJ - x 3 y + l~ 
Differenzieren wir jetzt nach y, so murs das Resultat gleich N 
sein: 
3 cl r 3 3 
-x + dy =y -x, 
dY 0 
... = !Ja und also Y = t yJ + c. 
cly 
Als Lösung der Differentialgleichung gewinnt man somit: 
t x! - x 3!J + t y! + c = 0, 
Wo c eine willkürliche Konstante bedeutet. 
24:2. Erreicht mau bei der Gleichung JI d.e + X d Y = 0 
d?rch Zusatz eines Faktors, dafs die multiplizierte Gleichung links 
eIn totales Differential aufweist so bezeichnet man den Faktor als .,
einen integrierenden Faktor der Differentialgleichung (cf. Art. ~3). v~ egen der genaueren Theorie der integrierenden Faktoren müssen 
WIr auf die ausführlicheren Lehrbücher über höhere .Anal~·sis ,er-
'Weisen. 
(1) 
243. Lineare Di1ferentialglfichungen erster Ordnung. 
Diese Gleichungen haben die Gestalt: 
dfl + PI = Q d.L' J ~ 
'Wo P und Q irgend welche Funktionen VOll x allein sind. 
Pe.try, höhere Analysis:. 24 
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370 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Die allgemeine Lösung dieser Gleichung (11 ist folgende: St'tzt'n 
wn' Iprlx zur Abkürzung gleich X, so gilt für ?I die Darstellung: 
!/= e-xU·e.I Qdx + C), 
wo C t'ine willkürliche Konstantt' ist . 
. Man kann den Beweis dieser AnO'abe in der Art führen. dafs 
'" . 
man den anO'eo'ebenen Ausdruck von y in die O't'g:ebent' DifI"erential-n ö 1::1 u 
crleichun(J" einträcrt und zeig:t, dars dieselbe hierdurch befriedig:t wird. (" n 0 <-, <..' 
Dit'se Rechnung nimmt folgendt'n Verlauf: Aus (:2:1 folgt: 
Differt'nzit'rt man diese Gleichung nach x und beachtet, dafs u...::~= p ~ . d;r 
zutrifft, so folgt aus (31: 
1 d 'I . P (l d' . j' j GI' h . t oe er d :,. -;- y = 1', was 1e ursprung 1C le e1C ung lS . 
Lm denmach umgekehrt die Lösullg (2) aus der Gleichung 11) 
zu gewinnen, multipliziere man letztere mit eX , wodurch (4) entsteht 
und gehe durch Integration zur Gleichung (3), welche letztere nach 
Forthebnng von eX zum Resultate (2) führt. 
"-ir haben bereits oben (S. 2llll) die Gleichung (li in die sym-
bolische Form: 
(0 + P)y = (2 oder y = (0 + Pj-1Q 
~eklt'idet und t'rbnnen denmach jetzt die Bedeutung der zu (0 -l- PI 
inversen Operation I 0 + P)-l. In der 'l'hat, setzen wir wit'der 
(Pdx=X. 
, . 
sn i,-t dit' B('(lt'utung deI' Opt'l'atioll (0 + P)- 1 Q: 
IÖ) e-·l (/eXQd.K' + c). 
InsbesOllllere hat man für fJ = 0 offenbar: (0 + Pj-10 = ('. 1'-''(. 
Ist an(lrt'rseits P f'iut'l' Konstanten (/ gleich und anfst'rclelll (,J = 0, 
so gilt (0 -'- a·-IU = Ce-'u, wo C eine willkürliche KOllstante ist. 
"'ir b,·sprachf'n diesen Fall bereits in Art. löS. 
Ist ft'l'Jlf'r (,J einer Konstanten gleich, e>twa f,J = n, während P 
lIach wit· nIl' gleich a ist. so gilt: 




m. 243] Beispiele aus dt'r Elektrizitittslehre. 371 
(6) 0' . I (' . n (. ,. f{ 1- )1 = ,,- ,T.' + (/ , 
Wo wieder (' eine "illkürlicllP Konstante ist (cf. Art. 169). 
Setzt man weiter (! = ,,"\ so hat man: 
dJ -+- ({ )-1 r/' = e-a.t C[e(·,+,·)·rdx + C), 
(71 
gilt. 
}Ian zeigt leicht, dars im Spezialfalle ({ = - b die Gleichung: 
y = (r: + x) e- (/ x 
Setzen "11' etwa noch Q = b sin (e x + 1Il), so gilt: 
(f) + n)-llb sin (ex + m)] = e-,IX (b.(eax sin (e.r + m) dx + C), 
(XI (f) + a)-l [b sin (ex + m)] 
= Ce- a.c +-= _bc=~_ sin (e:l:: + fit - arctang~). 
-Va~ + c' II 
H4. Bei s pie 1. In einem elektrischen Stromkreise sei V die S . 
pannung zur Zeit. t. Ferner sei C der Strom, R der Widerstand 
U~d L die Selbstinduktion. Dann haben wir die wohlbekannte Be-
zlehnno-· ,.,. 
oder 
Nun ist aber 
und folglich: 
(11 
V=RC I L dC T dt' 
dC+~C=ly' 
dt L L 
/
'l?dt=R t 
<- L L ' 
- f 1 t R J R C=c L {L CL r.dt+A), 
Worin A eine Konstante bedeutet. 
Jetzt wollen wir verschiedene Einzelfalle unterscheiden: 
1) Es möge zur Zeit 0 die Spannung plötzlich von ihrem frühere.n 
'Werte VI zu einem anderen konstanten 'Werte V2 übergehen. WIr 
müssen also für t> 0 in die Gleichung (1 i V = V2 einsetzen und er-
halten dann: . 




372 Beispiele aus (ler Elektrizitätslehre. [Ill. 241 
"Gm die Konstante A zu bestimmen, benutzen wir die Beziehung, 
dars bei t = 0 die Stromstiirke (' = ~ ist. Daraus ergiebt sich aber: 
r Y. A d~ 4. y,-r.,·d h 1 
'/( -B + ,so alS ~. = --B-----"- WIr. Wir er alten aso: 
1:2) 
\Var z. B. VI = 0, so ergiebt sich: 
(' = 1'2 (1 _- ~ t) 
. Re .. 
Diese Gleichung zeigt das Anwachsen des Stromes, wenn der 
vorher offene Stromkreis plötzlich geschlossen wird. 
Ist andrerseits Y2 = 0, so lautet die Gleichung für die Strom-
st:irke: 
\4 1 
sie zeigt uns das Verschwinden eines Stromes, wenn die elektro-
motorische Kraft plötzlich zu wirken aufhört. 
Der Leser möge diese \Verte von ('. als Funktionen der Zeit 
durch Kurven darstellen. Zu Grunde lege er dabei etwa folgende 
Daten: in Gleichung \31: 1':! = 100 Volt, R = 1 Ohm, L = 0,01 Henry. 
Ebenso setze ('r in CTIeichung (4): Vi = 100 Volt ein und vergleie he 
Artikel l()!). 
:!) Es möge zur ZE'it t = U eine elektromotorische Kraft einsetzt'll, 
welehe sich sinusartig ~indert: 
Danll wird: 
r = 1'0 sin qt. 
_R t r J 1I t 
C = e L {L e L . sin q t . d t + A.} , 
R 
I I t ( l! ~t l~) r' L I T. 
"in qt - '1 co, qt) 
+ 
SptZt'll wir nun ~~ q = tang 111, :'<0 geht die letzte Gleichung über in: 
1 .) I 
R t T" 
( , = A I' L +., {. sin (0 t - 111). 
V R' + L'I/' ',"/ 
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III. ~HJ BI!wl'gung im widerstehenden .YIedium. 373 
Die Griifse de,., kut],.;tallten Faktors A in dem mit wachsendem 
R 
v:rschwilldellden Ausdruck ~le - 1 t hängt dabei von den ~-\.nfangsbe­
dmgullgen ab. Ist z. H. (' = ° für t = 0, so wird: 
oder 
( 1 1 ~I • 1=. -- SIn m 
1']('+ U'l" ' 
U = .1 -- Lq 
l/B'-+ L''l2 
:Jlan gewinnt somit für (lie Konstante ~1 den Ausdruck: 
J 1'0 L'l 
~ = If2+L21J2 
Der Leser möge für verschiedene Beispiele die Stromkurven 
zeichnen, indem er auch andere Anfangsbedingungen wählt. 
. 245. Beispiel. Ein Körper von der }Iasse ~11 bewege sich 
mIt einer Geschwindigkeit v in einer Flüssigkeit, welche seiner Be-
w:gung einen \Vidpl'stand von der Gröfse t't entgegensetzt. Treibend 
'~u-ke dagegen auf den Körper eine veränderliche Kraft F, welche 
eme gegebene Funktion der Zeit sei. Die Bewegungsgleichung lautpt 
dann: 
d'1J . 
,L1i· dt +/c=F. 
Man beachte, dafs dieser Fall genau dem eleHrischen Vorgange 
entspricht, wenn ]}I für L, t' für R, F für die Spannung V uud I' 
für G gesetzt wird: wir erhalten demO'emäfs auch genau dieselben 
L?sungen wie vorhi~, wenn wir einmal E' konstant setzen, oder wenn 
,nr ein anderes Mal annehmen, dafs F von einem konstanten Werte 
J.~ plötzlich auf einen anderen konstanten \Yert 1'~ überspringt, oder 
endlich, falls wir voraussetzen, daCs F einem Ge~etze VOll der Form 
Po sin q t folge. . 
Von dieser Analoo·ie kann mall bei dem StudiUlll der elektrischen 
'p '" 
t' orgänge häufio- nützliche AnwendUlw machen. Sehr leicht lief...,e 
sich z. B. ein m~chanisches Modell k0l7struieren, welches wranschau-
licht, wie elektrische Ströme beim plötzlichen Einsetzen oder ;\.uf-
hören der Spannung entstehen oder verschwinden. 
Die Lösuno· der linearen DifferentialO'leichungen mit koust3nten 
K '" '" oeffizienten ist für die Berechnungen des praktischen Ingenieurs 
Von so o-l'ofser BedeutunO' daLs wir diesen (;eO"f'ustaud in Kapitel II ~ 0' r"! 
aufnahmen und viele Beispiele dafür gahen. 'Vir empfehlen (It~m 
Studierenden, jetzt den Artikel 151 nochmals zu lesen. 
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.i' !I = 1 + >. 
j" - (( ,- I d:1' = ~'\ = - Cl 00' f. r Ö . . 
Berücksichtigt mall, dars 
ist, so findet man als Lösung ,11 der vorgelegten Differentialgleichung: 
wobei 0 ellle willkürliche Konstante ist. 
24". Zwischen 
L,I!!:ers betinde sich 
! ! ! 
iO~ 
den Oberflächen E Fund AB eines Zapfens und s~in~s 
beständig eine schlüpfrige Flüssigkeit. oe = hG seI dw 
geringste Entfel'llung zwischen beiden Oberflächen .. Im 
Abstande x, gemessen längs des Bogens 0 A, sel.'1 
die Dicke (ler Flüssigkeitsschicht. Hier nehmen Wif 
irgendwo auf der Normalen, welche die I?ick~ der 
Flüssigkeit mifst, einen Punkt in der FlüssIgkeIt an: 
in einem ~\bstallfle !J vom Zapfen; an dieser Stelle seI 
/{ die Geschwindigkeit der Flüssigkeit. Bezeichne~ nUll 
noch p den Druck in der FlüssiO'keit an der fraglrchen 
Stelle. "0 O'ilt folO'ende Gleich;n<Y die wir hier nicht 
\ Pe· ~\ I 
I \ j I : ' lflJr E W 
• - r::! t:l b' 
weIter alJleJten können: \~ (1) d2~t 1 d P . (G,' (~d :c 
Darin bezeichnet der Koeffizient lt die Yisko,itiit 
des Schmiermittels. W"eiter wollen ~I'ir mit 1~" d~f' 
lineare Gesclnvintligkeit <1e~ Zapfens bezeichnen. Alsdann folO't aus '1" WH' 
wir bier leider nicht ausführlich nachweisen können, die meich~ng: 
Fig.103. 
d'p . 3 dh dp 6fLHo dh 
((1;' T " . cl~' d [J' + --h" - d ,I' = O. 
Bezeichnen wir nun :~:: mit <1>, so erhalten wir: 
d<l> :l dh 
d.r + h . d,l' 
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III. :> •• ,' ,i \' h It 
_± 'er a en Pl11P~ Seillniermittels zW'i"chen Zapfen und Lager. 375 
~~---~-
----_._---
A fk Hier hauen wir wieder eine lineare Ditt'erentialcrleichunO' VOll der Gestalt (1) 
r 1 el ,~43, da ja 11 als Funktion von .,. gegeben ist. " 
"Ir setzen: 
Dann wird 
p = il tlh unft X =}'P. d:I', 
h tl,l' 
x=j'~ dh d,e = 3·100' h lI.i' " , 
also 
eX = h3. 
,Yir erhalten daraufhin gemMs Artikel 2!3: 
"" - ,- 3 (f" )" 6/Luo dh 1 > Cl 
'L' -- I l.. - I-V rl x ( {I. = J' 
tljJ -3 . . 61L1Io (' iP=- =71 16uuh+C)=---+ d .,' ,,0 h" 11" 
k Zur w,?iterell Entwicklung müssen wir die Beziehung zwischen h und ,r-
h e:lell . 'WH" ~ommen nun. der. \Virklie~ke!t ziemlich nahe, wenn wir setzen: 
h'i + (/ .1" ','; nehmen \\'11' dws als nehbg an, so erhalten wir: 
)! = C· - 62~::o (~: + y~ h~ are tang x -V,t) 
- c {~t~ + 2~o (~+ V(\o arc tang x -V~) j 
p = C' - 0 {2 - ({ + 0~-: arc tang x -V-~) (~t,~o + :~J . 
Z ahlen beispieL Es sei OB = 2,59 cm, OA = 11,09 cm, /L = 2,16, 
71" = OC = 0,001135 cm, (( = 0,0000082, 11 = 80 _c~. Nach diesen Daten be-
o sec 
rechw man zunächst C und C·, indem man für die Punkte Bund A den 
Druck p = 0 setzt. 
t. X un bestimme man den Druck p für die verschiedenen 'Werle von j und 
rage Ihn als Funktion von {I' auf Millimeterpapier auf. Die Reibung pro gCIll 
Fläche lJetriiO't u du bei y = 0; für die gesamte Reibung F ergiebt sich also: 
'" 'dy 
I'" h dp I' cl,,. - F = 2- cl ll.' d.1' + /L llo h 
z:;vischen den Grenzen A und" B. Die gesamte ~elastllDg des Lagers beträgt 
j }J • l/:c kg zwischen den Grenzen A und B, vorausgesetzt, dars AB nur ein 
kleiner Teil des Zapfenumfanges ist, und kann in jedem Falle leicht ermittelt 
werden. 
. Der Zapfen ist bei allen diesen Betrachtungen als unendlich lang in der 
RIchtung .~ellkrecht zum Papier angenommen, während die Kräfte immer auf 
1 eil! Z~:pfenliinge bezogen sind. ." . ' 
"111 ,der Leser sich einige Zeit mit diesen Gegenständen ~eschaftJ~e~, 80 
~a~ er du' bezügliche Abhandlung von Prof. O. Rernolds III Bd. 1" der 
'1l1ln,sop1lwrtl TI'II nSClctio/1.' studieren. 




376 Lösung einer Differentialgleichung vennittelst des Symbols e. im. :'H8 
248. Beispiel. }Ian löse die Differentialgleichung: 
II,"-y _4 dY I 31 =2es, 
!Ix" dx T Y . 
Wir schreiben diese Gleichung symbolisch in der Gestalt: 
((P - 48 + ß)y = :2e3 ,r 
UIId folgern somit für y die symbolische Darstellung: 
Nun ist aber: 
Y= (82 -48+ 3)-12e3X• 
(82 _ 48 + 3)-1 = } ( 1 _ 1). 
"8-3 0--1 
X ehmen wir an, dafs wir auch noch den Faktor 'ff, der hier 
rechts auftritt, gegen den Faktor :2 bei :2 e3 .>: fortheben dürfen. so 
würde sieh die gesuchte Funktion 1/ symbolisch so darstellen: 
oder 
!/ = CO - 3)-l e3x - (8 - 1)-1(;3.,. 
Auf Grund von ~,) Art. 243 finden wir daraufhin: 
!I = (0 + oC)C3r - (0' e'" + te3X) 
Y = (Cl + .r)e30r + 02eo~. 
24-9. Es seI eine Difi'erentialgleichung von der Gestalt: 
1711 
',+ Py = Qy" da: 
vorgelegt, wo P und Q, wie oben, Funktionen von :c allein sind. 
}Ian bringe den Faktor yn als Divisor auf die linke Seite der 
Gleichung und substituiere z = yl-"; die Gleichung 'wird dann linear. 
B · . 1 '1") cl 1{ " eIS pIe . ~ - X" d;: - :cy = ((;]:y". 
Yermiige der Substitution z = y-I findet man: 
d:, xz 
d.r T 1- y!! = - 1---'::,~.2, 
I· .r rI 0)' 1 1 ( ". = -" 00' 1 - x2) • 1-;7;" ... l:I.... ,,' 
-\log(t-.r'l) ~ ? _.1 
e -' = \1 - X~) ", 
Z =, 1-· ,r2)1 [)(l - ;(2)-i (-I/X) dx + CJ. 
,\ntwort: 




.l3eispide Yoll Diff"Tt'lltialgleidlUugeu hüherer Grade. 377 
Übl1ngsaufgahp. 
d 11 0 1 
J.' , --L I/ = Y' UO' ,1'. 
tl,l' I , LI 
.Antwort: 1 = 1 ..L 0:1' --L Iocr l' y I - r ~ .'. 
250. 1. Uegeben sei die Differentialgleichung: 
(" V)" "" 0 dx - a-y- = . 
Hier handelt es sich um eine Differentialgleichung erster Ord-
IlUl~g und ~weitell Grades, die jedoch in ein Paar ,on Differential-
gleIchungen ersten Grades zerfällt. 
T.' dy 
.dir dx ergeben sich III der That zwei 'Werte; der erste führt 
anf die Gleichuno': "y = ay deren Lösuncr 100' Y - (/ X - Al = (} ist, 
'" dx' '" '" 
der zweite ercriebt ':'.!I = - ay mit der LösUllO': log' ,lI + (/x - A;? = 0. 
'" d.l' '" ~ 
2. Gegeben sei die Differentialgleichung: 
1 + ,d!lr~= x. \,Ix, 
Diese Gleichullo' ist ,Oll der ersten Or(lnull~ und vom dritten 
Grade. Man hat: <:> 
" und also 11 = -} (,t = 1):r + C. 
3. Gegeben sei die Diff'erentialgleichUllg: 
( d
y)2_ i dy + 12 = 0, 
dx ,r,t 
wobei es sich wieder um eine Gleichung erster Ordnung und zweiten 
Grades handelt. l\Ian findet: 
( cl!! _ 4) (d!l = 3) = ° 
,d,,' ,dx 
und also die heiden Lösungen: 
!/ = 4:( + ('1 = 0, y = 3x + ('2 = 0. 
251. Die sogenannte Clairanfsche Differentialgleichung: 
(1) y = xp + (Cp), 
in welcher t(11)' irg:end eine Funktion von 11 = dy darstellen soll. ist ~ tI ,x 
Von der ersten Ordnung. 
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378 Clairaut'sche Differentialgleichung, 





( X I d(jJ)) d12 = 0 T dp, rlx ' 





Im ersten Falle ergiebt sich ]l = C, wohei (" konstant ist; durch 
Einsetzung dieses "\Yertes in (1) gewinnt man dann: 
1;)1 !/=c.r+((c) 
ab dif' ,,/II/clI/cim' Lösung. 
Eliminieren wir ]I jetzt zwischen den Gleichungen (1) und 1-1)' 
so w'winnen wir eine neue Lösung, welche keine willkürliche Kon-
StllJltf' enthält. Wir gelangen so zu der sogenannten sinY/lliirell 
D;~I/JI!I der Differentialgleichung, in deren Theorie wir leide~' ni~ht 
tiefer einführen können. Die der singulären LÖSllllg zugehönge 
Knrn' "tellt die FiI/"l'lo]l}J1' oder einhiillende Kurre der durch (Öl ge-
lipfertl'n Geradensehar dar i,cf. Art. 225). 
Beispiel einf'1' t'lairaut"schen Differentialgleichung. 
111 
I/ = ;tlJ +_. 
, p 
Die allgemeine Lösung (6) ist hier: 
')il 
!/= c.J' + (" , 
.. mt' Schar yon geraden Li11ien mit dem "Parameter" c dar5tellend. 
(j'leichllug ,-l) ergiebt: 
tI . 111 . 
.,' = - "1' (1)) oder und also 1 111 P = ,r . 
Setzt lllau diesen \Yert }I III die gegehene Cileichung ein, 80 folgt: 
./1 ~ :! ViII 'r oder .11" = 4111 X'. 
lIi.·nlurch ist pine l'ambel tlargpstellt, welche wir 8rho11 in Art. 2:!;) 
al~ EIl\"l'loppl' eiw'l" 1,('radt'llsrhar kennen lernten. 
Dipse K 111"\"1' liefert th·shalh eine U'.sung der Differel1tialgleie1lUug, 
\lei! im einzdneu Punkte .f, !I der zur Parahel gehiirende 'Yeft :~ ':' 




Irr. 262] Einfach!' Differentialgleichungen höherer Ordnung. 379 
252. Bei einer Differentialgleichung von der Gestalt: 
kann lllan die Lösung y durch n auf einander folgende Integrationen 
finden. Beispiele hierzu haben wir schon mehrfach betrachtet. 
253. Die ITleichungen von der Gestalt ;;~!~ = ((y) werden so 
behandelt, dafs man zunächst mit :2 (11 Y cl x = :2 dy! multiI)liziert: (X 
d Ij d'y . ) :! . -. dx = :2{(YI 1711 lI.(: dx- ., 
worauf man durch Integration findet: 
(~~r = :!j'{\y) dy + C. 
hieht man jetzt die Quadratwurzel, so entspringt eine Differential-
gleichung erster Ordnung welche durch Trennung der Variabeln 
lösbar ist. ' 
Es sei speziell: 
d'y " dx 2 = a-y. 
Verfahren wir nach der gegebenen Vorschrift, so folgt: 
( d
y)2 = 2J'a2 11 dy + C = a2y2 + C, dx • 
d Y = ~/(/'f2+ i.J fix r. , 
dy = 11:1". 
Y(/2 y"+C 
Durch Integration folgt: 
(1"1 x ~ ~ log (((.11 + ya 2yt+ c) + C'. 




cea ., = ay + ya2y2+ C 
c2e2ax _ 2ay c('ar = C, 
ce"'> __ () e- ar Y =:!a 2ac 
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380 Beispiele von Differentialgleichungen 2. und 3. Ordnung. [IIL 253 
Trotz der scheinbar verschiedenen Gestalt handelt es sich hier 
doch um dieselbe Lösung y wie in (1). Zur Lösung (2) werden "ir 
direkt geführt, wenn wir auf die vorgelegte Gleichung die in Art. 159 
für die linearen Differentialgleichungen entwickelte V orsehrift an-
wenclen. 
254-. Man löse die Gleichung dritter Ordnung ersten Grades: 
Il"y cI'y 
dx" = [l I/X" 
11' 11 rl q . h Man setze d ;, = ,], sodafs Jx = (l q folgt. Hieraus ergiebt SlC : 
b d,l b q = eax und also :J cax + C, 
rlx (( 
b 
Y = • c""" + Cx + C' a-
oder 
y=Aeax+Cx+C!', 
wo A., C, C' willkürliche Konstanten sind. 
Auch diese Differentialgleichung kann man übriO'ens nach der 
in Art. loH für die linearen Differentialgleichungen ge~ebenen Regel 
lösen. 
255. ~Ian löse: 
Sthreibell wn' :; ~ = p, 
({ (/"!~ = [ 1 (llj!)" J-+ fl.r- + dx . 
so heifst die Gleichung: 
dp 1 ., l (( d.,· = \ + p-/ oder 
sodaf,; WIr finden: 
oder 
( . /:"' - 11 = V p2 + 1. 
Quadrieren W11' rechts und links, so folgt: 
]I =1 C ('~ _ ~ ,,- :: rl y 
2 2 C ' r1.r 
.J etzt folgt durch erneuh' Integration: 
.,. 
'I = _a ()( r7 -+- " (, u 
• 2 ':! (' . + c, 
wo (' unll c willkürliehe Konstanten sind. 
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ill. 256 J Vermischte c"ufgahen über Differentialgleichungen. 381 
256. Allgemeine tbungsaufgaben über Differential-
gleichungen. 
(1) 
Antwort: are sm "+ are tano' . - = c. . (X) 1 (11) 
Cl (( '" Cl 
(2) dy ,r 1 
d.r + 1 +.,,' !I = - 2x-(1-t,r')' 
Antwort: 1 ( 1 1 + VI + X") ?} = c - "log , ,",'. VI +;:;;' " .T 
(3) " 11 sin 2 0; d,;' + .11 cos x = --2'--' 
Antwort: y = sin {);' - 1 + Ce- sinx• 




Antwort: (2y - x 2 - c) [log (:r + y - 1) + x - c] = O. 
dy '> 3 0 {' , + 2 xy = -' ax yv. i. :.t 
_.1 
Antwort: y = [Ce2xO + ta (.2x2 + l)J ". 
1 = ((~!I)2 + 2x dy. 
dx y d:c 
Antwort: y2 = 2cx + c2• 
d'IJ 01 .: 
x (/;'1' + y =?)" og.r .. ' ";, 
Antwort: !I = (ex + log x + 1)-1. 
) cl y, " (cl lJ):l y = :. x d J' + Y- d.e . 
(9) Man löse: 
Antwort: y2 = .2cx + e3, 
( 1 + y~) d X - .2 ?l d 11 = 0 x 2 / a: . 
erstlich nach V ol"schrift von Art. 241, zweitens nach der für die ho-
mogenen Gleichungen in Art. 239 entwickelten Regel. 
Man löse: 
Antwort: x 2 - y2 = I'X. 
2xd:r + (1 :3.1'2) I _ () 
-. -- (11-, y" y' y' • 







Vermischte Aufgaben über Differentialgleichungen. 
Antwort: :r2 _ y2 = C!l 3. 
d Y _ _2y _ = (x + 1)3. 
d:,; x+ 1 
Antwort: y = (x + 1)2 [tex + 1f + Cl 
( + )2 d 1/ " \x !J d:.; = w. 
Antwort: IJ - a are tanG" :1' + Y = c. 
• ö (( 
Antwort: 
Antwort: (y - a log x - c) (y + (l log 1- /.') = O. 
d~y -1 d';y G d'y -1 d!l _ 
11.'" + d.r" + d.,.' + d:r + !I - O. 
Antwort: y = (ao + a1 x + ((2X2 + ((3.1'3) e-·". 
Antwort: 
r/'.r ;Yfd.l' '9 
rlt' - - dt + t"x = el . 
t 
Antwort: :r = (((1 + ((" t) ef I + ' ;_ e__ . \ . , \ t - 1)' 
d 'I 1/ 'I. rl~: -- ",,+ 1 = e \:r + 1)". 
Antwort: y = (:r + 1)" (r + c). 
"(t . I 
'/ 'T = Sill \fF - -&). 
Antwort: ('otg ( :- 'E.:;;=-_{t) = rp + I'. 
1 0\ d 11 " \, - :-r., d:r.: - .J'!I = (/.ry'. 
1 Antwort: = (, , /1 - fO -- I! !I ' f' ,. 
,1':'1 d 'I 
--' -"2 '..;.. 4/1 = (',. CO" ,. t/ ,r . d ,i'" >J • ~. 




III. 2iiH] Einführung IW1H'T Yarial)elen iu Dilfel'elltialausdriicke. 383 
(21) Man führe 111 (Ee Differentialgleichung: 
1 _ ,2 (/'y _ ,dy - 0 I, :x ,I d,1" X d,(' -
a~ Stelle von x eine neue unabhängige Variabele t durch x = Sill t 
em und löse die Gleichung. 
( '.>-'>'1 D l' 
- esg elchen substituiere man in: 
( ((2 + x~) d~? + :!x dy = 0 (/,1." dx 
t an Stelle VOll .1' auf Grund der Beziehung x = a tang t und löse 
die Gleichmw 
o' 
257. lIfan beweise: 
1. des = _ d 2 f • (dt)3 
dF ds"' ds ' 
2. "",, = _ [dt ~3:- _ 3 ((~~)'1 : (c,!)5. 
rI t,l r7 s d so cl ,,- J cl s 
'3}f . d f: ' h d' GI' h dy dy d:c 
" " an zerge, a S SIC an 1e eIC ung dx = dt- :c/t 
Darstellung des zweiten Differentialquotienten schliefst: 
d'y = (da. d 2y _ d','1' r/y) . 1'{/'1')3 
da'" dt litt ritt elt . \dt ) 
1 b d"YI Ulle erechlle einen entsprechenden Ausdruck für 1- 3' , ( X' 
.Je. Ist x = el, so beweise man: 
dy 'rrly cdy.d:t' 
dt = .. ' d:c =,' Tt· Tt, 
desgleichen 
und 
)'2 d'y = (('y _ ~!~ = (~l _ 1) ~!~ 
rl,)" dt' dt dt elf' 
.1.,3 d",Y = ('t{ _ .))' (d _ 1) dy. 
cl,r') dt - dt dt 
die folgende 
X atürlich sind hier rechter Hand die Produkte so zu verstehen, dafs 
rI d 
di' dt die Operation d" d d d dt' bedeutet und dt' ((f ' clt 
5, }!all setze in der Differentialgleichung: 
2 d '1/ ,rll/,,; U 
,C d :,:2 + ,( ~/;: -j- Ir!f = 
f'" cl" t ht ur rlt" se , 
an Stelle von J' die unabhängige Variahele t vermöge der Beziehung 
.( = Ci ein und löse die Differentialgleichung, 
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384 Elliptische Integrale und J,'unktionen, [IlI, 268 
:!;)S. \Venn wir die Länge des Ellipsenbogens nach der .!Uethod~ des 
Art, 47 zu bestimmen suchen, so werden wir zu einem sogenannten elliptIschen 
1ntegral zweiter Gattung geführt, welches man mit E(k, x) bezeichnet, :Man 
kann den 'Ved desselben yermöge einer unendlichen Reihe angenähert be-
rechnen, Es :lind aber auch Tafern für die \Verte E(k, x) berechnet, welche 
<lcn beiden Gröfsen kund :1: entsprechend zwei Eingtlnge haben, 
Betrachten wir ein Pendel mit nicht zu kleinem Ausschlagswinkel und Y81'-
,.uehpn wir die Schwingungsdauer als Funktion des Ausschlagswinkels zu be-
stimmen, so müssen wix zu dem elliptischen Integral erster Gattung unsere 
Zuflucht nehmen, welches man mit F(", x) bezeichnet, 
Man kann zeigen, dafs flas Integral eines algebraischen Ausdrucks, welcher 
in ,I' und der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion dritten oder vielten 
('}rades YOIl ;1' rational aufgebaut ist, auf eine Summe von Integralen der 
folgen/lell drei I; attungen reduziert werden kann: 
F(k, ,I') 
11. E(k, ,1' 
,r 
8 
oder J' ,10 1'(1.', sin fi,' =,1 •.. , .. 
oder 
r 1- k" SIn- 0 
(l 
B 
E(k, sin 0) =,JVi -Fsln"O, rlO, 
o 
II(n, k, ;" = f(l +);;2)Y(l'~l',~~)7;:-=~Ä:'~l'" 
o ., 
e 
JI,II, /.'. sin 8) = J' .. _____ d8 _=..ce _ . ' 
, • (1 + 11 sin 2 fi)Yl- k" sin'i/ 
" 
Die l~röf,;e k. welche man als positi\' und kleiner als 1 voraussetzen darf. 
\\'in\ als .. .1[0"117" bezeichnet: die Zahl )1 heif::t der Pnmmeter eIes Integrab 
,lritt.'1' (;a!~llng, 
Der rbergunl' von tier Gestalt der Intearale in [}' zu der in fi wird durch 
die ~lll)5titution ,/'.~ sin 0 vermittelt. Sind die Grenzen üer InteO'rale Fund E 
" 
:1' =. I) und ,)' = 1. resp, (j = () und 8 = 'lt • so SI)richt man von /'ollsf{illdioell 
" ' y 
Int",:ralen: dieselben wprden kurz durch ~K und E bezeichnet. () heif"t die 
_IJlll'lil'~'k und V'l - k= ,ill'/J wirtl durch .d0 bezeichnet. 
\\ Ir sdzen untpl' df'j' Annahme. dars k konstant erhalten wird: 
iI~~FI.'.,r = F(!;,sine, 
.\ b,lallU bezt'ichllt'll wir 1/ gl'nauer als .,<tie .\mplitude \'On /I" und schn'iben: 
0=· amll, 
l:ar,<lllfhin "inI,,. .. g-h'ieh t1"1ll :--;inlJ' ,l~r Aml/litUlle von 11, 1'i :':" ,,:;; gleieh ,lt'!l1 
• O-IIllIS c1,'r All11'lttwlp nm 1/, lind 11 - F,,.= glpich ,1em Delta ,Ier ..\.Illl'litllllt' 
\011 H, .\I~ "~'lllhnhselh' lkzelchnl1llgen dipsrr Funktionen henutzt man: 
,I' '---__ -. sn H! ll-,rt~,c"n 1(, Y1 - /.",r' = dn 11, 
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III. 258J Ditf"rt:lltiatiull tier FUllktiOllell mehrerer '{ariabelen, 
Hier gelten daull die Itegeln: 
sn' 11 + C'1l' /I = 1, dn'll+k'sn'u=l 
Ferner hat man: 
d am /I d 
I = nI/ ( /I 
• , .' Sll 11 ' en /' ' du /' ± en (( , SIl 1; dn 11 
Sllru.=t c)= l-k2:-;n?-nsn~r -, 
und ähnlich" Darstellungen gelten für en (11 ± v) und dn in ± 1'), 
Hieraus entspriugen dann weiter Darstellungen von 
380 
sn (0 + ,-'I + sn <I( - <I, ... ~ 
desgleichen vou sn 211, cu 2 Ir und dn 2 u, 
F ~Iau gelangt ~o zn einem ganzen System von Relationen für die elliptischen 
unktronen. analog den Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen, 
, Auch kennt man, wie schon oben betreffs ECk, .1') bemerkt wurde, für 
Jene Funktionen lleihenentwicklunaen, welche Tafeln für die Fnnktionswerte LU. berechnen geshltten. Legendre'" veröffentlichte Tafeln für die Integrale der le~de~ ersten Uattungen, mit deren Hilfe man die '\Verle der yerschiedeneh e hptrschen 1'unktionen bestimmen kann, '\Vül'den wir vollständige und leicht 
~~gä~gl~che . Tafe.lu lJesitzen" ~o würden die e~liptisch~n .run~tionen f~ die 
laXlS nellelcht eme ganz ähnhche Bedeutung gewlllnen, WIe dIe tngonometnsehen. 
259. Wir kehren jetzt zur Difff'l'f'ntiation df'p Fnnktionen V01l 
Zlrf'i O(lel' mehl'f'l'f'll unabhängigen Val'iabelen ZUl'Uck. 
1. Setzen wir 11 = z~ + y3 + zy, so gilt: 
(11 _) 
(';15 =_z+y. 
Nimmt mall nunmehr z und y als Funktionen von J: an, indem Illall 
, t t d 1/ d Z I' ~e z. z = sin :1', YI = er, SO gilt --'- = e" -, = COS .1', une es 1st: ~ dx' ,( ,i' 
dll_ Clldy+oud" 
r/:r - oy d,7' cz d:l" 
(lli '3." (9 + ' 
r!:J,; = ~ Y" + z)e' + _Z In cos x. 
Transformiert man die rechte Seite auf .r, so erhält lllan dell-
~elben Ausdruck, den man direkt gewinnt, wenn man H = ze + y'l + z!/ 
ln ,J' ausdrUckt und dann nach x differenziert. 
dars 
2. Aus u = 1//':+- w: berechne man ~ unter der Yoraussetzunl!, 
('" 11" d.1' ' 
/' und u; Funktionen von :r sind. 
3 M d1/. , ) • 1 an berechne /; aus sm I:ry, = m.c. 
Perry, höhere A1taly~i~. 
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;\86 Lösung einer partiellen Differentialgleichung :!. Ordnung. [III. 25() 
----_._'------.::: 
J. Es sei n = arc sin wo z und !/ Funktionen VOll x sind; 
. dll Y , 
man bestImme --. (/.1" 
111 




( /( = y2-+ Z ' • 
t60. tbullgsaufgabe. Man versuche die Differentialgleichung: 
(,'V 1 OD 
ox'''- et 
dnrch eine Funktion l' von der Gestalt e(U' sin (q t + 1':1') zu befriedigen 
llnd bestimme, wenn dies gelingt, a und I' dementsprechend. 1n5-
I.esondere stelle man diejenige partikuläre Lösung her, welche l" = () 
fiir x = '" und l' = (( sin qt für x = 0 liefert. 
Durch Differentiation findet man: 
(C t 
C.I' = ((C"~· sin ('lt + yx) + ('''-'I' cos I(lt + (x), 
~~r~ = (("c'<> sin (qt + YJ·:) + aye'" cos (qt + yX) 
+ (:ye,,·r cos 1'1 t + y.t) - e'!~' 1'" sin 1 q t + y.I"), 
r i" 
cl = qe,,·r cos ('1t + {Xl. 
e IU also die Gleichung (1) für alle 'Werte von t und x zu befriedigen. 
hat man zu setzen: 
((" - yt = 0 oder (I. = ± y, 
:!ay=q. 
k 
~ ehll!l'll wn' i > () an, so folgt (~ = + { nnd damit: 
.) .:> - q 1/ '! 
- L -- k ' Ci = ± '-2 C = /'-
"\Yir gt'winnell. dem doppeltl'n Zeichen in der letzten Gleichung 
pllt"prp'·!H'IH1. zwei Aus(lrüeke, welche wir mit Hilfe zweier kon-
~tallter I\"t'fli~ipllten A und B znr allgemeinen Lösung folgender-
mar"pll \-erplJl!W'u: 
I" = .k .r sin I"lt + CI') + ]Jc- u .,. sin Iljt - ((.1'1. 
SPtzoll wi - I .) . t 1/'2;(1/ l/;n :;;; 11 
' . ,t I 1I0C I 1I =, _:r iI, so IS a = " '2l' ~~ r -,...-. ",0 
nlln r \.1 für .I ~-~ '- zutreffen. So lUufs ~1 = (I gt'1l011uuen werden: 
,..nll fenlPl' t" .~ 11 sin q t für .1' = 0 bestehen, so 1Il1l'!'S B = (l sein. 
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III. ~iJn J Bt:\\'egull,~ t~lllt·,; Punktes in der Ebene. 387 
Die Antwort auf' die gestellte Frage ist somit in der Gleichung 
enthalten: 
261. Mun nehme an, dars sich ein matt'l'ieIlt'l' Punkt P in dt'l· 
rhf'llt'll Kurre SPQ (,Figur lOJ) bewegt. Die Koordinaten des 
Punktes zur Zeit t seien _1 P =;l:' und 
l!P = y. Die den Axen parallelen 
I\.omponenten der Geschwindicrkeit sind 
d:r dy :."'" y 
elt 'tft; entsprechend smd (he Kompo-
nenten der Beschlennio'UllO' d',I' d'i!. Die 
' "'" tl 1ft" d t" 
Polarkoordinaten von P sind O-P = I' 
und -9:: BOP =& , wobei ,,' = /' eos&, 
y = r sin {t gilt. 
T\ JQ 
" I , / ~-----~'p A , I ~L_:1d-----1 X 
o B 
Fig, 104, 
, Die Komponente der Beschleunigung oder der Geschwindigkeit 
III beliehig vorgeschriebener Richtung wird nach denselben Regeln 
berechnet, wie bei den Kräften. So ist z. B. die Geschwindigkeits-
komponente in der Richtung 0 P: 
!I,/,' d If . <>-
rtf cos {t + dt sm v 
und III der zu 0 P senkrechten Richtung PT: 
(2) rl.l'. dy Cl. 
- - sm {t + -lt eos v. dt (. 
Farst man ,/ und y als Funktionen von rund & auf, so ~ilt: 
( .-c 
i: I' = eos {t, ry = sin {t ( r ' 





rr,,· dr "dfit 
,-- = -, cos {t - r sm {1 -lt ' dt I t ( 
tl 11 d I' . d fit 
-"- = --- SIll {t + r eos {t " . 
rlt dt dt 
d' ('I . 1 h d r cl leser x elc LUngen nac dt Ull 
tl ,. cl ,I' d 1/ • 
- = --- co:; {1 + -~ sm {t, dt dt - rlt 
dfit d,r'!t ' d 11 {1 /' d t = - d i sm 1 T (t,- cos, . 
( 11 
rß. = r cos &. 
dfit 
r - folO't: fit e 
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Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung . [III. 261 
Der Vergleich mit (1) und (:2) zeigt, . dr dafs 7ft die Geschwindig-
keitskomponente in der 
Hichtung PT Jarstellt. 
(·inleucbtell. 
d.fr 
Richtung OP und r dt 
Vielen Lesern ~ird dies 
diejenige in der 
auch unmittelbar 
V erfaluen ~ir jetzt mit den Komponenten der Beschleunigung 
gerade so, wie soeben mit den Komponenten der Gesch~inclig~eit, 
so gewinnen wir als Komponente der Beschleunigung in der RIch-
tung OP: 
sowie als Komponente in der Richtung PT: 
Andrerseits folgt durch nochmalige Differentiation der Glei-
chungen 1.31 und 14) nach t: 
,/",1 1(1'1' ('I.fr\:!] i dl'd.fr d 2.fr). 
,/" = L-;liC) - /' \111) cos {t - (2 dt Tt + r (It', sm {t, 
d'!! _I~'-" _ . [diJ)-j " (9 dr d.fr , . d'.fr") dt"-Idt' ) \dt sml1+ ~-I--d-,I I' cos{t. 
- . . ,t f ( t 
E~ folgt für die Komponente der Beschleunigung in der Richtung 
o J' (was man llil'pkt nicht so unmittelbar einzusehen vermag): 
,11 d'l' 'd.fr":' dP-r(di)' 
,lesg-Ieiellt'n für diejenigt' in der Riehtung PT: 
.) dl' 11fT. "".{J 1 d .. , d{J) 
- ;/i Jt ~ r ,It' = I' dt (r-?ri . 
Der ahgekürzt durch " zu bezeichnende Ausdruck 
.. tlellhar den dnppl'ltell Illhalt· deljenigen Fl:iche, die 
SekullIh· yom Baflius wrtor überstrichen wird. Der 
.; !I {j- 1 I t t r- )e( eu l' 
df 
während einer 
Ausdruck (l~ I 
'!4;'!. F.~ halHlelf' sieh jetzt um eine Zrutra1kraft. und zwar Ulll 
I'in ... \llZidlllllg in df'l' Hichtung PO ICf. Fig. 104) .. Die Kraft ,ei 
pim· Funktion des Abstandes " vom anziehenden Zentrum: sie sei 
.~pg .. ll!'l\ durch 111 ((n. uuter m die :\[asse des angezogenen Pnnkh's 
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ur. 262] B('wegllllg Hllt<"l' \\'irkullg einel' Zentralkraft. 38H 
verstanden. Lnter diesen Lmstiinden verschwindet die in (12) dar-
gestellte Komponente, sodafs wir gewinnen: 
I .,rI{t (' t , = "-d f = ,ons. 
1m Falle einer Zelltralkraft wird hiernach der Hadius vector in 
gleichen Zeiten gleiche Flächen überstreichen. 
Indem wir ((r) gleich der Beschleunigung III der Richtung PO 
setzen, folgt: 
(13) ,'d{t)~ d'r 
, . t (r) = /' Ch - (lI" 
An 1 . t . t )'2 d {t = I, konstant. Sehen wU' somit r als t rerselS lS· !I t 
FunktiOJl von -l'- .c 1 t u an, so 10 g : 
!Ir dr!l{t d r " 
clf d if dt = d {t r" 
cl',. = [d'l' h _ 9~_ (~)~J 11 
df' dif' r' - r'l d{t ; .• 
~1an kann daraufhin die Punktion t\ri, an statt sie in der Gestalt 
113 . . d r cl' r . . \ ) darzll:Stellen, durch r und <he QuotIenten d{t' '({t' mIt HIlfe der 
Konstanten It ausdrücken. 
Schreiben W11' 1 = Il, so geht Gleichung (13\ in die Form über: 
" (14) 1'(1') = 1z2l(2 (:~l2 + u). 
Setzt man im speziellen 1\1') = ar-" = a /l", d. h. ist die Kraft 
umgekehrt proportional der Jlten Potem: der Entfernung, so ergiebt I 1-+ :: 
rFn+ ((.,,9 I"" d!ft' 11=71,11 --= ).1( --. 
du }Iultipliziert man hier mit :! dir = :! d {t (Ur und integriert. so 
folgt: 
(lö) (dtl~)2-L-.,1(2·= 2/J n-11 v 11 _ 1 /( TC. 
Wählen wir als Beispiel den Spezialfall, dars die Kraft nmgt'kt'bl't 
}H'0j)fwtioual fIrm Qllafh'at der Entfernung ist: 
!'C r ) = ar- 2 = (( /l2, 
so liefert Gleichung (1-+): 
Ir 1(2 = /,2t(" (d'll + 11 ') 
,d {t" ',' 
,Pu + 1(, I 
(/{t" 11 = 'I' = J, 
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Spezialfälle der mit 1'- 2 und ')'- 3 proportionalen Kräfte. I III. :Jß2 
unter b einen konstanten Wel't verstanden, Setzen wir noch /1' = II ~ V, 
so wird: 
:~~'~ + w = 0, 
eme Gleichnng, deren allgemeine Lösung wn' mit Hilfe VOll zweI 
unbestimmten Konstanten A, B in die Gestalt setzen: 
t[' = A cos (-& + B), 
\Yir schreiben daraufhin, indem wir für A und B ZWei neue 
Konstanten (' und (: einführen: 
I 11;\ 1 (/ (' J 1/ = - = h-' [1 + e cos -& - c) , /' - . . 
Dies j,;t bekanntlich die Polargleichung eines Kegelschnittes, he-
zogen auf den einen Brennpunkt als Pol. Die Gestalt dieses Kegel-
,;ehnitte" wird wesentlich durch die Konstanten I' und a und damit 
durch die Anfungsbedingnngen bestimmt sein, 
Die Gleidmug (14) setzt uns in den Stand, b('i gegl·lwllH Bahn 
Ill's matf'l'if'llpu Punktps das Gesetz der Zentralhaft anzugeben, 
weh'he diese Bahn erzeugt. Beschreibt der materielle Punkt bei 
'Yirkll11g: einer VOll einem Zentrum ausgehenden Kraft eine Ellipse 
um diesps Zentrum als JIitll'lpuJ1kt, so findet man, dafs die Kraft 
,lil'\·kt proportional der Entfernung ist. Allerdings ist es leichter, 
lll'i g'E'g ... henem Kraftgesetze die Bahn zu bestimmen, Ist die Kraft 
pruportinnal ,1em Abstande selbst, so ist die Komponente in Rich-
tung ,lpl' .\ hsci,;sen:lxe direkt mit x, die in Richtung der Ordinaten-
aw din·kt lIlit ,11 proportional: und zwar tritt beide }Iale der8cll,c 
PrnpOl'tinllalit:itsfaktor auf. Hieraus ergiebt sich, dafs die Projektionen 
,ll'~ Pnukt ... >, auf diE' Asen je einfache harmonische Bewegungen 
f/I"i,.llIl· Periodp ausführen: daraus aber folgt fiil' den materiellen 
Punkt :'E'lhst l·iM E'lliptische Bahn, 
Ist IliE' AIl7:iehnngskraft ulll~ekehrt llroportional dem Kubus 111'1' 
EIltt'f'I'Ilung: 
« r! = 1/ r-;; = (( H;;. 
s" liefert <Heichung I 1-+ <: 
d'lI (/ 
";r' ' 1/ = h' 11, 
H i"r kOlllmen wi l' merkwül'digE'r \Yeise Je nach den Anfang;:-
Iwrlillgullg"1l zu zwpj ganz n'rschiedel1E'n (}psetzen für 11. )Iall hat. 
jt' ll<lehd"l1\ 11 >. 1," Oller 11 < "" zutrifft. die erste oder zWE'ite der 
Iwi,lE'!1 foh!pnde11 Darstellungell für 11: 
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III. ~6:!J Transformation yon '<' und (U auf Polarkoordinaten. 391 ('X [,!' 
1. 
2. /I = A sin (J& + R tOS tU), 3" 1 (f 1"= - TI" 
263. Ist y eine Funktion ,,"on :L', und setzt lllall cl' = r eos &, 
y = r sin ir, so kann lllall r als Funktion von ir ansehen. Ist andrer" 
seits 11 eine Funktion der als unabhäno'ia von einander geltenden 
"'''' ;(, y, so ist It 
bE'len rund &. 
auch eine Funktion der heiden unabhängigen Varia-
Durch die Schreibweise I 1t und ~II etc. soll bekanntlich an-
IX (!I 
gedeutet werden (cf. Art. H7, Seite (iD), dafs im ersten Falle bei kon-
sb:ntem y in Bezug auf x allein zu differenzieren ist, im zweiten Falle 
bel konstantem x allein in Bezug auf y. 
U 1· D·tt· . l' on d Oll PIk d' t m lle 1 erenha quohenten-. nn C-' In 0 ar 001' maen 
( ,0 r: '/1 
auszudrücken, benutzen wir die Beziehungen: ' 
\11 
(21 
Nun gilt aber: 
Sieht man 
bekannt an und 
(4) 
(::r . 
7',- ci: = - r Sill -B', 
ov 
r:c 
c-- = cos -B', 
rl" 
I; 11 
. :.. = r eos {}, 
cv 
C.'f . 4-
----'- = Sln v. 
rr 
Z 'I 1 I U. J GI' h '1) 1') I ~- une ,--- III (ten T elC ungen <. une \_ las uu-
r:e C 'I 
löst nach 'jenen Unbekannten auf, so folgt: 
;-u 1;11 1. (;11 
7-- = cos -B' -c- = - sm -B' .- " , 
rx CI' I' rv 
;- 1/ • o_ .•.. tl + 1 ? 1I 
.- = sm -B' cos -B' c'- <> • ('Y (Ir I' v 
Cbt man die soeben auf 1/ angewandte Operations weise auf den 
ll1 I H) gegehenen Ausdruck ~,I,{ oder den Ausdruck (4 i für ~;; aus. 
rt/l i~" 
so gelangt man auf diesem 'Vage zur Darstellung ,on (,r' und C!I' 
in Polarkoordinaten. Bei diesen Rechnungen irrt man sich seIn' 
leicht urid murs sich bei jedem einzelnen Sellritte sehr sorgfiiltig dito 
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Polal'koordillatell im Raume. [UT. :!63 
~erade zu vollziehende Differentiation überlegen. 
Hiehtigkeit der Gleichung: 
Man zeige die 
2.)4., Bei manchen L lltersuchullgen braucht man an Stelle der 
.I. y, z Polarkoordinaten r, iT. Cf fiir die Punkte des Raumes. ~Wir 
,lenken uns den Punkt 0 der Figur 106 als Mittelpunkt der Erde. 
-----f----;<::=~~----I ---------===>1 









" I /r ; 
o Z aber als Axe derselben. 
Die Axe 0 X laufe senkrecht 
zu 0 Z in der Art, dafs die 
Ebene Z 0 X den :Meridian 
von Greenwich liefert. End-
lich werde 0 Y senkrecht auf 
der Ebene Z 0 X errichtet. 
Die Lage des einzelnen 
Punktes P ist definiert üurch 
seinen Abstand a' ,on der 
V"'s Ebene ZOY, den Abstand !/ ~l;---~~·~~~._.~.i ___ -!J-----R .y von der Ebene Z 0 X nlld 
-~-~ endlieh den Ah",talld z ,on 
f! (leI' Aquatorebelle X 0 r }!it 
Fig~ 10;,. 1 \1 
r bezeichnen wir (en "")-
~talld 0 P des Punktes P ,om ZentruIU O. Es sei femel' Cf die nach 
\restt'l1 gez1ihlte geographische Länge, d. h. der Xeigungswinkel d<,r 
Ebenen PO Z und X O/;; man kann auch falls (; der Fufspunkt 
olt's Lotes ,on P auf die Iquatorehene i~t, den "Winkel rp dureh 
<r = <~ fJ () X erkliiren. Endlich soll iT = < PO Z die Poldistanz und 
also da,; Komplement der geographischen Breite sein . 
• 1 edel', der sich ein wenig mit RaUIllO'eOmetrie beschäftigt hat. 
wird UUIl leicht die in Figur 106 gezeich~eten Linien und die an 
dieseIhen anknüpfenden Betrachtungen verstehen. Q R soll ein 1,lt 
anf OS sein, woraus OR=:c, (~R=!I folgt: auch <PQO i:4 
"Ül rechter \rinkel, woraus man findet: 
.,' = r Sill iT ('os fJ', !f = r sin {r sin cp, z = r cos iT. 
Is.t 1/ ('ine Funktion von .1',!f, ;., so kann lllan (liesdbe, ind:'Il1 
man (he vorstehenden drei Ausdrücke für .1', y, z eintriigt, als F\lllk~!On 
\!~'f Polarkoordinaten r, iT, cp darstellen. Es ist eine sehr nützhch!:' 
rbung, die folgenden Helationen zu zeigen: 
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ITl,26!] T j'au"f"rlllati"" .1"'\ Il-dnl,'h, --111 :l\If I'ularkoordinaten. 3~3 
Cl(. , d 
i.I" = Sill It ('OS Cf. -.-
- f r 
t'(I:-- H Cq;-: ({ f"f{ 
i' I {t 
ru .. tU (,(,~{t:-;in(~ cy = ~lll ft SlIl Cf: -'-
(I' I' 
~ H ( If 
-(' -:; = ros ,'1 
~ ,. ( I' 
... j 1\ {t ( /( 
I' 1 {t 
,in 'f (11 
r ,in {j- c (f' 
'h Ein weniger ge\\undtpi' Lp~(·l' hat kaum die Ausdauer vielleicht 
ree net er au I '1 t . ' R I t' . ,c 1 lllt I ausrpwht'lIfl ,;oro,mltiO' um die nachfolgende 
e a IOn zu hew e i "pn : 0 I:,,, 
IA) c'" , '(( 
( ,r' + !/' ( + 
(" " 
f ::: 
f '" __ L 1 ,'I( 1 c''// 
f I' J" (,';.0 + 1" l'Oill 2 [J. oq;' 
:! I If dg..'f CIl 
-, /' (J' j I"~ (;'9-
Diese Relation ha,t h Pille SP r gmJ:"(, praktische Bedeutung, 
96~ 
ii"e ; o ... Als (hulldlagp fiir zahlreiehe Anwendungen ist das rieh-
~ Vel'stanulll', I ('1' I -
,; (pr l eH' !UllO" 
(11 c'" --L I~: I (,"li 1 tU 
(,t'~ I (.'I':! I"" (-~~.:! = k (: t 
erf, d 
Or erHch wb' ',. ' , d' "1' 
ehung 1 ',0 eI t du' Zelt bedeuten soll. So z. B. 1st le I..T e:-
T ( ) beI den Problemen der WärmeleitunO' zn lösen, wo 11 diP em b peratur darst Ilt I 1 . , . L' 11 C'Il U d h f"-
. e . An( rer,;elts wird llll .1.' a e ,~ = , ' . UI 
elU ~ rt 
'on t un bh" . kt' h ode a allglo'es 11 die Gleichuno' (1) durch das eIe - nsL' e tma f "" 0\ " der H dgue Ische Pote, ntial 11 h,efriediO't . sowie auch dureh da~ III 
v rod . ,., , ( ynamlk auftretende (ieschwindio'keitspotential H. 1\iihnl~h~ymbolis('hf'r liestalt ,~('hreibt m~n die Gleichung (11 ge-
I') 
-) 1 (; Il 
Süd ßu = k ot' 
ars 6.u ü' , 
D' G le 111 (1) links stehende Summe bezeichnet. le I' h ~ in Pol
a 
k eie ung CA) lehrt uns, welche Gestalt der Ausdruck t::,,, 
Ist:r ~ordll!aten 1', {t .• fJJ annimmt. . 
11 Von dIe z-Axe eine Symmetrieaxe für die Funktion 11 ~ 11. h. ist 
rp l1nabh:'lU O" t' t f" A '1' G' taIt· , blg, so en sprmg ur ult 11e es . 
t::,u=(~+loelf+Zou eotg{j-fll 
r r' ),e (;.fr" I' ar + r" ('{j- , 
13) 
')66 
länge" • Der Leser wolle jeden einzelnen Schritt der folgende? 
er hi::n Entwicklung mit aller Sorgfalt durchdenken; je lll~hr Z.elt 
auf verwendet, um so besser. Die Entwicklung WIrd ell1e 
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Kugelfunktionen. [W. 261; 
-~~ .. _"---~=~ 
Heihe wesentlicher Uesichtspunkte aus der Theorie der Kugelfullktionen 
'feben, welche bei vielen Aufcrahen der vV~irl1lelehre, des 1'IIagne-;ismu~, Jer Elektrizität, der H~~lrodynamik Ulvl der Gravitation sehr 
wertvoll sind. 
Ist 11 von fJ! unabhiingig, so schreibt man die Gleichung (:! I 
hiintig \ll der Gestalt: 
(1 i ( U _ k ja (r2 i 11) I 1. ( (sin (}o H')] 
r t - 1" Li I' C l' T sin·,fT c',fT' c,fT' 
wo .ietzt /I nur noch eine Funktion von T, {} und der Zeit t ist. Der 
Le"er wird die Richtigkeit dieser Relation am leichtesten ,on der 
l ariehung- (3") aus beweisen. 
ht 11 aueh noch von t unabhängig, so ist ~-~~ = U, und es folgt: 
)'Ian vt'rsnche lliese Gleichuncr rlurch eine Funktion 11 = R P zn 
o . 
li)sen, wo n allein von I' abhängt und P allein VOll {}. Man wml 
finden. dars alsdann lEe Gleichung gilt: 
., 
1.) I 
r' ,I' l! . 2 r €I R 1 d P 1 d' P 
l.' "1" --;- -11 er;: = - cotglt p ;TJ} = T d,fT' 
Die linkt' St'ite diesl'r (Tleichung enthält nur r und ist ,on {} 
\lllahh;ill~i~. dit' rt'ehte entlüilt nur {} und ist von)' frei. Die Folgt' 
i"t. dar" dip heillen Ausdrücke einer und derselhen Konstanten gleich 
St'ill llliisst'l1. XPllllPn wir diese Konstante (', so geIten die beiden 
t~lpichnn~t'll: 
<I' R , 2 d R 
!Ir' "7" r -cll' 
R(' 
/', = (). 
.I' J' ,} l' 
.1ft" + cotg {} <!,fT -+-- pr' = o. 
Wir habrll diei<en Uleichuugen nur die eine Beschränkun)l: anf-
Z\l<'rlP~l'11 • .laX" .lie Konstante (' in lwiden den gleichen \Yert hahen 
Illurs; das Produkt zweier Lii"llll<fen 1> und R 'liefert alsdann eillt' 
Funktioll 1(. wp!ehe Ihp (Tleichuu; 1,2) hefriedigt. Auch bei anderen 
lim'arp!, parti,·I!Pll lJitfpn·ntial:.rleichungeu gewinnt man auf (lipse Art 
Lii,;IllH!Pll 11l f;"stalt von Pmdllkten, Zwar' kann man keinesweg;; .iptle 
IX.Sllllg' aHf dipselll W pge gewillIlPu; immerhin aber leisten die fra~­
li.'lwll L"i"lIl1UPll für <1il' A;1wentlungen gute Dienste. 
\Yir hahplI in .]"1' gekPnnzei~hllet~n Art die Liisung tier par-
ti"llpll \litr\'rpnti31~h'irh1\llg (:!) auf die .'\ufliisnng der beid;n gt'wiihn-
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III. 2661 Differentialgleichung der Funktionen 1',,, (!i), 
---=-==::-::--=---= ---
lichen Differentialgleichungen (4) und ef» reduziert. Fiir die Glei-
chung (4) mögen wir eine erste Lösung ,ersuchs~reise in der Ge-
stalt r'" am;etzen. Eille in Art. :268 zu entwickelnde }Iethode wird 
uns dann die allgemeine L(5sung der Gleichung (4) in der Gestalt: 
(Gi R = Ar'" + Br-(m+l1 
liefern, wo nunmehr }// aus der Gleichung 111 <111 + 1) = (' zu be-
stimmen ist und A und B willkürliche Konstanten bedeuten. Ersetzen 
wir daraufhin (' in Gleichung (6) durch m (m + 1\ und schreiben 
ferner zur Abkürzung ros {} = ,u, so liefert Gleichung \ f>:I: 
d (' 1 0 d P) + l' P () 
-l- ( = Ir) I' + iIl \ m ) = . ( f.l "( -li ' , 
Wir sind hiermit zu einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung geführt, welche als Legendre's<::he Differentialgleichung 
bezeichnet wird. 
Es er~cheint UUll zweckrnäfsig, m einer Beschränkung zn unter-
werfen; und zwar süll /11 fortan eine positiye ganze Zahl bedeuten. 
'''ir versuchen unter dieser Yoraussetzung die Gleichung (Tl durch 
eine Funktion P yon folgender Gestalt zu befriedigen: 
P = Au + Alp. + At ,nO! + A öp 3 + . ". 
Schrei ht man eine solche Funkti on Pli< ( !L 1 = Pm (COS&I, so findet 
lllan in der That dureh direkte Rechnung, dafs für 11/ = 0, 1, 2, 3, -1 
folgende Funktionen unsere Gleichung (4) befriedigen: 
Pu (cos {}) = 1 , 
PI leos {}) = ft, 
p~ (eos {ti = % !1" - ~ , 
Ps I COS /Ti = j ,U:: - % ,ll , 
P1 ICOS&1 = :~'!A4 -- 3,0,U 2 + H. 
Es wird fiir den Lf'ser eine sehr nützliche tbung sein, auch noch 
die weiter folgenden Funktionen etwa his 1-'9 auszurechnen. }leinf' 
~chült'r haben Tafeln der \Yerte ,on 1'0' 1-'J' ... , P; für alle Grade 
1'011 {} = f)O his 1't == 1800 herechnet. )ran "ergl. dip "Proc''I'Ilill!l-' "1 
t/", P!tysil'al .'io('idy", I~ondon, YOl1l 14. X 01'. 1 :-i!'U), wo leichtfafslic1w 
Yorschriften für den Gebrauch fIel' Funktionell P hei Lösung prakti"w}wr 
Aufgaben entwickelt sind. 
\\'ir haben nUllmehr gefunden, dar,,: 
! _ B' 




;1!ltj Auf Bessel'sche Funktionen fiihrende Aufgaben. 
eine Lösung der Gleiehung (li ist. Bei den Anwendungen hat man 
für gewiihlllich mit der Aufgabe zu thun, eine solche Lösung 11 der 
Differentialgleichung (1') bez. (2) anzugeben, die gewissen yorgeschrie-
henen Grenzbedingungen genügt. Bei zahlreichen ProblemelJ hat man 
.\ggregate ,on Ausdrücken (Ei) mit verschiedenen Zahlen liI zur Cie-
"innung der Lösungen herzustellen. 
Die P heifsen, insofern sie ganze Funktionen yon tt sind, auch 
wohl .. Leg~'ndl'e'sc1H' PolynoIlw'; sie bilden nUl' einen S~ezialfall der 
.. allgt'meillell Ku/!.'elfullktiollen", die Funktionen der l)(~idcn Polar-
ku ordinaten ,} und q; sind. 
Im vorliegenden Buche ist es indessen wohl nicht angezeigt, die 
Theorie der Kugelfunktionen noch ausführlicher zu behandeln. Die 
gegebene Entwicklung betrachten wir yorwiegend als wertvolle tbung, 
11m im Differenzieren gewandt zu "'·erden. 
:!6i. Für yiele Probleme, bei denen eine einzelne geradlinige 
Axt' zu Grunde liegt, hat man eine Funktion 11 aufzusuchen, welche 
lIt'hen der Zeit t nur die Entfernung ~ von der Axe enthält. 'Viihlell 
wir als dibE' ausgezeichnete Axe die z-Axe des bisherigen Koordinaten-
~ysh'm~, so wird r sin (} = ~ zu setzen "ein, und die Differential 
gh·ichnll).?: 11 i .\rt. :!\)G rechnet sich um auf: 
c' 1I , 1 (: It 1 cU 
(Q-i.T/J'Q kTt· 
Wi]' suehen WIe vorhin eine Lösung dieser Dift'erentialgleiclllmg 
Tl! .1,,], l~p"taJt: 
I :! I u=RT 
all7.ll~t'tzt~n. wo Hallein yon 0 abhä11O't und T allein yon t. Die 
la .. idlllllg' 111 nimmt hierbei di~ Form ~ll: 
T"'/: -+- 1 Tc! H = 1 R'iT. 
d!!" Q d,! I: dt 
Ili"idn'rt'll wir durch R T und wenden das oben schon ausgeübte 
:-: .. hl\lf's,"prfahn'l! an. SO folrrt: ,... 
1,I'n 
U (tp::: 
dN 1 "1' ., 
pli tI(;- ~~ j,'TJI = -- !L-, 
\"., .Il~ f'Ult' Knl!stante h"lleut('t. 
., 
! ., 1 
Hieran,. folgt pilH'rsrits: 
.Ir 
r log T 
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III. 2671 Bessel'sche Funktion ,[0 (x). 397 
unter C eine willkürliche Konstante verstanden. 'Yir haben andrer-
seits die Differentialgleichung zu lösen: 
(i) d2If+l~IR+U2R=O. 
dir f! d(J , 
Setzen wn' hier !t (/ = x ein, so folgt: 
(ö) (FR IdR R=O. 
dx' + .r dx + 
Dieser Gleichung ver~uehen wir jetzt ,ermöge eUler Funkti(ln 
,on der folgenden Gestalt zu genügen: 
R = 1 + Ax + Hr" + Cx3 + ]}x4 + Ex" + ' , . , 
Dabei zeigt llie Hechnung, dafs man die Koeffizienten A, C. E, ... 
der Potenzen mit ungeraden Exponenten gleich X ull zu setzen hat, 
und dafs in der That die Gleichung (5) durch die Reihe: 
(ti) ..x~~ ~~ -t .rG I .J..s. R = 1 - ." + "'.4' - 2'.4'-:.'-' T 2'.4'.6'.~; - ... 
hefriedigt wird. 
Diese 'wichtige Heihe, "elche bereits bei Fourier auftritt, liefert 
uns eine sogenannte Bt'sst'I'sclH' }<'nnktion~ und zwar diejenige, welche 
gewöhnlich mit Jo (XI bezeichnt't wird. Für niedere \Y erte von x 
sind Tafeln (liesel' Funktion herechnet. In R = Jo(!t 9) haben ,,,ir 
nun eine Lösung der Gleichung (4) und also m: 
(7) ( ' -k/,'I T ( \ 11 = .' e ' "O!l (/) 
eine solche der Gleichung (n. Bei den Anwendungen bedarf llIau 
gt'wöhnlich solcher Lösungen der Gleichung (1), "elche additiv au,.; 
yersehiedenen Gliedern der Gestalt Cil aufgebaut sind. Die dahei 
eintretenden ,Verte von ,Il lln<1 "on C sind so zu he,.timmen, dars den 
jeweils yorliegenden Bedingungen genügt w·ird. 
261'1. Es sei jetzt eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 
(11 ,I" Y , P d!l , Q __ (-, 
-+- ~ '1 --- / 
".1' 2, . d.1" . -
gegphen. in ,,,elcher P und (/ Funktionen Hlll .1 allein dar",tellpn, 
Silltl wir hit'}, im Ersitzt' rillt'}' IHll'tikuHirf'll UiSllUg. die wir !I /' (.I' 
s(·hreiben. so kijllllt'lI wir auch dif' allgt'IllI'inf' Lösung angf·ht'JI. 
Setzen wir nämlich !I = r· 1', so kommt: 
V d~1I + (') ~r. ...L Pr') "1/ = (I. d.1" - d.1· ' . ,d:r: 
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Satz über die Lösung der linearen Diffgln. 2. Ordnung. [III. 26& 
k ((li, I' l' t ~ehn'iht man zur Ab ~ürzung I = 1l, so leIer ( x Gleichung (2): 
oder 
c du' I (2<1/: +Pc')n'=O 
<1.(: T rlx 
"u' I 9 ~ .L P 7 = 0 {{' T - l' I (X . 
Hieraus folgt dureh Integration: 
log /(' + log I'~ + j'P d:c = Const. 
lIie Integration von Pd;) liefere Jpd:1' = Xi alsdann folgt: 
, __ ~ _ 1_1 ,- x /l--d,r-~ ,-e c , 
., 
;)' 
Es t'rgiebt sich auf diese ~\rt als allgemeine Lösung der Gleichung 1,1): 
1-+1 !I = Ih + A1J·~.e-xdX, 
wo A und B willkürliche Konstanten sind. 
Die Lösung der allgemeineren Gleichung: 
d'!! --'- pd!! --'- Q,II = R .. d.r' I d.r I 
W') /: t'int' ht>liehiW' Funktion TOll .I ist, während P und (J die ~chon 
in \ t, ltuftn>tl>ndell Funktionen sind, llir~t sich, falls die allgemeine 
\,iisllng tkr t'lpichnng I t I hekannt ist, nach einer yon Lagrange 
<lngt>g\·hPIlI'Il )Jethotle lwwerkstelligen. Doch kiinnen ,,-ir hierauf nirht 
,'ingdH'll. 
Ei 11 fa (' h p 5 Be i s p i t' I. Eine Liisung der Differentialgleichung: 
ist '1 = COS 0.1.'. 
\Ian ht'stilllll1t· dil' allgt·meillt· Lösnng. 
H it'r i"t}) 11. sndaC" /p rI.I ,= S·. () zn s<:tzen ist Die ge-
\\iill~,·htt· Liislilig ist somit: 
'I n ,'05 1/./ -:-- A (,0" 11.1' /' ,j~" : 
, f'(t:-,- It.r 
" 
./... 1 
• c= tallU' (/.1' ~ Cf) .... - ,f ,I' I( :-:"' 
!,!ilt. ~O kh·idd ~idl dies" allgPllleine Lii",uTl~ III (li" t~pstalt: 
!/ n "OS I/.t' T C sin 11.1' • 
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III. 26i5] Kugelfunktion und Bessel'sche Funktion 2. Art. 399 
Aufgabe 1. ,Vir finden durch direkte Rechnung, dars !/=.I'" 
eine Lösung der Differentialgleichung: 
9 cl' 1/) d Y , l' ) 
X" -d--;e + :.. x rl.l; - /}/ (nt + J!I = ( 
ist (,gI. Art. :2GG). :Ylan zeige, dars die allgemeine Lösung ist: 
.A B Y= ;/,'''+ . 
• 1,111 + 1 
Au fg ab e :2. .Man findet durch Einsetzen III die Differential-
O'leicl 1 1: ' . L" r/'1J 9 • t M . 
'" lUng, (a S !I = p"" eme osung von r/':' = a- y IS. 1. an zeIge, 
dars die allgemeine Lösung dieser Gleichu~~ die folgende ist: 
1/ = Ac'(./' + Be-(I,". 
Aufgabe ß. \Vir sahen in Art. :26(;, dafs Il = P",(.u) eine Lösung 
der dmt angegebenen Legendre'schen Differentialgleichung ist. ::\ran 
zeige, dars die allgemeine Lösung 
Il = Arm([I) + BQ,,,(!-lJ 
ist, wo Q,,'([1) die folgende Bedeutung hat: 
o (11.) = P (u)!- ___ "li -, ' . 
l:m\l"", Nt I, l:l-!12)[lJ
11I
'J{'Y! 
Q", ([I) = (1,,,( cos&) wird als Kugelfunktion zweiter Art bezeichnet 
Aufgabe 4. 'Vir fanden oben, dars Jo('.J) eine Lösung der 
~esserschen Differentialgleichung /,5) S. Bil'i ist. .iYran beweise, da[.., 
SIch die allgemeine Lösung in der Form AJo(x) -;-- BAa(.)'! darstellt, 
wobei KO(.l;) so definiert ist: 
K ... /' (Lr o(X)= -:[:T("I~' 
t, ~( "1) x/ 
Ko (x) bezeichnet man als Bessfrsc)Ie Funktion ZWI'itfl' ~-\l't. 
2H9. 'Wiipmeleitullg. Längs der Geraden AB in 
der Figur lOti stehe senkrecht zur Papierebene eine A 
Ebene. Der rechts ,Oll dieser Ebene gelegene Raum 
sei VOll einer homogenen Substanz erfüllt, in welcher 
wir die Bewegung der \Vänne hetrachten wollen. Dahei PO: 'r 
soll die Annahme gelten, dars die Punkte jeder zur 
F[~hene An parallelen Ehene gleicht' Temperatur haben. 0: I, .. , 
Jetztere ist somit zn irgend einer Zeit t eine Funktion _' 
allt'in des Abstandes .1' der betreffenden Stelle VOll der 
Ebene All: diese Funktion soll durch I' bezeichnet 
WE'rden. Da aber I,' neben :1' aueh noch VOll der Zeit t BI 
ahhängt, wird der Diiferentiallluotient von r in BpZllg }';Il,1/)6 
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-wo Differentialgleichung der IYiirmeleitung. 
cr 
anf er durch (C 7.U bezeichnen sein. Beziehen sich v und r x auf 
C.I; 
die Ebene (lurch den Punkt P (siehe Fig. 106), so wird durch die 
FHieheneinheit dieser Ebene (Qu~clratcentimeter) in der Zeit clf die 
'Yiirmemen!!e - 7 .. cl t' dt in der RichtUllO" wachsender Werte J.: hin-
•. Jx 0 
durchfliefsen. Hierbei bedeutet Z. die als konstant angenommene Lei-
tungsnihigkeit der Substanz; man kann k als die durch den Quadrat-
centimetel' während der Zeiteinheit hindurchfliefsende Wärmemenge 
ansehen, falls d!:'r 'femperaturabfall - f~ kOllstant gleich 1 ist. 
'Yir denken lIDS nun über PQ senkrecht zur Papiereheu!:' ein!:' 
Fläche vom Inhalt 1 errichtet und ein gleiches Flächenstück über 
TS in der nahe gelegenen Ebene mit dem Abstande x + Lix von 
d!:'r Ebene "1 B Welches wird nun der Wärmeflufs gegen T S sein'? 
'Yir mUssen - I .. ~-; clt als Funktion von x auffassen und nennen die-
,;elhe für den Augenblick ((x). Der zwischen beiden Flächenstiicken 
gelegene Haum über P 1'8 Q erhält dann über P Q die Wiinnemengl' 
(ex) in der Zeit d t und verliert über S T die }Ienge f( ce + Li J.} Ist 
..1.( ausreichend klein, so dürfen wir: 
(i.( + Ll i) - f'i ;1:) = Ll Cl' • d r J.'; 
. .. cl:r 
sdm'ibell, eine Gleichung, die für unendlich klein "erdendes Ll J' 
gellau zutritrt. 
,rir schliefsen hieraus, dafs der Zuwachs an Wärmemeng'e llll 
fraglichen Raumteile n-ährend der Zeit clf gleich ist mit: 
d f\·r . i ( (; r • c' t 
-.:..lx I, =-Li.r- -1. .. dt)=k.Lix" .dt. 
(.1 'x cx 0:1:" 
Es ist nun das Y olumen dieses Raumteiles gleich Li x, und wenn 
wir mit /(' die konstante Dichtigkeit der Substall7. bezeichnen, so ist 
/I' . ...1.1' die in jenem Bereiche enthaltene Masse. Es sei ferner 8 (lie 
~l'l'zifisc1ll' \Y~irme der Substanz, d. h. die \Värmemenge, welche der 
~Iasselleinheit ,lpr Substanz zugeführt wenlen mufs, um eine 'fem-
peraturerhöhllng nm 111 Celsius zu erzielen. Die Temperaturzunahme 
d r wird alsdann durch die Wiirmeml'ng!:' /t. Ll.t . S • cl r erzielt. Ist 
alst) t/,. (li" an der in He(le stehenden :3telle wiihrend der Zeit dt ein-
trt·tpude Erhühnng der Temperatur, so folgt: 
z;~ r 
k . ..1,1: . "df = /I' • .d,i' . " . d r. (.1'-
Hieraus aber pntspringt die Gleichung: 
( ~ ;' I/' S ( r 
r.t·' = T cf' 
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m.269] Wärmeleitung. 401 
Dies ist die fundamentale Differentialgleichung der Wärmeleitung. 
Reich~.altige und vielseitige Entwicklungen bauen sich auf derselben 
auf. Ubrigens kommen wir auf dem hier befolgten Wege auch zu 
den grundlegenden Differentialgleichungen der elektrischen Leitung 
und der Hydrodynamik. 
Findet der Wärmeflufs nicht überall in ,a.er Richtung der x-Axe 
statt, so tritt an Stelle der Gleichung (1) die bereits in Art. 265 
behandelte Differentialgleichung: 
o!v o'v o'v 1 OV 
o x' + 0 y' + (;:z' = -; (} t . 
Hierbei ist ..!!.--, d. h. der Quotient aus der Leitungsfahigkeit kund 
ws 
der Wärmekapazität 'ws ,der Volumeneinheit, abgekürzt durch" be-
zeichnet. Man ,nennt " auch wohl die Temperaturleitungsfahigkeit 
der Su bstanz. 
Wir schFeiben daraufhin auch die Gleichung (1) kurz: 
(2) 
210. Für diese Gleichung giebt es eine grofse Mannigfaltigkeit 
Von Lösungen, von denen aber immer nur eine einem bestimmten 
Probleme Genüge leistet. Wir wollen z. B. die beschränkende An-
:,ahme machen, dars die mittlere Temperatur an jeder Stelle des 
In Figur 106 eingegrenzten Raumes gleich 0 ist (es ist dabei gleich-
~ltig, wo wir den Nullpunkt der Temperaturskala annehmen, da es 
Inch bei unseren Betrachtungen nur um Temperaturditferenzen handelt). 
Mit dieser Annahme in Übereinstimmung ist es J wenn wir ferner 
vorschreiben, dafs: 
(3) v = a . sin 2nnt = a sin qt 
als Gesetz der Temperaturänderung für diejenige Grenzebene des 
betrachteten Raumes gilt, für welche x = 0 ist. Dabei bedeutet 
tl oder JL die Anzahl der vollen periodischen Temperaturänderungen 
211' 
pro Sekunde. 
Eine solche Randbedingung liegt z. B. beim Cylinder einer 
Dampfmaschine vor. Sorgfältige Beobachtungen über die Temperatur-
schwankungen des Dampfes im schädlichen Raume eiues Da~pf­
cylinders haben in der That das Ergebnis geliefert, dars diese 
SchWankungen ausreichend genau einem einfachen harmonischen Ge-
setze folgen· wir wollen demnach dies Gesetz als Grundlage für unsere ~etrachtun~en nehmen. Man könnte zwar der Allgemeinheit wegen 
19rend ein beliebiges periodisches Gesetz annehmen; denn man kann 
Pe rry, höhere Analysis. 26 
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402 Wänneaustausch in einem Dampfmaschinencylinder. [ID. 270" 
jeden verwickelteren periodischen Ausdruck stets in" einfache' har-
monische Funktionen zerlegen und so auch jeden komplizietteien 
Fall auf Grund unserer Uberlegungen leicht behandeln. Berück-
sichtigen wir aber, wie verwickelt überhaupt die Wärmevorgänge in 
einem Dampfcylinder sind, so erscheint diese Annahme einer ein-
fachen harmonischen Temperaturänderung für die innere Wandfläche 
des Cylinders als eine annehmbare Grundlage unserer Betrachtungen. 
Obwohl nun die wirkliche Änderung der Temperatur auf der 
Oberfläche des Metalles zweifellos kleiner ist, als die des Dampfes, 
so ist sie doch höchstwahrscheinlich der letzteren ungefähr propor-
tional, sodafs wir a proportional der maximalen Differenz der Dampf-
temperatur setzen können. 
Wir nehmen jetzt keine Rücksicht darauf, dafs das Wasser im 
Cylinder, an der Cylinderwandung und in den Höhlungen abwechselnd 
erhitzt und abgekühlt werden mufs. Diese Erwärmung und Abkühlung 
erfolgt mit einer aufserordentlichen Geschwindigkeit und stört daher 
lillsere Betrachtungen nicht. Aufserdem ist man bemüht, den Dampf 
möglichst trocken zu halten und das gebildete Wasser möglichst 
schnell zu entfernen. Aber auch abgesehen von diesem Einflusse des 
Wassers erleichtert die Feuchtigkeitsschicht auf derCylinderfläche durch 
ihr fortwährendes Verdampfen und Kondensieren das Ein- und Aus-
strömen der Wärme; damit nähern sich die Temperaturschwankungen 
im Metall denjenigen des Dampfes, wodurch a vergröfsert wird. 
Unser n bedeutet die Zahl der Umdrehungen der Maschine pro 
Sekunde. 
Wenn wir dieses Problem weiter verfolgen, so finden wir, dafs 
der Wert von v für jeden einzelnen Punkt und für die einzelnen 
Zeitmomente durch den Ausdruck (2) des Artikels 260 gegeben ist: 
(4) v = ae-z V",," sin (27tnt - x ~). 
Diese Lösung gilt eigentlich nur für eine unbegrenzte Metall-
masse mit einer ebenen Oberfläche; sie trifft aber näherungsweise zu 
für die Wandung eines dicken Cylinders, dessen Aufsenseite die Tem-
peratur Null hat. Hat dagegen die Aufsenseite eine Temperatur v' 
und ist b die endliche Dicke ~es Metalles, so müssen wir zu dem 
Ausdruck (4) noch ein Glied ~ x addieren. Dies zeigt uns den Ein-
flufs eines Dampfmantds, soweit die Wärmeleitung in Frage kommt. 
Der Dampfmantel verringert aber aufserdem auch den Wert von a. 
. Wir w~llen nun den Ausdruck (4) in der Form, wie wir ihn 
eben geschrIeben haben, noch etwas eingehender diskutieren. .An 
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III. 270] Wärmeaustausch in der Erdrinde. 403 
irgend einem Punkte innerhalb der Wandung, in einer Tiefe x, er-
folgt ein einfaches harmonisches Steigen und Fallen der Temperatur 
bei jeder Umdrehung der Maschine i aber die Schwankungen werden 
kieiner und kleiner, je tiefer wir in die Wandung eindringen; dabei 
bleibt zugleich die Phase der Temperaturschwankung gegenüber der 
an der 0 berfläche immer mehr zurück. 
Dies ist genau dieselbe Erscheinung, welche auch bei den im 
Craigleith-Steinbruch zu Edinburgh in die Erde eingegrabenen Ther-
mometern beobachtet wurde. Die Temperaturschwankungen ergaben 
d~bei erstens eine 24stündige und zweitens e~ne jährliche Periode. 
1!fe jährlichen periodischen Schwankungen als Mittelwerte aus einer 























Die Thermometer zu Calton Bill (Edinburgh) in 7,3 m Tiefe unter 
der Erdoberfläche zeigten ein Temperaturmaximum am 6. Januar. 
Nun wollen wir unter Rückkehr zum voraufgehenden Beispiel 
aus (4) ermitteln, wie viel Wärme durch 1 qcm Fläche fliefst, d. h. 
wir wollen - k dv für J'eden beliebigen Augenblick bestimmen. Wir 
da: 
setzen y:n = ai dann wird: 
dd v = _ aae- az sin (2:ltnt - (Xx) - aae-a:t: cos (2:n:nt - ax) . 
• 1: 
Für x = 0, d. h. für die innere Oberfläche des Cylinders, ergiebt 
sich dann nach Multiplikation mit - k: 
oder 
( _ k dv) = + kaa {sin 2:n:nt + cos 2:n:nt} da: .<=0 
( _ k dV) = kaaY2 sin (2:n:nt + :). da: z=o 
Dieser Ausdruck ist positiv für eine halbe U~dreh~, während 
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halbe Umdrehung, wo die Wärme aus dem Metall herausströmt. Wir 
wollen nun untersuchen, wie viel Wärme hineinfliefst ; die gesamte 
ausströmende Wärme hat natürlich denselben Wert. 
Wir integrieren zu dem Zwecke den obigen Ausdruck für eine 
halbe Periode und erhalten, indem wir ~ = 1: setzen: 
n 
J~. ~ 1/2kws kaa V2 sm 2:n:nt . dt = kcxa V2 . n = a r not • 
Das heirst: die fluktuierende Wärmemenge ist proportional der maxi-
malen Temperaturdifferenz und umgekehrt proportional der Quadrat-
wurzel aus der Tourenzahl. 
Wir haben damit ein ziemlich einfaches, mathematisch formu-
liertes Resultat erhalten, und der Leser mag sich nun überlegenr 
wie es auf ein technisches Problem angewentiet werden kann. Ob-
wohl in Wirklichkeit die Vorgänge viel komplizierter sind, so liefert 
uns doch die Gleichung eine angenäherte Kenntnis derselben. Ab-
gesehen davon, dars sich der Verlust an latenter Dampfwärme durch 
einen Dampfmantel und die damit erreichte Trockenhaltung der 
Cylinderwandung herab drücken läfst, erkennen wir, dafs der Verlust 
an Wärme durch Leitung proportional der Temperaturschwankung 
des Dampfes und der beim Abschlufs der Dampfeinströmung expo-
nierten Cylinderoberfläche und umgekehrt proportional der Quadrat-
wurzel aus der Tourenzahl ist. 
Ein Mittel, welches wahrscheinlich mehr als jedes andere den 
Verlust verringern würde, besteht in der Vermengung des Dampfes; 
mit etwas Luft oder Leuchtgas oder mit irgend einem anderen Gase, 
welches weniger leicht kondensiert, wie der Wasserdampf. 
Wenn wir nicht blofs das erste Glied der Fourier'schen Reihe 
benutzen, sondern mehrere derselben, so kommen wir zu dem Re-
sultate, dafs die im Dampfcylinder bei einem Hube verlorene Wärme-
menge gleich ist mit: 
(Tl - Ta) (b + ~) ~ . ryn 
Dabei bedeutet Tl die Anfangstemperatur des Frischdampfes, T. 
die Temperatur des Hinterdampfes, r den Füllungsgrad, n die Um-
drehungszahl pro Minute und A die Kolbenflächej b und c sind Kon-
stanten, deren Wert für jede Dampfmaschinentype besonders bestimmt 
werden muss, und die aufserdem von den Vorkehrungen zur Trocken-
haltung des Dampfes und 7.ur Heizung des Mantels abhängen. 
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271. Es wird für den Lernenden zweckmäfsig sein, wenn er stets 
-eine möglichst vollständige Integraltabelle zur Hand hat. Besonders 
nützlich würde es sein, wenn er sich Idr seinen eigenen Gebrauch 
,eine derartige Tabelle selber anlegen würde; aber ich habe gefunden, 
dars sie gewöhnlich verloren geht, wenn man sie nicht in ein Nach-
·,schlagebuch eingebunden hat. Wir drucken deswegen eine solche 
'Ta'belle hier ab. Wiederholungen waren dabei unvermeidl~ch. 
Tabelle der wichtigsten Integrale. 




.3. f e'" . dx = e"'. 
4. Jax • dx = _1_ aX • loga 
5. J oos!mx· dx = ~ sinmx. 
6.jsinmx.dx=- ~ cos mx. 
'7. f cotang X· dx=log(sinx). 
8. f tangx·dx=-log(cosx). 
17. fcoshax.ax= ~ sinhax*). 
9. ftangz. sec x· dx = sec x. 
10. fsec! x· dx = tang x. 
11. fcosecsx.ax=-cotangx. 
12. J~t-- = ~ tang ax. 
cos ax a 
f dx 1 13. sin'ax = - Cl cotangax. 
14. J Va:~x,=arcsin~. 
15. J~=~arctang~. 
a'+x' a a 
16. =-arcsec-' f dx 1 x xy'z'-a' a a 
*) In den Formeln 17 bis 23 haben wir die Bezeichnungen der sogenannten 
hyperbolischen Funktionen gebraucht: 
sinh x = t(eX - e-~, 1 oosech x = sinh x ' 
1 
sech x = cosh x ' 
sinh x eh - 1 1 
tangh x = --h- = -,-- , cotangh x -= tangh i . 
wsx e"'+l 
Analog. setzen wir, falls 11 .... sinh x ist, umgeke~ x = ar~ sinh y. 




18. f sinh ax . dx = ~ cash ax. 
19. f sech2 ax . clx = ~ tangh ax. 
sinh (a + b) = sinh a cosh b + cosh ~ sinh b, 
cosh (a + b) = cosh a cosh b + sinh a sinh b, 
sinh (a - b) = sinh a cosh b - cosh a sinh b, 
cash (a - b) = cash a cash b - sinh a sinh b, 
sinh 2a = 2 sinh a . cash a, 
cash 2a = cash' a + sinh' a = 2 cosh' a - 1, 
= 2 sinh' a + 1. 
[llI. 1111 
Wir nehmen an, dars die imaginäte Einheit i = P den Rechnungs-
regeln der reellen Zahlen folgt, wobei insbesondere i' = - 1, i S = - i, i: = ~, 
i" = i, ... zutrifft. Wir können alsdann eine "komplexe Zahl" a + i b In die 
Gestalt setzen: 
a + ib = l' (cos -IT + i sin -IT), 
wobei die Gleichungen gelten: 
b tano-IT = _. 
" a 
Bei Gebrauch dieser Schreibweise ist es leicht, die n'J Wurzel aus der 
Zahl a + ib zu ziehen. Wir finden nämlich: 
Ya+ib=r~(cos: +isin :), 
können aber in dieser Formel noch -IT um beliebige Vielfache von 2:>t ver-
mehren. Hierbei entspringen im ganzen n verschiedene Werte der ntJD Wurzel 
aus a + ib (cf. Art. 234). 
Ferner bestehen die Formeln: 
i a = cos Ct + i sin Ct, -ia .. e =COSCt-~SlnCt. 
Ist 
Z= a + ib= r(cos-IT+iain-IT) = ritt, 
so gilt für den natürlichen Logarithmus von Z: 
log z = log r + i -IT = t log (a' + b') + i arc tang!!.. . 
a 
Dieser Ausdruck ist unendlich vieldeutig, da der Wert arc tang!!.. um beliebige 
a 
Vielfache von 21C vermehrt werden kann. Diese Vieldeutigkeit entspricht um-
gekehrt der Formel eJbri = 1, wo k eine beliebige ganze Zahl ist. 
Die Beziehung zwischen den trigonometrischen und den hyperbolischen 
Funktionen kleidet sich nun in die Gestalt: 
cosh x = C08 ix, 
Man zeige, dars, wenn man in: 
14 = a.cc sinh x oder 
sinh x = - i sin ix. 
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20. f co sech' ax . dx = - : eotangh ax. 
21. Iv dx = are sinh'::' = log {x + Vx' + a'}' 
a' + x' a 
22. f da; = are cosh .::. = log {x + V x' - a'} . V.r:'-a' a 
23. f~ = ~ are tangh'::' = ~ log a + x. 
at-x' a a 2a a-x 
24 f dx __ 1_ 10 x-i!.. 
• (a;-et) (x-ß) - Ilt-ß g x-tl 
25 r dx . x-a f da; 1 . x-a . = are Sill --, - are sm -~ . ... V2ax- x' a xY2ax-a' a x 
26. f Va' - x'· dx = txYa2 - x' + t a' arcsin : . 
27. f Vx'+all.ax=txYx2+a2+ta'log{x+Vx2+a2}. 
für u positive Werte einsetzt, die Gleichung gilt: 
e
U 
= x + VI + x', 
und dafs dementsprechend zutrifft: 
u = are sinh x = log (x +)"1 + x,). 
Analog gelten die Formeln: 
arccosh a; = log (x + yx' - 1), 
l+x 
are tangh x = t log -1 -- , 
-x 
arc sech x = log (! + y:, - 1 ), 
arc cosech x = log (! + -V :. + 1) . 
Man vergleiche noch die folgenden Formeln: 
J dx = are sin x f dx = are sinh x = log (x + JlT+ii), Y1 Xl 'VI+ x' 
f y dx = arccoshx= log (x + Yx'-l), J i x'- 1 
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28. f Yx2-a2.dx=txYx2-a2-ta210g {x+Yx2-a2 }. 
29 = - - arc Sill - oder = - arc cos -- . f dx 1. a 1 a · xV x' - a' a x a x 
f dx r x 30 =-log . · xy'a'±x' a a+Va'±x' 
f 1 -- a+ya' ± x' 31. - ~/a2+x2. dx = ya2+x2 - a log _ .. x y - - x 
fl~~ - a 32. x y x2 - a2 • dx = Y x 2 - a2 - a arc cos x . 
33. f x· dx = + Ya2 +x2• 
ya'±x' - -
34 f x·dx =~~ · - y x- - a-. yx' - a' 
35. J xYx2 ±a2 • dx = i- y(x2 ± a2)3: 
36. f xYa2 _x2 • dx = - t y(a2 _ x2)s: 
J x a ---- a' . X-Ir 37. Y2ax-x2 .dx= -; Y2ax-x2 +"2 arcsin -a--
38 f dx = l/X-l. 
· (x+ 1) y:;;c 1 r x+ 1 
39 f dx = _ Vx + 1. 
· (x-l)yx'-l x-i 
40. f V~ ~ : . d x = are sin x - Yi - x!. 
41. J-V:t:· dx =y(x + a)(x + b) 
+ (a - b) log (y x + a + y x + b). 
42. f xm-l(a + bxn):. dx. 
Wir unterscheiden bei diesem Integral drei Fälle: 
, 
1) Ist : eine positive ganze Zahl, so entwickele man (a + bX"fi 
binomisch, multipliziere mit x'n-Idx und integriere gliedweise. 
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2) Man substituiere a + b:Jf' = '!fI. 
3) Falls die eben genannte Substitution auf unübersichtliche 
Rechnungen führt, so versuche man die Substitution a:r" + b = y2 
anzuwenden; doch gelangt man auch dann nicht in jedem Falle zu 
einfachen Verhältnissen. 
43. f arc sin x . dx = x arc sin x + VI - x 3• 
44. f x log x· dx = ~! (log x - t)· 
45. f xe'tx·dx= ~ eax(x - :). 
46. f x"ea:t: . d x = ~ x"eax - : f :Jf'-1 ellX. dx. 
Man beachte genau dieses erste Beispiel einer Recursionsformel, 
welche dazu dient, den Exponenten n Schritt für Schritt zu reduzieren. 
f eax 1 eax a f cax 47. -dx=-----+-- --dx. ar m-l ar- 1 m-1 :r;m-l 
f 1 Ifca ", 48. eax log x . dx = a &'" log x - a X- dx. 
49 f da; 1 +sinx (" X) . - = 1. log . = log cotang -- - - . • cosx 1I 1 - sm x 4, 2 
50. f-~x = log tang x. 
SIn.:!': 2 
5 f dx 2 Va - b tang ~ 1. = are tang 1 a+b cosx Vas-b' Va+b 
Vb a tang~ + Vb + a 
1 I 2 
,Ib' I og -- x ,~' y -a Yb-atang2"- yb+a 
52 J..ez . d ea", (c Bin ax - a C08 ax) 
. "sm ax· x = a' + Cl • 
53 je"z d ce", (6 WS ax + a sin ax) . 
. eos ax· X = af + C' 
wo a> b, 
wo a<b. 




55 J~=- oosx 1 + n-~J ~xS . 
. sin" x (n - 1) sin" x n - sin - x 
56. Jeaz sinn X· dx = a.~"'n' Sinn-lX (a sin X - n cos X) 
+ n(n -1) r rf1'" sinn-tX' dx. a'+n'J I 
'" f" sin(m-n)x sin(m+n)x. 
57')' smmx·smnx·dx= 2(m-n) - 2(m+n) 
f . sin(m-n)x sin(m+n)x 58. cosmx·cosnx·dx= 2(m-n) + 2(m+n) . 
[nI. 271 
J. cos(m+n)x cos(m-n)x 59. sm mx . cos nx . dx = - 2 (m + n) - 2 (m - n) • 
60. JSin'nx.dx=tx- 41nsin2nx. 
·61. fcos2 nx· dx = 41n sin2nx + t x. 
n oder 2n 
'62 **).J~in mx . sin nx· dx = O. 
o 
TC oder 2 rt 
63. Jcos mx· cos nx· dx = O. 
o 
rt n 
64. fsin2nx. dx = ~ , fCOB1nx. dx = ~ . 
o o 
2rt 
65. fsinmx. COBnx· dx = O. 
o 
n 
66. fsin mx . COB nx . dx == 0, falls m - n gerade ist. 
o 
*) Bei Ausführung der Integrale 57 bis 61 hat man von folgenden Fonneln 
Gebrauch zu machen: 
2 sin mx sin nx == C08 (m - n)x - cos(m + n)x, 
2 C08 mx cos nx = cos (m - n)x + cos (m + n)x, 
2 sin mx C08 nx == sin (m + n)x + sin (m - n)x, 
oos 2nx == 2 cos' nx-l = 1-2 sin' 1IX • 










, "sin mx· cos nx· dx = t m tI falls m - n ungerade ist. 
'- m-'It 
o 
f . lIinm+1x SlnrnX' cosx· dx = ----. m+l 
f . cosm+ 1x co sm X • sm x . d x = - . m+l 
Hiernach kann irgend eine ungerade Potenz von cos x oder eine 
ebensolche Potenz von sinx leicht integriert werden. Wir schreiben: 
bezw. 
cos!n+ 1 X = (1 - sin2 x)n cos x 
sin2n +1 x = (1 - cos2 x)n sinx, 
entwickeln binomisch und integrieren nach 68 resp. 69 gliedweise. 
Analog kann man si nP x . cosq x integrieren, falls entweder p oder 









fxm sinx· dx = - xrn cosx + m Jxm - 1 cosx· dx. 
fxm cosx· dx = xm sinx - m J xm- 1 sinx· dx. 
f Sin =-. dx = __ 1_ ~E~ + _1_ (cosx dx. x"' m-l xm - 1 m-1Jxm - 1 
f COSX • dx = __ 1_ cosx __ 1_ (sinx dx. x'" m-1 xm - 1 m-1J~-1 
Jtanr: x. dx = (ta:g~);-l - j(tangx)"-" dx. 
f . x"+l arcsinx 1 (x"+ldx x" arc sm x . dx = n + 1 - n + 1 J }ll- x'' 
f x"+larctangx 1 f x,,+l d X x" arc tang x . dx = n + 1 - n + 1 1 + x' . 
r dx = 2 arc tan 2cx + b , falls 4ac>bj , J a+bx+cx' Y4ac-b' gV4ac-b' 
1 2 cx + b - Vb' - 4ac 





+ b' falls 4ac = b'. 
1st X = a + bx + cx' und q = 4ac - b', so gilt: 
78 JdX _ 2cx+ b + 2cfdX. . X' - lJX lJ X 
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79. f dX = 2cx + b (_1_ + ~~) + ~!dX . r q 2P qX ~ X 
80. JX.dX bX+2a bfdX -XO=--qX-q x· 
81. JdX 1 Xi b fdx xX=2a 1og X-2a x· 
82. JdX b X 1 ( bi C)fdX XiX = 2a' log x' - ax + 2a' - a X . 
83. J da: = 2 arc sin V X - a . y'(x-a)(b-x) b-a 
,.,,-;--;--..-:-f dx = _2_ arc sin 1 /ß(a + bx) . y'(a + bx)(a - ßx) Jfbi3 V ap + ba 84. 
85. ! _=d=X== = ~ arc sec (X1) . xy'x" _ a i an a 
86. J dx 1 I y'~-a xy'xn+a' = an og y'a'+x"+a . 
87. f dx = ,~ log (ex + ~ + Y e( a + bx + cx') ) . y'a+ bx+cx' rC 
88. = - arcsm . f dx 1. 2cx-b y'a+bx-cx' Vc y'4ac+b1 
89. p+ gx entwickelt man in die Summe: 
Jla+bx+cx' 
.JL b+2cx + 2pc-gb 1 
2c Jla+bx+cxi 2c y'a+bx+cx" 
worauf die einzelnen Glieder leicht integriert werden können. 
90. Irgend ein Integral von der Form: 
p 
f p+ Q(ax+ b)r d q x, B +S(ax+b)" 
wo P, Q, B, S ganze rationale Funktionen von x sind, kann durch 
Einführung der neuen Variabeln v vermöge der Subtitution a:r: + b-v 
auf rationale Gestalt trlUlllformiert werden. 
91. Irgend ein Integral von der Gestalt: 
! P+Qy1! dx B+Sy1! , 
wo U - a + b:r; + cx' i~ kann durch Einführung einer neuen Varia-
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belen y auf rationale Gestalt transformiert werden. Zu diesem Zwecke 
bedient man sich, falls c> ° ist., der Substitution: 
y=xyc+yu, 
welche: 
liefert. Ist c < 0, so nehmen wir b2 - 4ac > ° und setzen zur Ab~ 
kürzung: 
-b+Vbi -4"Uc -b-Yb'-4ac 
---'"--'-:c:2-c--' = cx, ---2 c = ß; 
Ci und ß sind die beiden Lösungen der in x quadratischen Gleichung 
U = 0, und zwar ist ß> cx. Man verwende nun die Substitution: 









ß + IXYs 
x=-l+y' , i7J= Yb
i
-4ac ._y_. 
)1- c 1 + y' 
soeben U=a + bx+ cx' d 4 b2 s- 41e un q= ac- , - q , 
f~ = 2(2cx+b). UVU qyu 
f~~ = 2(2cx+ b)"Vll + 28(n-1)j---.ix __ . u"yu (2n-l)qU" 211-1 Un-1yu 
j "ll[]. d = (2cx+b)YU + ~fd:'. y u X 4c 28 y'U 
so gilt: 
f U"ll[]od = (2CX+b)VU(U+~) +~fd:'o y u x 8c 28 88' yu 
f ,/Tf (2cx+b)U"VU 2n+1 fun'dX 0 U"y U· dx = 4(n+ l)c + 2(n+ l)8 VU 
j XdX= yu -.!!..f~' y'U c 2c y'U 
. (dx =-~10 {yU+y'ä+~}, falls a>O, J ~y'U ya g x 2Va 
1 . ( bX+2a) L'_1I_ <0 
.... -- are sm , J.1iI.1II a , V- a xYb'-4ac 
-2YU '_11_ ° 
- - fillllf a = . bx ' 
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272. Die Lösungen zahlreicher Problew~ der Physik kleiden 
sich in die Gestalt gewisser wohlbekannter Integrale, von denen eine' 
ganze Reihe in der vorstehenden Tabelle zu finden sind. Das er-
schöpfende Studium dieser Integrale geht. über den Rahmen des vor-
liegenden Buches hinaus. Es mögen nur noch einige Worte über' 
die Gammafunktiou gesagt werden, welche durch das folgende be-
stimmte Integral definiert werden kann: 
'" 
(1) ren) =fe-xxn-1ax. 
o 
Durch partielle Integration folgt: 
fe-xxnax = - e-xxn + nfe-xxn-1dx. 
Trägt man die Grenzen 0 und 00 ein und berücksichtigt, dafs e- x xll 
sowohl für x = 0, wie für x = 00 verschwindet, so folgt: 
., '" 
(2) fe-xxnax = nfe-Xxn-1ax. 
o 0 
Diese Gleichung. liefert für die r- Funktion die Regel: 
(3) ren + 1) = n r(n), 
sodafs speziell im Falle einer positiven ganzen Zahl n die Gleichung 
besteht: . 
(4) ren + 1) = n(n - 1)(n - 2) ... 2·1 = n! 
Man beachte, dafs das Symbol n! allein für positive ganze 
Zahlen n einen Sinn hat, während rc n) auf Grund der Darstellung (1) 
auch für gebrochene positive Zahlen n seine Bedeutung behält. 
Es existieren Tafeln. der Werte der r-Funktion; doch können 
wir hier auf die Berechnung dieser Tafeln nicht näher eingehen. 
Die Formel: 
(5) T(-l) = y;r 
findet man in den meisten Lehrbüchern der Integralrechnung auf sehr 
elegante Weise bewiesen. Diese Formel setzt uns in den Stand, ver-
möge der Gleichung (3) die Funktionswerte T(i), T(t), ... zu be-
rechnen. 
Eine grofse Zahl wichtiger bestimmter Integrale kann vermöge 
der T- Funktion ausgedrückt werden. Beispiele sind die folgenden: 
n Tt 
,- I 
1. !8infl O. dB = /C08"0. dB = t Y;r(n~ 1): r(i + 1). 
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1 co 
2. fxm - 1(1-x)n-l dx =f ym-1dy = T(m)r(n). (1 + y)'''+l1 r(l/! + n) 
0 0 
00 
3. f 1 1-e-a'z'dx = ~ T(1) = - Yn. 2a 2 2a 
0 
«> 
4. ""(xll e- az dx = a-(Hl) ren + 1). 
0 
1 




6. je- lI .dY 1 e 
--v-- ="2 r "2)' 2a y a 
v 
1 (l) • . T - T(m) 
7. tJ ytl-1(1_ y)'n- 1 dy = \ . 
o 2r(2" + 111) 
n 
-
r(P t 1) r(gt 1) 2 
8. fsin p 8 cos q 8· d8 = 






Abkühlung ,Newtons Gesetz -derA. 188. 
Adiabatisches Geset~. 106, 172, 191. 
Aggregatzustand, Anderung des A. 
175. 
Amplitude einer harmonischen Funktion 
199. 
Analogien bei den Problemen über 
Balkenbiegung 125. 
- zwischen mechanischen und elek-
trischen Schwingungen 244. 
4nalysator, harmonischer A. 233. 
Anderung des Aggregatzustandes 175. 
Anziehungskräfte 389. 
Arbeit, Begriff der A. 36. 
- bei der Drehung 38. 
- einer expandierenden Flüssigkeit 76, 
84. 
- eines Gases 174. 
- pro k;g Dampf 62. 
Arc~imedisehe Spirale 343. 
are sm x, arc cos x, arc tang x, arc cotg x 
316. 
Asymptote einer ebenen Kurve 342. 
Atmosphärischer Druck, Änderung des 
a. D. mit der Höhe 191. 
Aufhängung, bifilare 206. 
AusRufs von Fliissi&:keiten 152. 
- von Gasen aus üefäfsen 62, 147. 
Ayrton-Perry-Federn 60. 
Bahn, elektrische 68. 
Balken auf drei Stützen 1~. 
-, Belastungsbeispiele 112-115. 
-, eingespannt 116-125. 
-, Seherspannung im B. 133. 
-, Tragkraft bei rechteckigem Quer-
schnitt 55. 
- von gleicher Sicherheit 118. 
Begleitkurve der Cykloide 343. 
.Beschleunigung 28, 33. 
- bei einer harmon. Beweg. 217. 
Besselsche Funktionen 397. 
Bestimmtes Integral 79. 
Pe rr r, höhere Analrii •. 
Bewegung, drehende B. 37. 
-, gleichförmig beschleunigte B. 34. 
- im widerstrebenden Medium 355. 
- von Flüssigkeiten 145. 
Bewegungsgröfse 30. 
Biegung der Balken 110-137. 
- der Federn 138. 
- von Streben 299. 
Biegungsgleichung 112. 
Bifilare Aufhängung 206. 
Binomischer Lehrsatz 38. 
Bogenlänge der Kurven 89. 
Bogenma[s der Winkel 11. 
Bramwellsche Steuerung 222. 
Cardioide 344 
Carnotsche Funktion 169. 
- Kreisprozefs 168, 176. 
Charakteristik einer Dynamo 335. 
Cissoide 344. 
Clairautsche Differentialgleichung 3.77. 
Conchoide 344. 
Cosinusreihen 235. 
cos x, Differentiation 313. 
co tang x, Differentiation 314. 
Curl 155. 
Cykloide H, 353. 
-, Begleitkurve der C. 343. 
Cylinder, Festigkeit dickere. 102. 
_, Trägheitsmoment eines C. 94, 98. 
_ Wärmeaustausch im C. einer Dampf-
::naschine 401. . 
Dampf, Arbeitsleistung pro kg D. 61. 
Dampfmaschinen 47. . 
Dampfmaschinenindikator , SchWIng-
ungen eines D. 248. . 
Dampl'maschinenkolben, Bewegung 6lnes 
D. 219. 
Dampfschiff, Kohlem'e~brauch einesD.&7. 







-, lineare D. 253, 369. 
-, partielle D. 386. 
Differentialquotient 24, 32, 306. 
Differentiation einer Funktion von meh-
reren Veränderlichen 385. 
- eines Produktes 307. 
- eines Quotienten 308. 
-, wiederholte D. 32. 
- zusammengesetzter Funktionen 180, 
309. 
Distributives Gesetz bei Operations-
symbolen 265. 
Drehende Schwingungen 243. 
Drehmoment 37. 
Druck einer Flüssigkeit 141. 
Dynamo, Serien-D. 335. 
e"" 11. 
e"x cos bx 324. 
e"X sin bx 12, 324. 
Ebbe und Flut 224. 
Effektiver Strom, effektive Spannung 
230, 283. 
Elliptische Integrale und Funktionen 
384. 
Empirische Formeln 18. 
Energie eines schwingenden Systems 
18t. 
-, innere E. eines Gases 165. 
-, kinetische 'E. 35, 208. 
-, potentielle E. 208. 
-, Spannungs-E. 37. 
Entladung eines Kondensators 182. 
Entropie 165, 177. 






Eulersche Knickformel 303'. 
Expansion des Gases 19. 
Explosion von Gasgemischen 55. 
Exponentialfunktion e'" 12, 185. 
- und trigonometrische Funktionen, 
Zusammenhang derselben 205, 213;. 
862. 
Exponentialgesetz 185. 
Einfache harmonische Bewegung 200. 
- - -, gedämpfte e. h. B. 341. Faktor, integrierender F. 166, 869. 
Elastizität 108, 163. Fallgesetze 25, 33, 355. 
Elektrische Elemente, galvanische 59. Federn 37, 60. 
- Glühlampe 337. -, gebogene F. 138. 
- Kondensatoren 186, 271, 275. - mit schwingender Masse 181. 
- Leitung, wirtschaftlicher Querschnitt Feld, magnetisches F. um einen geraden 
65, 68. Draht 156. 
Elektrischer Kondensator als Neben- -, rotierendes magnetisilhes F. 239, 
schlufs 279, 281. 287. 
- Leistungsmesser 239.' Festigkeit von Balken 55. 
Leiter 193. - von dicken Cylindem HJ2. 
- Strom, effektiver 230. - von dünnen Cylindem 105. 
- Transformator 38, 288. Feuerung, Luftüberschnfs bei einer F. 75~ 
- Wechselstrom 38, 206,218,237, 244, Fixpunkt eines Erdbebenindikators 262. 
270, 274, 283. Flächenberechnung bei Kurven 81. 
- Wechselstromgenerator 206. - bei der Kettenlinie 197. 
Elektrische Schwingungen 182, 244, 262. - bei der Parabel 83. 
- Selbstinduktion 157. Flächenintegral 80. 
- Spannung, effektive e. S. 230, 283. Fläche, Niveau-F. 144. 
- Wechselströme, Wirkung derselben -, Umdrehungs-F. 88, 91. 
auf einander 227. Flüssigkeit, Arbeitsleistung einer ex-
- Zeitkonstante einer Spule 69. ,pandierenden F. 76. 
Elektrodynamometer 227. 1-, Bewegung einer F. 145, 149. 
Elektromagnetismus, Grundgesetze des E. -, Druck einer F. 141. 
154. -, Reibung in einer F. 192. 
Elektromotorische Kraft 154. -, Wirbel in einer F. 143. 
- -, dnrch Bewegung induzierte e. K. Flut 224. 
205. Fouriersche Reihen 224, 229, 231. 
Ellipse 12, 13, 96, 184, 315. - -, Regel für die Koeffizienten-




Fouriersche Reihen, Übungen über F. R. 
357. 
Fundamentalintegrale 317. 
Funktionen, allgemeiner Begriff 10. 
-, Besselsche F. 397, 399. 
-, elliptische F. 384. 
-, hyperbolische F. 196, 405. 
-, trigonometrische F. 12, 198-213. 
- von mehreren Veränderlichen 157, 
385. 
Galvanische Elemente 69. 
Gammafunktion 270, 414. 
Gas M. 
Arbeitsleistung eines G. 77, 84. 
Ausflul"smenge eines G. 62, 147. 
Elastizität eines G. 109. 
-Maschine 19, 10.5, 174, 31l. 
- -, Diagramm 311. 
- -, Wärmevorgänge in der G. M. 311. 
-, vollkommenes G. 172. 
Gaussage 154. 
Gedämpfte Schwingungen 13, 242, 259 
-263. 
Gegenseitige Induktion zweier Strom-
kreise 286. 
Generator, Wechselstrom-Go 206. 
-, - in Parallel- und Serienschaltung 
295, 296. 
Gerade Linie 16. 
Geradführung 15. 
Geschofs ·352, 356. 
Gleichungen, Lösung von G. 58. 
-, partielle Differential-G. 386. 
Gleichwinklige Spirale 215. 
Gleiten eines Riemens 189. 
Glühlampe, Ökonomie und günstigste 
Spannung einer G. 337. 
Graphische Methode bei Berechnung 
von Balken 125. 
- - zur Berechnung der Koeffizienten 
einer Fourierschen Reihe 233. 
Grenze, Begriff der G. 26. 
Groves Problem 294. 
Guldins Regel 92. 
Hängebrücke 70. 
Harmonische Funktionen und Beweg-
ungen 198, 214. 
Harmonischer Analysator 233. 
Hauptsatz, erster H. der mechanischen 
Wärmetheorie 167. 
-, zweiter H. d. m. W. 170. 
Heizfläche eines Dampfkessels 73. 
Henry, elektrische Ma[seinheit 157. 
Hydraulische Kraftübertragung 67. 
- Presse, Festigkeit des Cy'linders 104. 
Hyperbel 12. 
Hyperbolische Funktionen 196, 405. 
- Spirale 344. 
Hypocykloide 343. 
Hypotrochoide .p43. 
Hysteresis 239, 291. 
Geschwindigkeit 24, 34, 216.lgettransformator 280. 
Gesetz, adiabatisches G. bei Gasen 1.7~, Imruginäre Zahlen 4, 2011, lI13, 2.5.5, 362. 
191. Indikatordiagramm 61, 78. 
der Entropie .17.'7. - d!ji: Gasmaschine lU6, 311. 
der Expansion des Dampfes 19. Indikator, Schwingungen des L 248. 
der Schwingungen eines Systems InQuoktion 167. 
259-264. -, gegenseitige I. 286. 
-, distributives G. bei Operationssym- - in Transformatoren 294. 
bolen 26.5. -, Selbst-I. 38, 69. 
-, . Eulers G. für Streben 302. -, Selbst-I. und Kapazität 275. 
-, Fall-G. 25. Induktionsspule und Kondensator 294. 
-, kommutatives G. 265. Innere Energie eines Gases 16.5. 
- Newton~ G. der Abkühlung 188. I Integral, bestimmtes I. 79. 
-, PecIets G. des Wärmeüberganges H. i -, doppeltes 1. 79. 
- über den WänDeverli.!-st in einem: -, elliptisches 1. 38,1. 
Dampfcylinder 401. ! -, Flächen-I. 80. 
-, Zinseszins-Go 186. i -, Iiinien-I. 80. 
Gewicht 30 I - -Tabelle 406-413. 
Gezeiten 224. ! Integration 26, 32, 42. 
G leiche Sicherheit, Balken V{ln gl. S.;~, pl!-rtielle 1. 323. 
118. ! -, übungsaufgaben 210, 318-333. 
Gleichförmig beschleunigte.Bewegung 34. i Integrierender Faktor .166, 369. ~ 
Gleichungen, Difflll'Cntial~G. 2~3-258, i .Joulescbes .Wärmeäqu~valent 47, 1,7:. 




Isolierter Punkt einer ebenen Kurve 342. : Leistung, wirkliche L. 238. 
lsothennische Expansion 106, 173. ! Leistungsmesser, elektrischer L. 2ß9. 
I Leitungsnetz 271. 
Kapazität eines Kondensators 186, 2il, Lemniskate 343. 
275. ! Lineare Differentialgleichungen 253-
Kegel 85, 91. I 258, 263-370. 
Kessel, Heizfläche eines K. 73. i Linienintegral 80, 154. 
Kettenbrücke 70. Lituus 344. 
Kettenlinie 73, 196. Logarithmen 2, 185. 
Kilogramm als Krafteinheit 30. Logarithmische Kurve 344. 
Kinetische Energie 35, 208. - Spirale 344. 
Kohlenverbrauch eines Dampfers 57. Logalithmisches Dekrement 13. 
Kommutatives Gesetz bei Operations-: log x, Differentiationsregel 313. 
symbolen 265. I Lur'tturbine 148. 
Kondensation im Cylinder einer Dampf-' Luftübel'schufs bei einer Feuerung j,y. 
maschine 61, 404. I 
Kondensator, elektrischer K. 186, 243, 271. ' Maclaurinscher Lehrsatz 360. 
- in Reihe mit einer Induktionsspule 294. Magnetische Kraft l5G. 
- zur Kompensation der Selbstinduktion - Streuung, Spannungsverlust in folge. 
281. der m. St. 293. 
Kondensverluste in einem Dampfma- l\T agnetisches Feld, rotierendes m. F. 
schinencylinder 404. ' 239, 287. 
Konkavität und Konvexität der Kunen - - um einen geraden Leiter 156, 239. 
347. Magnetnadel 207. 
Koordinaten r, {/', 'P 392. Masse 30. 
Kraft, Einheit der K. 30. -, Bewegungsenergie einer M. 182. 
- -Linien 114, 155. : -, schwingende M. an einer Feder 181. 
-, Schwer-K. 101. :1Iiaxima u~p. Minima 53, 65, 333. 
-, Zentral-K. 388. - - -, Ubungsaufgaben über M. uml 
Kreis 12. M. 53-65, 333-337. 
-, Trägheitsmoment des K. 95. Millimeterpapier 7, 8. 
Krümmung, Krümmungsmal's, Krüm- )Iittelwerte der Produkte zweier Sinus-
mungsradius 111, 140, 347-349. f'mktionen 210-213. 
- von Balken 111-137. }Iittelwert einer Fuuktion 210. 
- von Streben 299. ~Ioi\Tescher Satz 362. 
Kugelfunktionen 394. Moment der Trägheit 94. 
Kulissensteuerung 15. 
Kuppelstange einer Lokomotive 303. 
Kurbel 200. 
- und Kurbelstange 14, 220. 
Kurven, Bogenläl1ge von K. 89, 353. 
-, 1<'hichenbestimIDungen bei K. 81. 
Kurvendi.kussionen 50, iH2. 
Lagerreibung 37,1. 
Länge einer Kun'e SI), 35.1. 
Latente '\Viirme 4 ... 
Legendresche Differentialgleichung' 3Hr,. 
- Polynome ;{!Hl. 
Lehrsatz, Binomiseher L. 3S. 
- Guldins L. (12. 
Maclaurine L. 360. 
Moines L. 362. 
, Taylors L. :{5~1. 
Lei.tung, elektrische L. 2:IS 




: Natürliche Schwingungen 259, 260, 
. Negative und positi"e Steigung :!3 . 
. Netz, Kabel-N, Leitungo-N. 271. 
Newtons Gesetz der Abkühlung 18S. 
NiveauflUehe 144. 
Norn;ale 18, 50, 195. 
Oberfläche des Ringes 93. 
- von Rotationskörpern 90. 
Uhmsches Gt'setz 38. 
- -, abgeändertes O. G. 158, l\J:'. 
:lllS, 2jO. 
Oktave 221. 
Operationssymbol 0 265. 
Uskulationspunkt einer ebenen Kurve 342. 




Parabel 10, 13, 31, 35, 71, 83. : Rentabilität elektrischer Lampen 337. 
Paraboloid, Rotations-P. 87. 1- - Leitungen 63-66. 
Parallelschaltuug von '\Vechselstromdy-' - hydraulischer Leitungen 67. 
namos 296. ,Resonanz 2.17. 
Parameter des elliptischen Integrals: Resultierende mehrerer periodischer 
dritter Gattung 384. Funktionen 241. 
-, variabler P. einer Kurvenschar 351. Richtkräfte 207. 
Partialbrüche bei Operationssymbolen Riemen, Gleiten eines R. auf einer 
268. Riemscheibe 189. 
- einer rationalen Funktion 329-332. Ring, Volumen und Oberfläche eines R. 
Partielle Differentialgleichungen 386, i 92, 93. 
393, 400. i rot. (rotation) 155. 
- Differentiation 45, 1:'i9, 180. I Rotationskörper, Oberfläche von R. 90. 
Peclets Gesetz des Wärme überganges 74 .. -, Volumen von R. 86. 
Pendel 207. Rotierendes Feld 239, 287. 
Periodenzahl, Periode 214. rund {T, Polarkoordinaten in der Ebene 
Periodische Bewegungen in zwei Rich- 340. 
tun gen 2.10. r, {T und <:p, Polarkoordinaten im Raume 
- Funktionen 224, 231. 392. 
Pferdestärke, Dampfverbrauch pro PS. 
48. 
p .. (/1) oder Pm(cos,fT) 3!J5. 
Polarkoordinaten 340, 392. 
Positive und negative Steigung 23. 
Potentielle Energie 37, 208. 
Presse, hydraulische P. 105. 
Produkt, Dift'erentiation eines P. 
307. 
Punkt, Bewegung eines P. auf 
krümmter Bahn 387. 
-, End-P. einer Kurve 3.12. 
-, isolierter P. einer Kurve 342. 
-, Oskulations-P. einer Kurve 342. 
-, Wende-Po einer Kurve 342. 
Pumpenstange 188. 
Quadriertes Papier 7, 8. 
Quirl 155. 
Schallgeschwindigkeit 109. 
Scheinbare Leistung eines elektrischen 
Stromes 238. 
Scberkraft in Balken, Scherspannung 
133. 
180, SchiebersteuerUllgen 15, 222. 
i Schwebungen zweier Töne 223. 
ge- 'Schwerkrait lOt. 
Schwerpunkt 85, 99. 
-, Bewegung des S. 26i. 
Schwingender Körper 206-210. 
Schwingungen 181, 219, 24,1-252, 259 
-264. 
- eines Dampfmaschinenindikators 248. 
- eines Erdbebenindikators 250. 
-, elektrische 182, 244. 
Quotient, Differential-Q. 24, 32, 306. 
Schwungrad, gebremstes 8. 1~2. 
_, Trägheitsmoment eines S. 97. 
sec x. Differentiation 3ti. 
Radius der Krümmung 
-349. 
111, 140, 347 Seitliche Belastung, Strebe mit S. B. 
302. 
-, Trägheits-R. 95. 
Radiusvektor 340, 392. 
Rechteck, Trägheitsmoment eines 
100. 
Registrierapparat für Erdbeben 249. 
Reibung an festen Körpern 193. 
- eines Spurzapfens 109. 
-, Flüssigkeits-R. 192. 
-, Lager-R. 374. 
Selbstberührungspunkt einer ebenen 
Kurve 342. 
R. Selbstinduktion einer Drahtschleife 157. 




i Sinuskurve, Konstruktion der S. 199. 
Sinusreihen 235. 
sin x Differentiation 313. Reihen, Fouriersche R. 224, 229, 231. 




Span~ung in einer bewegten Spule 206. 
Spezifisches Volumen des Dampfes 48. 
bei Integralen 323, Spezifische Wärme 160. 




Spirale, Archimedische 343. 
-, hyperbolische 344. 
-, logarithmische 341, 344. 
Spiralförmige Bewegung des VlT assers 
150. 
Spulen, allgemeiner Fall der Einwirkung 
zweier Spulen auf einander 284. 
Spurzapfen 109. 
Stange, Trägheitsmoment einer S. 98. 
Starre Körper 71. 
-, Bewegung von s. K. 2~0. 
SteiO'ung einer Kurve 17, 23, 82. 
Steu"erung, Schieber-So 222. 
-, Kulissen-S. 15, 222. 
Stimmgabel 264. 
Streben 299. 
- mit seitlicher Belastung 302. 
Streuung eines Transformators 2\12, 293. 
Strom, elektrischer 38, 193, 218, 273. 
Stromfaden 145. 
Stromstärke, effektive S. 228, 230. 
Subnormale 50, 195. 
Substitution neuer Variabelen bei Inte-
gralen 318. 
neuer Variabelen bei Differentialglei. 
chungen 366. 
Subtangente 50, 195. 
.summe, Differentiation einer S. 307. 
. Symbole, Operations-So 265. 
.synchronismus der Schwingungen 247. 
Tabelle der wichtigsten Integrale 405. 
Tangente 50, 195. 
tang x, Differentiation 313. 
Taylorsche Reihe 360. 
Temperatur 159. 
-, absolute T. 170. 
- in der Erde 403. 
Temperaturleitungsfühigkeit 401. 
Thermodynamik 48, 158, 165-178. 
Torsion 207. 
Träger, Scherspannung in T. 133. 
-, zusammenhängende T. 129. 
Tragfähigkeit von Balken 55. 
Trägheitsmoment 94. 
der Ellipse 96. 
des Rechteckes 100. 
- des Zylinders 95, 98. 
- eines Schwungrades 97. 
- einer Stange 98. 
Transformation V. Dilferentialausdrocken 
auf neue Variabele 383. 
Transformator 38, 288, 294. 
- mit Kondensator im Nebenschluss 294. 
-, wattloser Strom eines T. 278. 
Trigonometrische Formeln 210. 
Trisektrix 344. 
Turbine, Luft-T. 148. 
Übungs aufgaben über die Taylorsche und 
Maclaurinsche Reihe 360. 
- - Differentialgleichungen 381. 
- - Differentiation und Integration 44, 
318, 325. 
- - Integration von sin x und cos x 
210. 
- - Kurven 195, 353. I - - Maxima und Minima 333. 
UnabhängigeVeränderliche, mehrere u.V. 
65, 157, 385. 
- -, Wechsel der u. V. 383. 
Unbestimmte Gestalten der Funktionen 
337-339. 
Veränderlicher Parameter 351. 
Verhältnis der spezifischen ~Wärmeziffern 
109, 164. 
Verkettung von Strömen und Kraftlinien 
154. 
Vollkommene Dampfmaschine 47. 
Vollko=enes Gas 172 . 
- -, Wärmegesetze für V. G. 171. 
Vollständiges Differential 166, 368 . 
Voltage 154. 
Volumen eines Kegels 86. 
Ringes 92. 
- - Rotationsellipsoids 89. 
- - Rotationskörpers 88. 
- - Rotationsparaboloids 87. 
Voreilung 214. 
- in einem Zweige eines elektrischen 
Stromkreises 281. 
vortex (vort.) 155. 
Wärme, latente W. 47, 49. 
-, spezifische W. 107, 160. 
\Värmea.ufnahme bei der Gasmaschine 
311. 
I Wärmeleitung 399. -, Differentialgleichung der WAOO, 4?1. 
1- im Erdboden, Experimente zu EdlD-
burg 4Q3. 
Wärmetheorie, mechanische W. 48, 161 
-178. 
Wärmeverlust im Zylinder einer Da.mpf-
maschine 401. 
Wasser im Da.mpfzylinder 4001. 
Wattloser Strom 238. 





Watts Gradführung 15. 
Wechselstromgenerator 206. 
Wechselstromgeneratoren in Parallel- u. 
in Reihenschaltung 295, 296. 
Wechselstromgesetze 218, 238, 274. 
Wendepunkte einer ebenen Kurve 23,342. 
Widerstand, elektrischer W. 38. 
- eines Kondensators 270. 
-, Isolations-W. 187. 
Widerstände in Parallelschaltung 280. 
Willans' Experimente an Dampfmaschi-
nen 62. 
Wirbelnde Flüssigkeit 143. 
Wirkungsgrad d. Heizfläche eines Dampf-
kessels 73. 
- einer beliebigen Wärmekraftmaschine 
47. 
- - Gasmaschine 174. 
Wurzeln, aus einer komplexen Zahl 36S,. 
X" 7-184. 
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